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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES 


mn  m\  iniPossmiLiTÉ  de  la  ouadratiiue  du  cercle ^ 

Par  m.  Eugène  ROUCHÉ(i). 


Il  n'est  guère  de  problème  qui  ait  donné  lieu  à  plus 
de  tentatives  que  celui  de  la  quadrature  du  cercle  :  on 
entend  par  là,  comme  on  sait,  la  construction  avec  la 
règle  et  le  compas,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  de  droites  et  de  cercles,  du  carré  équivalent  à  un 
cercle  donné  quelconque.  L'insuccès  de  tant  d'elForts  avait 
fait  regarder  ce  problème  comme  impossible,  bien  qu'il 
n'existât,  à  vrai  dire,  aucune  démonstration  rigoureuse 
de  cette  impossibilité^  on  avait  seulement  prouvé  jus- 
qu'ici que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est 
incommensurable  (Lambert,  1761),  et  qu'il  en  est  de 
même  de  son  carré  (Legendre,  lYote  If^  de  sa  Géomé- 
trie; Hermite,  Journal  de  d'elle,  i8^3). 

Dans  tout  problème  susceptible  d'être  résolu  avec  la 
règle  et  le  compas,  cliaque  point  de  la  figure  s'obtient 
par  l'intersection  de  deux  droites  ou  d'une  droite  et  d'un 
cercle,  ou  de  deux  cercles-,  si  l'on  imagine  qu'on  tra- 
duise algébriquement  les  constructions  au  fur  et  à  me- 
sure, à  l'aide  des  Ibrmules  de  la  Géométrie  analyticjue,  on 
aperçoit  qu'on  n'aura  jamais  à  résoudre  que  des  équations 

(')  Tirée  de  la  cinquième  édition  du  Traite  de  Géométrie  de 
INilM.  luig.  Rouelle  et  Ch.  de  Coniberousse.  (|ui  vient  de  paraître  à  la 
librairie  Gauthier-\  iilars. 


(•i  ) 

linéaires  ou  quadratiques,  en  sorte  que  l'équation  finale 
pourra,  par  un  nombre  suffisant  d'élévations  au  carré 
successives,  être  ramenée  à  une  équation  de  degré  pair 
à  coefticients  rationnels.  On  aura  donc  démontré  l'im- 
possibilité de  la  quadrature  du  cercle,  si  l'on  prouve  que 
le  nombre  t:  ne  saurait  être  racine  d'une  équation  de 
degré  quelconque  à  coefficients  rationnels. 

M.  Lindemann  a  annoncé  (Comptes  rendus,  t.  XGV, 
cl  3Iatheniatische  yinnalen,  t.  XX  ^  1882)  qu'il  était 
parvenu  à  déduire  cette  proposition  de  certaines  formules 
de  M.  Hermite  (Mémoire  sur  la  fonction  exponen- 
tielle, 1874)?  '^^  métliode  n'est  qu  une  généralisation^ 
mais  fort  habile,  de  celle  qu'avait  employée  l'illustre 
géomètre  pour  démontrer  que  le  nombre  e,  base  des  lo- 
garithmes lu^périens,  jouit  de  la  propriété  similaire. 

Nous  allons  exposer,  en  simplili-ant  quelques  détails, 
les  formules  de  M.  Hermite  et  les  recherches  de  M.  Lin- 
demann ;  ce  dernier  travail,  si  remarquable,  appelle  d'au- 
tant plus  l'attention  qu'il  ne  semble  pas  devoir  être  le 
dernier  mot  sur  ce  sujet,  au  moins  sous  le  rapport  de  la 
simplicité. 

Formules  de  M.  Hermite. 

1 .  Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  désigne  par  m  un 
nombre  entier  et  positif  quelconque,  par  z^,  z^-,  . .  .^  z^ 
les  racines  d'une  équation  entière  de  la  forme 

(a)  f{z)  =  z^'-T- aiZ"--"^ -\-...-\- an  =  o, 

on  peut  toujours  déterminer  un  polynôme  entier  et  de 
degré  n  en  z 

(i)  ^{z,Zi)  =  z^-^^i{zi)z'^-'^  -+-...-!- 0,,(C/), 

tel  qu'on  ait  identi(juement 


/  zfiz)         .  ,  .        d<\Hz.zh 


~-L — i- 


4>(^o, -/)  ^{z,Zi)  —  't*{z„,Zi\ 


(-) 

i  désignant  l'un  quelconque  des  nombres  o,  i ,  2,  . . . ,  7i, 
à  condition  de  remplacer  ^0  par  zéro. 

Car,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  z  dans  les  deux  membres,  on  trouve,  puisque  le  pre- 
mier terme  est  z"^  de  part  et  d'autre,  n  relations  qui  per- 
mettent de  déterminer  les  n  coefficients 

ces  relations,  qu'on  déduit  de 

z-  -+-  azi~^  H- . . . -r-  a/f 

=  ^k{zi)  —  {n  +  A-  —  i)Oa._i(x;,) 

—  m[So6/i-i(^/-)-i-  Si9A-2(-/j-t-. ..-+-  ^k-2^i{zi)-\-  Sa-i], 

en  faisant  successivement  k  égal  à  i,  2,  . . . ,  A^  et  où  So, 
Si,  ...  désignent  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  àef[z)  =  o^  montrent  que  ^k{^i)  est  un  po- 
lynôme de  la  forme 

bi^  . . .,  bk  étant  des  fonctions  entières  symétriques  et  à 
coefficients  entiers  des  racines  dey"(^)  =  o. 

L'expression  (1)  fait  voir  en  outre  que,  si  l'on  pose 


0  = 


I 

-^0 


^0 


on  a 


0  X 


61  (^0) 
0«(^o) 


^H-0,  -0) 
^iH'-o, -1) 


et  comme,  en  vertu  de  l'expression  de  Ba(-z),  le  second 
déterminant  se  réduit  par  des  transformations  bien 
connues  à  0,  on  voit  que  le  dernier  déterminant  est  égal 


(«  ) 

Euiiii,    si  Ton  désigne  par   'f  (z,  2/)   ce    cjuc    dcvieiil 
^(  j,  Zi)  lorsqu'on  y  remplace  m  par  zéio,  on  a 


et 


-        —  —  cp^^^,  A,/; ï ^ 


(3) 


(v(z,i,Zi) 


î2.   Cela  posé,  considérons  l'intégrale 


0-, 


1 .2 


-J f 


h-  e--z"'/'>'(  z  ) 


)  Jf) 


dz, 


le  chemin  d'intégration  pouvant  être  choisi  à  volonté,  à 
condition  toutefois  de  ne  pas  passer  par  l'infini;  nous 
désignerons  cette  intégrale  par  le  symbole  ni',^. 

En  multipliant  les  deux   membres  de  la  relation  (2) 

par  e"^ z"^  f"^[z)^  on  a 


^   ^t^~'^'"/'"(-)*(-,w)] 


me- 


.         [^(zq.zï)  ^(z„,ZiT\ 

zf"f"\z  )      l  + . . .  H — i      J'  ; 


d'où,  en  multipliant  par  dz  et  intégrant  entre  les  limites 
o  et  Z/f, 

(m-}-i)/,  =  ^{zQ,Zi)ml-^.  ..-f-*ï>(2„,  Zi)ml. 

La  recherclnî  des  intégrales  (/;^-|-i)/  se  trouve  ainsi 
ramenée  à  celle  des  intégrales  ni\.  Par  le  même  procédé, 
on  ramènera  à  leur  tour  celles-ci  aux  intégrales  [m  —  i)^- 
et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  à  la  formule 


"4  =  uùi)^-}-...--u;,fi)^ 


(9) 


avec  la  relation 

(4) 

...      . 

. 

—  52(w-l) 

TT/i 

Mais,  en  multipliant  par  e  ^  les  deux  membres  de  la 
relation  (2/),  on  a 

d'où,  en  multipliant  par  dz  et  intégrant  entre  o  et  Z/o 
Il  suffît  dès  lors  de  poser 

(5)  U%  =  V%<^{Zh,  ^0)  +.  .  '-^  l^h^i^h,  ^n) 

pour  obtenir  la  formule 

(6)  m/^.  :=  Uq  —  e-^k  u%, 

due  à  M.  H'ermite  et  dont  dépend  toute  la  suite  de  cette 
étude. 

Les  quantités  M/^  sont  des  fonctions  entières  et  à  coef- 
ficients entiers  des  racines  def[z)  =  o-^  leur  expres- 
sion (5)  montre  en  outre  que  leur  déterminant 


u. 


est  égal  au   produit  des  détei 


minan  Is  (  .'^  )  et   (  4  )  ;  d'où 


résulte  l'égalité 


A  =  o2/;/, 


3.  Knlin,  poui*  terminer  ce  liavail  j)réparaloii'e.  nous 
allons  montrer  que  L' iiité^valcin)  Icnd  vers  zéro  loisqtic 
m  croit  indéjiniiïient. 


(    'o   ) 
Si  l'on  désigne,  en  ellet,  par  \'  la  longueur  du  chemin 
d'intégration  adopté  pour  le  calcul  de  m^,  et  par  ^'  et  v' 
les  modules    maxima  de  -./(^)  et  de   e-^(z  —  Zi)"*  le 
long  de  ce  chemin,  on  a  évidemment 

inod  /«/,.   '" 


1.2  ...  {?n  —  I  ) 

Par  suite,  si  ).,  [a,  v  sont  les  plus  grandes  valeurs  de  V,  |jl', 
v'  pour  toutes  les  valeurs  de  k  et  de  i,  toutes  les  inté- 
grales fn\.  auront  un  module  inférieur  à 


I  m—l 


1.2...  {m  —  i) 


{J.V 


or  "k,  [Ji,  V  sont  des  nombres  finis  et  indépendants  de  m, 
et  l'on  sait  d'ailleurs  que  la  fraction  mise  entre  paren- 
thèses peut,  pour  une  valeur  assez  grande  de  l'entier  m, 
devenir  inférieure  à  toute  quantité  donnée. 

Tliéorèines  de  AI.  Lindemann. 

4.  Supposons  :  i"  que  7i  soit  de  la  forme  pcj^p  ^\  q 
étant  deux  entiers  positifs  quelconques  \  i°  que  z^^  ...^Zp 
soient  les  racines  d'une  équation  irréductible  de  la 
forme 

Z>,,  Z>2,  .  • . ,  hp  étant  des  nombres  entiers  réels  ou  ima- 
ginaires^ 3"^  que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...,/>> 
de  l'indice  v 

Oji  aura,  par  la  l'or  mule  (6), 

e-v  mi  —  e^"  if'^^  —  n'^  , 


^-.7-i>fv/??;^^_jj^,^,^  =  e-(7-iiP+vwjj  —  w;^_,,/,.j..,, 


(  "  ) 

d'où,  en  multipliant  respectivement  par  des  nombres 
Ni,  N2,  .-.,  N^,  supposés  entiers  réels  ou  imaginaires, 
mais  diiFérents  de  zéro,  puis  ajoutant  et  ayant  égard  aux 
relations  (7), 

Ni  S  e^v  Tn[  -+-  N2  S  e-p+v mj,^,^  -i- ...-+-  N^  2  eHi-\)p+''  m\^^^^p^^ 

=  w(,[NiSe-v-f-  NaSgSZv-i-..  .-f-N^Se^2v] 

-  Ni  S  a,;' -  N2  2  i*;^.^  - . . .  -  N.7 s  î^f;^,!,^^,, 

toutes  les  sommes  S  étant  prises  de  v  =  i  à  v  =  j?, 
L'existenee  d'une  relation  telle  que 

entraînerait  donc  les  /z  -j-  i  relations  que  l'on  déduit  de 

(       =-[Noai-hNi2<-4-N22i.;^,+...4-N^Eï4_„^^J, 

en  y  faisant  1  =  o,  i,  2,  .  .  . ,  n.  L'impossibilité  de  la 
relation  (I)  sera  donc  démontrée^  si  l'on  prouve  l'impos- 
sibilité du  système  des  (/?  -J-  i)  équations  (8). 

A  cet  ellet,  nous  ferons  d'abord  les  remarques  sui- 
vantes, qui  résultent  de  la  composition  des  i/^  et  de  la 
forme  entière  des  coefficients  de  l'équation  qui  a  les  z^ 
pour  racines. 

i"  Le  second  membre  de  la  première  des  équations  (8) 
(relative  à  /  =  o)  est  un  nombre  entier;  car  ce  second 
membre,  qui  est  une  fonction  entière  et  à  coefficients 
entiers  des  r:/t,  est  en  outre  une  fonction  symétrique  de 
ces  racines;  vu  que,  si  l'on  échange  les  indices  .r  et  j^ 
qu'on  suppose  choisis  parmi  1,2,  ...,/?,  u^].  s'échange 
avec  11^,  Za-j^xp  avec  Zy^xp^  et  u\.,_x,,  avec  u\^x,,', 

2°  Les  se("onds  membres  des  autres  équations  (8)  ne 
font  que  s'échanger  entre  eux  par  l'effet  de  l'échange  mu- 
tuel des  ^A  ;  ear,  si  l'on  échange  Zx  et  Zy,  ii'}\_xi,  s'échange 
avec  ul^if,  tant  (jue  /  dilVère  de  .r  et  de  r  1  ^^  ^-ii  outre 


(  12  ) 

Uy+Xf,  s'écliange  avec  ii^^+^p  ^^  i^x+i,,  avec  Uy^if,.  Ces  seconds 
membres  sont  d'ailleurs  des  fonctions  entières  et  à  coef- 
ficients entiers  des  Zi\  si  donc  on  considère  l'équation 

qui  aurait  les  seconds  membres  des  équations  (8)  pour 
racines,  les  coeflicients  A,,  ...,  \„  étant  des  fonctions 
entières  et  symétriques  de  ces  seconds  membres  seront 
des  nombres  entiers. 

Mais  les  premiers  membres  des  équations  (8)  tendent 
vers  zéro  quand  m  croit  indéfiniment;  donc  il  en  est  de 
môme  alors  de  A,,  Ao,  . .  .,  A„,  et,  comme  ce  sont  des 
nombres  entiers,  il  faut  qu'à  partir  de  certaines  valeurs 
de  m  et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  m  on 
ait  rigoureusement  A,  =  o,  A2  =  o,  . . . ,  A„  =  o.  Donc 
pour  ces  mêmes  valeurs  de  J7i  les  seconds  membres  des 
équations  (8)  devraient  s'évanouir,  et,  par  suite,  tous  les 
déterminants  d'ordre  (<y-|-i)  déduits  du  tableau  des 
coefficients  des  No>  ^  «  ^  •  •  •  ■>  ^7  dans  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (18)  devraient  être  nuls;  il  en  serait 
donc  de  même  du  déterminant  A  et  par  conséquent  aussi 
de  0,  puisque  A  =  o-"^ 

Mais  le  déterminant  0  est,  comme  on  sait,  égal  au 
produit  de  toutes  les  différences  zt  [y.zi —  [^^a),  lors- 
qu'on donne  à  /  et  h  toutes  les  valeurs  1,2,  ...,/?,  et  à 
a  et  jB  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  .  .  . ,  <jr  (à  condition  ce- 
pendant de  ne  pas  faire  à  la  fois  a  et  ^  nuls)-,  ù  ne  pour- 
rait donc  être  nul  que  s'il  y  avait  entre  deux  racines  z, 
cl  z/i  une  relation  de  la  forme  azi — '^z/i  =  o',  mais 
alors  l'équation  à{z)  =  o  et  l'équation 

auraient  une  racine  commune,  tandis  que  'l'(-)  a  été 
supposé  irréductible. 


(   '3  ) 
On  a  donc  le  tliéorènie  suivant  : 

Si  z^,  Z2')  •  ■  .  ^  Zp  sont  les  racines  d'une  équation  ir- 
réductible de  la  forme  (ji)  à  coefficients  entiers 
b^^  . . .,  b,i  réels  ou  imaginaires,  il  ne  peut  exister .  entre 
les  fonctions  symétriques, 

ISe^v    =  e=i    -^  e'-'-   -    .  .  .  -  e'p, 

r-, 

oii  q  désigne  un  nombre  entier  et  positif  quelconque, 
aucune  relation  telle  que  (  I  ),  c'est-à-dire  aucune  rela- 
tion linéaire  dont  les  coefficie?itsiSQ,  ÎN  , ,  . .  . ,  jN^  soient 
entiers  réels  ou  imaginaires  et  différents  de  zéro. 

En  particulier,  on  ne  saurait  avoir 

No  -h  jN'i  -f-  (e'"'»  -H  e''"-3  -f- .  .  .  -H-  e''"  )  =  o, 

/'  étant  un  entier  positif  quelconque  ;  et  par  conséquent, 
sous  les  co7iditio7is  admises,  aucune  des  fonctions  symé- 
triques 


e'  -  » 


ne  saurait  être  égale  à  un  jionibie  rationnel, 

5.  Les  propositions  précédentes  peuvent  s'étendre 
aux  fonctions  symétriques 

En  eliet,  supposons  d'abord  que  les  nombres  qui 
figurent  comme  exposants  de  e  soient  tous  différents  les 
uns  des  autres  et  didérents  de  zéro.  L'existence  d'une 
relation  linéaire  à  coefficients  entiers  No,  Nj,  No,  ... 
entre  les  quantités  (10)  conduirait  alors  à  un  système 
d'équations  entièrement  analogue  au  système  (8)  et  dont 


(  '1  ) 

on  niellrait  1  impossibilité  en  évidence  par  nn  raison- 
nenient  pareil  à  eelni  du  n"  3. 

Si  riiypotlièse  ci-dessus  n'est  pas  remplie,  admettons 
d'abord  que  dans  l'une  des  fonctions  (lo),  que  nous  dé- 
signons par  Se^,  plusieurs  des  exposants  Z  soient  égaux 
entre  eux,  et  considérons  une  relation  de  la  forme 

(II)  o  =  \o+Ni2eZ. 

Toutes  les  quantités  Z  peuvent  alors  être  réparties  en 
plusieurs  groupes 

7        7'       7"  •      7        7'       7" 

'-'1>    ^l>    '-"l?     •  •  '  ■>       *-"li     '-'2?    '-"2'     •••»       •••> 

tels  que  les  quantités  qui  forment  un  même  groupe  soient 
racines  d'une  équation  irréductible  à  coefficients  ra- 
tionnels et  ne  fassent  que  s'échanger  entre  elles  quand 
on  échange  les  racines  z^.  Or  le  succès  du  raisonnement 
appliqué  dans  le  n*'  3  à  la  relation  (I)  était  du  précisé- 
ment à  ce  qu'il  n'intervenait  dans  chaque  somme  sépa- 
rée que  des  exposants  de  e  s'échangeant  entre  eux  par 
suite  de  l'échange  des  z^.  Nous  pouvons  donc  ici  conclure 
immédiatement  à  l'impossibilité  d'une  équation  de  la 
forme 

et,  par  suite,  de  la  relation  (II)  qui  en  est  un  cas  particu- 
lier. Si,  de  plus,  une  des  quantités  Z  était  nulle,  cela 
équivaudrait  à  un  changement  dans  la  valeur  de  No  ; 
mais  alors  le  raisonnement  serait  en  défaut,  à  moins  que 
tous  les  exposants  du  second  membre  dt;  (11)  ne  s'éva- 
nouissent en  même  temps.  Si  l'équation  qui  alesz/tpour 
racines  est  irréductible,  le  cas  d'exception  que  nous  si- 
gnalons ne  peut  se  présenter  que  pour  l'exposant  de  la 
fonction 

(  I  ]  j  ^Z   —    ^/-l 2,-^-2»-+-.  .  .-f-Sp)^ 

lorsque  le  coefficient  h^  de  zp    '  dans  l'équation  'i/(s)=:=o 


I 


(  '-  ) 

est  nul.  Considérons  maintenant,  au  lieu  de  (H),  une 
équation  linéaire  dans  laquelle  figurent  plusieurs  des 
fonctions  (  »  o  )  ;  on  pourra  encore  grouper  les  exposants 
de  telle  sorte  que  chacun  des  nombres  N  multiplie  une 
somme  telle  que  les  exposants  de  e  qui  appartiennent 
aux  termes  de  cette  somme  soient  les  racines  d'une 
équation  irréductible,  et  l'on  répétera  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus  à  propos  de  l'équation  (II). 

Donc  :  aucune  des  fonctions  symétriques  (lo)  ne 
peut  être  égale  à  un  nombre  rationnel  ;  et  plus  généra- 
lement, entre  les  fonctions  (lo),  il  ne  peut  exister  au- 
cune relation  linéaire  à  coefficients  rationnels  ',  à  moins 
que  r équation  di  i^z)  =  o  ne  soit  privée  de  second  terme, 
auquel  cas  une  fonction  symétrique  des  quantités  (i  i) 
peut  être  égale  à  un  nombre  rationnel. 

6.  La  première  série  des  quantités  (lo)  n'est  autre  que 
la  suite  des  coetficients  Mi,  Ma,  .  . . ,  M^  de  l'équation 

(12)  yp  —  Ml  V/'-i  -h  M2  V/'-s  — . .  .H=  M;,  =  o, 

qui  a  pour  racines  e^i,  e^*,  .  .  . ,  e^j>. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ces  coefiicients  ne 
peuvent  être  rationnels,  sauf  M^  pour  /> ,  =  o,  et  il  ne  sau- 
rait exister  entre  eux  aucune  relation  linéaire  à  coeffi- 
cients rationnels.  Mais  si  l'une  des  racines  de  (i:^-),  c'est- 
à-dire  l'une  des  quantités  e'',  e^s,  ...,  e"/' était  rationnelle, 
sa  substitution  à  la  place  de  V  dans  (12)  établirait  pré- 
cisément une  relation  à  coefficients  rationnels  entre 
M,,  Mo,  .  .  .  ,  My,.  Donc  :  Si  z  est  une  équation  irréduc- 
tible de  la  forme  (  J^),  ^"  ne  peut  être  un  nombre  ra- 
-  tionneL 

Or  on  a  <?~^-'  =: — i;  donc  t^\I — 1  ne  saurait  v\vv. 
racine  d'une  équation  irréductible  de  la  forme  ([i). 
D'ailleurs,  on  peut  ramener  toute  équation  à  coefficients 
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laliomiels  à  la  forme  (  jj),  eu  prenant  pour  inconnue /7Z, 
au  lieu  de  r:,  /;  étant  un  nombre  entier  convenablement 
choisi.  Donc  enlin  : 

Le  nombre  t:  ne  saurait  être  racine  d' une  équation 
algébrique  à  coefficients  rationnels  (  réels  ou  imagi- 
naires). 


m\  l.ES  \I\T1CAIJST1011ES  PAU  RÉFLEXION  DE  \A  PARABOLE, 
LES  RAYO!\S  L\Ciï)Ei\TS  ÉTANT  PARALLÈLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


l .  J'appelle  bissectrice  de  deux  semi-droites  données 
la  droite  parfaitement  déterminée  qui  est  le  lieu  des  cy- 
cles tangents  à  ces  demi-droites  -,  la  droite  menée  par 
leur  point  de  rencontre  et  perpendiculairement  à  la  bis- 
sectrice sera  désignée  sous  le  nom  de  bissectrice  im- 
propre. 

Deux  demi-droites  sont  symétriques  par  rapport  à 
leur  bissectrice  impropre  5  je  dirai  qu'elles  sont  anti-sj- 
mé triques  par  rapport  à  leur  bissectrice. 

Ces  définitions  étant  posées,  je  m'appuierai  sur  les 
lemmes  suivants  : 

Lemme  I.  —  Quatre  semi-droites  étant  données,  si 
l'on  considère  trois  à  trois  ces  semi-droites,  on  obtient 
quatre  triangles }  les  centres  des  cjcles  inscrits  dans  ces 
triangles  sont  sur  un  même  cercle. 

Considérons  en  elfet  [fig.  i  )  les  quatre  semi-droites 
AB,  BE,  EA  et  CF.  Les  bissectrices  des  cotés  du  triangle 
AIUJ:  le  coupent  au  point  0,  celle  du  triangle  BCD  au 
point  a,  celles  du  triangle  EDF  au  point  ^  et   celles  du 
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triangle  CF/V  au  point  '/•    Pour    rtahlir  que  ces  quatre 


points  sont  sur  une  même  circonférence,  il  suffit  d'éta- 
1)1  irque  l'angle  ao[i  est  égal  à  l'angle  ay[3. 
On  a  évidemment 


iôX^BEo 


EB  0  =  1  BEA  ~h  i  EBA    -  {  BAH  ; 


d'autre  part,  on  a 


.-^ 


a/jS  =  FCy  h-  GFy  =  1 FCA  -4-  I CFA 
La  proposition  est  donc  démontrée. 


BAH. 


2.  Sur  la  circonférence  avjSo,  considérons  le  point  M 
diamétralement  opposé  au  j)oint  o,  on  voit  que  les 
droites  Ma,  MjB  et  M  y  sont  respectivement  perpendicu- 
laires aux  droites  Ba,  EjS  et  Ay.  Or  a  est  le  centre  du 
cycles  qui  touche  les  semi-droites  AB,  BE  et  CF,  ,3  le 
centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites  BE,  AE  et 
CF,  et  Y  le  centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites 
AI',  AB  et  CF.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante. 

Ekmmk  11.  —  /•.tiiiil  (h)iuw('s  (fiKtlrc  setni-dnùlcs  1), 
ly,  \)"  cl  A,  soicnl  a,  a',  y!'  les  cc/il.rcs  (fcsoc/cs  i/Lw/ifs 
respect is'cmcnt    dans   les  Irutiii^les   (/éfei/nn/es  par   les 

Anii.  (/(•  Mrit/irniiiC,  !>'  stM'ic,  1.  Il  (Janvier    iS8!)).  '^. 
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seini-drniU's  (1)^  D'^  A),  (1)^  î),  A  )  cL  (I),  I)',  A)-  dr- 
sii^nons  pai'  3  le  point  da  lanconlrc  de  \)'  el  IV^,  par  [j' 
le  point  de  renconLre  de  D"  el  de  I)  et  enfin  par  [j"  le 
point  de  rencontre  de  D  et  \)' . 

Cela  posé,  les  droites  menées  par  les  points  a,  a',  y." 
et  perpendiculaiies  respectivement  aux  droites  a[j,  a'  '■j' 
ol"  ^"concourent  en  un  même  point. 

3.  Considérons  maintenant  deux  semi-droiLes  lixes  A 
el  A  et  une  semi-droite  mobile  B  assujettie  à  la  eondi- 
tion  suivante,  à  savoir  que  p  désignant  le  point  de  ren- 
contre de  A  et  de  A,  q  le  centre  du  cycle  inscrit  dans 
le  triangle  formé  par  les  semi-droites  A,  B  et  A,  la  droite 
menée  ])ar  </  perpendiculairement  h  pq  passe  par  un 
point  lixc;  F. 

La  semi- droite  13  enveloppera  dans  son  mouvement 
une  couibe  parfaitement  déterminée^  elle  est  de  l'espèce 
de  celles  que  j'ai  appelées  hypercjcles  et  de  la  troisième 
classe-,  c'est  donc  un  liypercycle  cubique.  Dans  tout  le 
cours  de  cette  jNote,  quand  il  n'y  aura  aucune  confusion 
à  craindre,  je  la  désignerai  simplement  sous  le  nom 
î^i  hyper  cycle;  comme  je  le  montrerai  plus  tard,  le  point 
fixe  F  est  le  foyer  de  cett(3  courbe  (  '  ). 

4.  Un  liyp<.*rcycle  étant  ainsi  défini  par  les  deux  semi- 
droites  A  et  A,  considérons  une  autre  tangente  quelcon- 
que à  la  courbe  Fi-,  en  désignant  par  /■  le  point  de  ren- 
contre de  A  et  d(;  F,  par  s  le  centre  du  cycde  tangent  aux 
semi-droites  A,  F  et  A,  il  suit  de  la  définition  de;  la 
courbe  que  la  droite  menée  par  s  perpendiculairement  à 
rs  passe  })ar  le  foyer  de  la  courbe.  Soient  maintenant 


(';  Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  hypcrcycles  (  Coniples  rendus 
des  sédncps  de  rAcndémie  des  Sciences,  séaiieos  des  :>o  mars  ,3, 
lo  et    }\  avril    iX'^>). 
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aie  point  de  rencontre  des  tangentes  C  et  B,   [^  le  centre 
du  cycle  tangent  à  B,   C   et  A,  il  résulte  du  lenime  11 
que  la  droite  menée  par    p   perpendiculairement    à    ^ia 
passe  également  par  le  foyer  F. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  propriété  fondamen- 
tale. 

Théorème  1.  —  Etant  données  deux  tangentes  quel- 
conques de  l'Jijiyercjcle,  considérons  le  centre  du  cycle 
qui  touche  ces  deux  tanij^entes  et  la  semi-droite  A  ;  les 
droites,  qui  joignent  ce  centre  aufojer  de  la  courhe  et 
au  point  de  rencontre  des  tangentes,  sont  perpendicu- 
laires entre  elles. 

5.  Considérons  une  tangente  \.(fig.  i)  k  un  liypercycle 
Hetale  point  où  elle  touche  la  courbe^  la  tangente  infini- 
ment voisine  A'  passe  par  le  point  A  et  la  bissectrice  de 

Fie.  -y. 


deux  s(MHi-droites  A  et  A'  est  la  normale;  menée  au  point 
a\  soit  a  le  point  où  ceLLe  normale  rencontre  la  bissec- 
trice des  semi-droites  A  et  A;  d'après  bî  théorème  pré- 
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cédciU,  la  (Iroito  Fa  est  perpfMKlicnl.iirc  à  la  iKM-malo  cl, 
pat-  siiilc,  parallôlc  à  A,   D'où  la  proposition  suivante: 

l'Jdul  (lomu'a  une  tangente  A  à  l'hypercycle  IJ,  fjue 
par  le  jojei'  F  de  la  coarhe  on  mène  une  parallèle  à.  A, 
et  (jue  l'on  prenne  son  point  de  rejicontre  a  avec  la  bis- 
sectrice des  senii-d  roites  A  <?^  A  •  (pie  du  point  a  on  abaisse 
ensuite  une  perpendiculaire  de  la  tangente  K^  le  jned  a 
de  cette  perpendiculaire  est  le  point  de  contact  de  A  avec 
la  courbe. 

6.  La  semi-droite  A  est  tangente  à  la  courbe.  Suppo- 
sons en  eilet  [fig-  s)  riiypt^i'cycle  défini  par  la  seini- 
droite  A  et  une  tangente  quelconque  A.  Soit  too/  la  bissec- 
trice des  demi-droites  A  et  A^  abaissons  du  point  F  une 
pei'pendiculairc;  Yp  sur  (oo/,  puis,  du  poiut  /;,  une  per- 
pendiculaire po  sur  A.  Si  nous  imaginons  une  semi- 
droite  A'  infiniment  voisine  de  A  et  passant  par  le  point 
r/,  la  bissectrice  de  A  et  de  A  est  la  droite  lùlo  ,  le  cimtre 
du  cycle  tangent  à  A,  A  et  A'  est  évidemment  le  point  p 
<'t,  comme  pY  est  perpendiculaire  à  /;(o,  il  résulte  du 
théorème  I  cjue  A'  (et  par  suite  A  )  eU  tangiiule  à  l'Iiypjr- 
cyde  ;  son  point  de  contact  est  le  point  A. 

Je  dirai  que  A  est  la  tangente  principale  de  la  courbe. 

])ans  la  démonstration  précédente,  A  est  une  tangente 
fjuelconqu(!  de  riiypercycbi  ^  lorsque  cette  tangente;  varie, 
on  voit  que  la  bissectrice  too/  enveloppe  une  parabole;  FI 
ayant  F  poui'  foyer,  et  po  pour  tangemte  au  sommet: 
cela  résulte;  immédiatement  de  ce  que  l'angle  Fpio  est 
un  angle  droit. 

11  (;5t  aisé  de;  voir  que  la  droite  too)'  touclie  la  parabole  IT 
au  point  a ,  ele  ce'  point,  comme  centre,  décrivons  un 
cNcle  loneliant  à  la  lois  A  et  A  ^  son  enveloppe,  lorsque  A 
se  dc'plae'c  tangent  icIleMnent  à  riiypercycle,  et  cpu^  le' 
point  7.  (l<''(i-ira    la    |)aral)()l('    II,  se  e'onq)e)S('  ele'    la    se'mi- 
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droite   A  et  de  l'iiypereyele  H  :  on  peut  done  diie  <jiie  le 
lieu  des  centres  des  cjcles,  (j ni  touchent  l'Iiypercjcle  et 
la  tati gentc  fondamentale  A,  est  la  parabole  W. 
En  d'autres  termes  : 

Uhypercjcle  H  esiane  anticaustique  (  ^  )  parréjlexlon 
de  la  parabole  II,  les  rayons  incidents  étant  perpendi- 
culaires à  U axe  de  cette  parabole. 

lieniarque.  —  On  voit  que  la  parabole  II  est  le  lieu 
des  points  a^  il  en  résulte  que  la  parabole  II  est  le  lieu 
des  projections  du  fojei-  F  sur  les  normales  à  l'hyper- 
cycle. 

7.  Tangentes  que  V on  peut  mener  à  la  courbe  par 
un  point  situé  sur  une  tangente  donnée. 

Soient  un  liypercyele  H  déiini  par  son  foyer  F,  sa  tan- 
gente principale  A  et  une  tangente  quelconque  A;  soit, 
de  plus,  (ocl)'  la  bissectrice  des  senii-droités  A  et  A.  Etant 
pris  sur  A  un  point  quelconque  M,  si  nous  imaginons 
une  tangente  quelconque  menée  de  ce  point  à  la  courbe, 
il  suit  du  théorème  I  que,  du  centre  du  cycle  inscrit 
dans  cette  tangente,  A  et  A,  on  doit  voir  sous  un  angle 
droit  le  segment  MF.  Soit  MF  comme  diamètre  décri- 
vant un  cercle,  vX  soient  a,  [3  les  points  où  ce  cercle 
coupe  la  bissectrice  (oco'^  il  est  clair,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  les  tangentes  que,  du  point  M,  on  peut 
mener  à  la  courbe  (et  qui  sont  distinctes  de  A),  sont  les 
anlisjmétriques  de  A  relativement  aux  droites  Ma  et 
M  [3. 

Renuuujue  1 .  —  Jl  résulte  de   la  construction  précé- 
diMite  (jU(;   par  c!ia(pi(;  [)oint  du  plan  passent  trois   tan- 

(■)  l>;ms  lii  suilc  (le  celle  Noie,  cliaiiiic  fois  t|UO  je  parler. li  iriinc 
aiiLieaiisli((iic,  sans  rien  iiienlioniicr  de  |»his.  je  supposerai  e\pres- 
si-nienl  (|iic  les  ravoiis  incideiiU  snni  pai-allèlev. 
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coules  à  la  courbe  :  riiypercyclc  est  donc  une  couibede  la 
troisième  classe. 

Renuiiuiuc  II.  —  Par  le  foyer  F,  menons  une  droite 
(|ui  soit  parallèle  à  la  bissectrice  ojw'  et  qui  rencontre  A 
au  point  /;  ^  soit</  le  point  symétrique  p  relativement 
au  point  (o,  intersection  de  A  et  de  A.  Si,  sur  qF  comme 
diamètre,  nous  décrivons  un  cercle  rencontrant  la  bis- 
sectric(*  oko'  aux  points  a  et  [3,  le  centre  de  ce  cercle  est 
évidemment  sur  cette  bissectrice^  l'angle  a^^  est  par 
conséquent  droit,  et  les  deux  tangentes,  que  du  points/ 
on  pcîut  mener  à  l'iiypercycle  (indépendamment  de  la 
tangente  A),  sont  des  semi-droites  opposées:  cela  résulte 
immédiatement  di'  la  construction  donnée  ci-dessus. 

Ces  deux  tangentes  sont  distinctes,  ainsi  que  leurs 
points  de  ('oiitact^  la  droite  qui  coriespond  à  ces  deux 
semi-droites  opposées  est  donc  une  tangente  double  de 
la  courbe^  juais  elle  doit  être  considérée  comme  une 
tangente  double  apparente  (  '  ). 

L'iiypercycle,  étant  de  la  troisième  classe  et  ayant  une 
tangente  double,  est  du  quatrième  degré. 

lieniavijue  111.  —  Supposons  que  le  cercle  décrit  sur 
MF  comme  diamètre  soit  tangent  à  la  bissectrices  coo/; 
les  points  a  et  j3  étant  confondus,  il  (  n  est  de  même  des 


(')  An  poiiil  (It^  vue  où  nous  sommes  placés  ici,  une  semi-droite^ 
est  tangente  double  d'une  courbe,  si,  en  deux  de  ses  points,  elle  a 
Micme  direction  que  cette  courbe;  c'est  alors  une  tangente  double 
effective,  ^fais,  si  une  droite  est  telle,  qu'en  la  prcnani  d'abord  dans 
un  s(Mis  dt''tcrniin('  elle  touche  la  courbe  et  qu'elle  la  touche  encore 
en  la  prciiiiuL  dans  le  sens  inverse,  on  a  une  tangente  double  ap- 
parente. 

T.orsqu'on  (;irectue  une  transfornialion  par  directions  réciproques, 
une  tangcnt(;  double  effcciivc  a  pour  transformée  une  tangente 
di»iil)lc  cflective,  tandis  (|ii  inic  tangente  double  apparente  ((pii  ré- 
sulte de  la  superposition  de  deux  tangentes  opposées)  a  pour  tians- 
lormées  dcu\  tanucntcs  ordinaires  distinctes 
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droites  Ma  et  MJj^  par  suite,  les   tangentes   menées   du 
point  M  à  la  courbe  (et  distinctes  de  A)  sont  confondues. 
Le  point  M  est  donc  situé  sur  la  courbe^  d'où  la  conclu 
sion  suivante  : 

Soit  P  le  pied  de  la  peipendiculaire  abaissée  du 
foyer  F  .9///'  la  tangente  A  \  par  les  deux  points  Y  etV 
on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  la  bissectrice 
de  A  et  de  la  tangente  fondamentale.  Us  points  oii  ces 
cercles  coupent  A  sont  les  deux  points  (distincts  du 
poi/it  de  contact)  oii  cette  tangente  coupe  l'hyper- 
cycle. 

8.  Tangente  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  — 
L  liypcrcycle  étant  défini  comme  précédemment  par  son 
foyer  F,  la  tangente  fondamentale  A  et  une  tangente 
tjuelconque  A,  proposons-nous  de  tnener  à  cette  courbe 
une  tangente  parallèle  à  une  semi-droite  données  1). 

Construisons  à  cet  effet  la  bissectiice  (D,  A)  (^  '  )  et 
nuîuons  par  le  foyer  F  une  perjiendicuiane  à  (P,  A)  ; 
par  le  point  [i,  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  f)issec- 
trice  (A,  A),  menons  une  parallèle  à  (D,  A)  rencontrant 
au  point  a  la  tangente  A.  Il  résulte  du  théorème  1  (pie 
l'antisymétrique  de  A  relativement  à  la  droite  a^j  csi  une 
tangente  à  la  courbe  qui  est  évidemment  parallèle  à  la 
semi -droite  donnée  1). 

On  peut  donc  numer,  une  tangente  et  une  seule,  (pii 
soit  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  ;  comme  on  peut 
mener  égalenumt  une  tangente  parallèle  à  la  seun-droile 
opposée,  il  en  résulte  que,  par  un  point  siuié  à  linlini, 
on  peut  généralement  in(Mier  deux  tangentes  à  la  courbe. 


(')  Ici  cl  coiimic  (laits  huit  (■(>  t|iii  suit,  je  di-simic.  |>oiir  ;tl)r(''irer. 
|>;ir  lit  iioliilinii  (P,  {))  \,\  l)i>sccli"icc  de  dmix  semi-droites  dumicos 
r  cl  O. 
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La  courbe  élaiil  de  Iroisièiue  cJasse,  on  voit  qu'elle  est 
néeessairenuMil  laiiironte  à  la  droite  àv  l'inlhii. 

Deux  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  si  la  droite 
donnée  est  antiparallèlc  à  A.  les  bissectrices  (J),  A)  sont 
(A,  A)  perpendiculaires,  et  le  point  [j  est  répété  à  Fin- 
iini.  La  tangente  antiparallèle  à  A  étant  rejetée  à  l'in- 
liiii,  on  voit  que  le  point  de  contact  de  l'iiypercycle  avec 
la  droite  de  l'infini  est  sur  A^  en  d'autres  termes  : 

La  tangente  pi'iîici pale  est  la  tangente  que  Von  peut 
mener  à  la  courbe  par  le  point  ou  elle  touche  la  droite 
de  l'infini. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  D  est  une  di- 
rection isotrope^  je  ferai  remarquer  à  ce  sujet  (\aune 
semi'droite  isotrope  doit  être  considérée  comme  se 
confondant  avec  son  ojyposée  (  ^  ). 

Si  donc  on  considère  un  des  ombilics  du  plan  (c'est- 
à-dire  des  deux  points  imaginaires  communs  à  tous  les 
cercles  du  plan),  on  voit  que  par  ce  plan  on  ne  peut 
mener  h  la  courbe  qu'une  tangente  distincte  de  la  droite 
de  l 'in fini  :  d'où  il  résulte  que  ce  point  est  situé  sur  la 
courbe. 

L'bypercycle  est  donc  une  courbe  de  la  troisième 
classe  et  du  quatrième  degré,  tangente  à  la  droite  de  l'in- 
lini  et  passant  par  les  ombilics.  Elle  a  un  seul  foyer, 
qui  est  un  foyer  singulier;  la  construction  donnée  ci- 
dessus  montre  aisément  que  ce  foyer  est  le  point  F  (-). 

Réciproquement,  toute  courbe  de  la  troisième  classe 
et  du  quatrième  degré  qui  toucbe  la  dioite  de  l'infini  et 
passe  par  les  ombilics  du  plan  est  un  liypercycle. 

(')  On  voit  (jii'il  iTv  a  pas  besoin  de  (Iislini;nor  le  sens  dans  lequel 
esl  (léerile  une  droite  isotrope  ;  ainsi  clroile  isotrope  cl  scnii-clroilc 
isotrope  ont  exaeteinenl  la  riièinc  signification. 

(^)  II  sul'lil  de  r(Mnar(|uer  (|iie  la  hisseetrice  d'une  senii-dioiLc 
donnf'e  rt  f|  iin»' f|i  i>jir  isotrope  f>t  cfiic  droite   ijoiiopc  dit -mèiiie. 
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9.  \  oici  encore  une  conséquence  de  la  eonslrucliou 
donnée  ci-dessus.  Une  tangente  A  étant  donnée,  cliei- 
chons  à  déterminer  la  tangente  A'  parallèle  à  la  direc- 
tion opposée.  La  bissectrice  (A,  A')  est  une  droite  pa- 
rallèle à  A,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur 
cette  droite  renconlre  la  bissectrice  cocj'  au  point  M 
{fig-  2)  :  d'où  il  résulte;  cpie  A'  est  l'antisyniétiique  A 
])ar  rapport  à  la  droite  MN  menée  par  le  point  M  paral- 
lèlement à  A. 

Or  l'enveloppe  de  cette  droite  est  aisée  à  trouver  *,  l'an- 
gle MF  a  étant  droit,  le  point  M  décrit  la  directrice  de  la 
parabole  H,  et  l'angle  JNMF  étant  également  droit,  MiN 
enveloppe  une  parabole  H',  qui  a  pour  foyer  F  et  pour 
tangente  au  sommet  la  directrice  MR  de  la  parabole  II. 

3e  ferai  remarquer  que  la  droite  RS,  menée  par  le 
point  R  perpendiculairement  à  RF,  est  la  tangente 
double  de  la  courbe. 

10.  L'iiypercycle  étant  défini  comme  enveloppe  d'une 
semi-droite  mobile  est,  comme  le  cycle  une  coiirhe  de 
du'ectloji'y  je  veux  dire  parla  qu'en  cliacunde  ses  points 
la  tangente  est  déterminée  de  position  et  de  direction. 

Considérons  un  cycle  C  et  le  cercle  K  déterminé  par 
ce  cycle ^  le  cercle  K  étant  de  seconde  classe  et  l'iiyper- 
cycle  de  la  troisième,  ces  deux  courbes  ont  en  commun 
six  tangentes  dont  la  direction  est  déterminée,  puis- 
qu'elles touclient  riiypercycle.  De  ces  six  semi-droites, 
trois  seulement  sont  tangentes  à  G,  les  autres  étant  tan- 
gentes au  cycle  opposé. 

Ainsi,  lin  cjcle  et  un  hypercycle  ont  t/'ois  tangentes 
coniniunes. 

11.  Dètvrniinniion  des  Inn^^cnlcs  dy/nn/u/ics  à  un 
c)clc  (lui  touche  une  Inngcnle  à  l  In  jn-ic)  clc. —  (-oiisi- 
dérons  un  cycle  (1  (jui  loiulic  une  langcnle  A  à  I  lupit- 
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cyclc^  il  a  en  ('oiiiinun,  avec  celtt;  courba',  deux  anUcs 
laiigenlcs  que  I On  [)t!uL  doleiiiiiiier  par  la  rèi^Ic  cL  le; 
compas. 

A  cet  effet,  A  désignant  la  tangente?  prj*ncij)ale  de  la 
(tourbe,  F  son  foyer  et  (oo/  la  bissectrice  (A,  D),  apjx'- 
lons  O  \r  ceiiire  du  cycle  donné,  et  qui  est  ainsi  l)ien 
défini;  sur  OF  couiine  diamètre,  décrivons  uji  cercle  K 
qui  coupe  co(o' aux  points  v  et  o;  joignons  OaetOjj,  et 
soient  y'  et  o'  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la 
langeute  A. 

Gela  posé,  on  véri liera  facilement  que  les  tangentes 
menées  des  points  y!  ri  [j'  an  cycle  C  sont  les  tangentes 
cliercliées, 

12.  CoJisirucfion  du  cycle  osculaleu/'  en  un  point 
donné.  — Soit  ( //.i,'.  2)  à  constrnire  le  cycle  osculateur 
au  point  a  où  la  tangente  A.  touche  la  courbe.  Si  b; 
cycle  C  est  os(;ulatenr,  les  points  v'  et  0'  doivent  se  con- 
fondre avec  le  point  <^/,  et  [)ar  consécpient  les  ])oints  v 
et  0  avec  le  point  a.  f^e  cei'cle  K  toucîie  donc  la  bissec- 
trice (<)oj'  au  point  a,  et  son  centre  est  déterminé,  puis- 
qu'il est,  en  outi'c,  sur  la  droite  éb'vée  par  le  milieu  du 
segment  Fa  perpendiculaire  à  ce  segment. 

J)e  là  la  construction  simple  suivante  : 

Yp  étant  la  perpendiculaire  alxiissc^e  du  foyer  F  sur 
la  bissectrice  (-)(./,  déterminons  le  point  (j  ,v)  inéfii(pie 
de  p  par  rapport  à  a  et  au  point  /y,  menons  une  droite 
perpendiculait e  à  u)0)  :  le  point  ()  oii  celle  droite  ren- 
contre la  normale  est  le  ceni re  du  c)  de  osculateur  de 
la  courbe  au  point  a. 

13.  Lieu  des  centres  des  oclesr/ui  louchent  Vli}- 
peicycle  et  u/ie  laiiLi^enle  dnnnéc  de  celte  courbe.  — 
\  A\    (■<)n.s('r\  .1  Ml    b'S   niéincs  noial  i<»ns  (Mic  ci-dcsMis,  sup- 
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posons  que  le  cycle  qui  a  pour  centre  le  point  O  soit 
tangent  à  l'iiypercycle^  les  deux  points  ^''  et  Z'  seront 
alors  confondus,  ainsi  que  les  points  ^',  o.  Le  cercle  décrit 
sur  OF  comme  diamètre  touche  donc  (oco' ;  son  centre  O', 
étant  également  distant  du  point  F  et  de  o)o)',  déciit  une 
parabole  ayant  F  pour  foyer  et  ox./  comme  directrice,  et, 
par  suite,  le  centre  O  décrit  une  parabole  P  ayant  F 
pour  foyer  et   (oco'  pour  tangente  au  sommet. 

La  même  proposition  peut  s'énoncer  de  la  façon  sui- 
'  vante  : 

L'hypeTCjcle  est  une  anl'icaiistujiie  de  la  parabole  P, 
les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  la  tan- 
gente A. 

Un  hypercycle  peut  être  ainsi  considéré  d'une  infinité 
de  façons  comme  une  anticaustique  de  parabole;  toutcis 
les  paraboles  qui  correspondent  à  ce  mode  de  génération 
sont  liomofocales,  et  leurs  tangentes  au  sommet  envelop- 
pent la  parabole  II. 

14.  Il  résulte  également  de  là  le  théorème  suivant, 
qui  exprime  une  propriété  de  six  semi-droites  (juel- 
conques  tangentes  à  un  même;  hypercycle  : 

Théorîime  il  —  Si  six  semi-dioiles  A,,  A^,  A.j,   A,, 

Ag  et  Ac  sont  tant  génies  à  un  iNc'nie  h)  prro  rie,  les 
cinq  bissectrices  (A,,  A.),  (A,,  A,),  (A,,  A-,),  (A,,  \;;) 
et  (A|,  A(j)  S()nl  langenlcs  à  une  lucnin  païudiolc. 

Le  foyer  de  celle  paiabole  est  le  Jo}  er  ({c  l'in  pci'- 
c)  de. 

\T^.  iiowuwc  je  Lai  dit  pins  haul,  liivpercycle  est  uiu' 
courbe  de  diicction  ;,  en  d'autres  termes,  en  clLKine  point 
de  cette  courbe,  la  tangente  est  dclenninee  non  scnle- 
menl  en  [)osition.   mais  encore  en  direclion.  II  en  e.sl  de 
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nit'iuc  (lu  cycle ^  mais  une  coiiihc  alijébricjue,  prise  au 
hasard,  n'est  pas  une  courbe  de  dlreclion. 

lùant  donnée  une  courbe  ali^él)rique  K  de  classe  7^, 
si,  eu  la  supposant  décrite  dans  un  certain  sens,  on  peut 
la  liansfornuîr  en  une  courbe  de  direction  Ko,  il  iaut 
(pie,  étant  donné  un  cycle  quelconque  C,des  2/1  tangentes 
communes  à  K  et  à  C,  7i  soient  seubîment  des  tangent<;s 
effectives  à  Kq,  les  71  autres  étant  des  tangentes  appa- 
rentes. 

De  là  résulte  c[ue  l'équation  qui  détermine  les  tan- 
gentes communes  à  K  et  à  C  doit,  par  l'extraction  d'une 
simple  racine  carrée,  se  ramener  h  la  résolution  des 
deux  équations  du  degré  «^  et,  comme  (en  coordonnées 
rectangulaires)  l'équation  tangentielle  d'un  cercle  quel- 

conrjue  est 

/r^-H('2=:(a/^-f-  î:ie  +  Y)S 

il  en  résulte  que  l'équation  tangentielle  la  plus  générale 
d'une  courbe  de  direction  est  de  la  forme 

F  et  O  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de   a  et 

o 

de  ^. 

JG.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  algébrique  K 
du  degré  ii  n'est  pas  de  la  forme  que  je  viens  d'indi- 
quer (telle  est,  par  exemple,  une  conique  quelconque  dif- 
iérente  du  cercle),  pour  la  transformer  en  une  courbe 
de  direction,  il  faut  la  considérer  comme  double,  et 
comme  le  résultat  de  la  superposition  de  deux  courbes 
opposées  (|ui  sont  l'envelopix;  d  un  cycle  de  rayon  infi- 
nimeiiL  petit  dont  le  centre  décrit  la  cour])e  K. 

Une  h'ib'  courjje  doit  ('Lre  considérée  comme  double^ 
(Il  (  liacim  de  ses  [)oinls  on  j)eut  mener  deux   langentes 
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(jui  sont  (l(;s  scMiiî-dioilcs  opposées,  et;,  au  point  do  viu; 
où  nous  sommes  placés,  elle  est  de  la  classe  in. 

17.  Etant  données  une  courbe  algébrique  quelcon- 
que K  et  une  semi-droite  A,  considérons  les  cycles  qui, 
ayant  leur  centre  sur  K,  sont  tangents  à  A-,  ils  envelop- 
j)ent  évidemment  une  courbe  d(;  direction  G,  qui  est 
une  anticaustique  de  K,  les  rayons  incidents  étant  per- 
|)endiculaires  à  A. 

Ainsi  toute  anticaustique  d'une  courbe  algébrique  est 
une  courbe  de  direction;  réciproquement,  étant  donnée 
une  courbe  de  direction  quelconque  G,  elle  est  une  an- 
ticaustique d'une  infinité  de  courbes  algébriques  que 
l'on  déterminera  de  la  façon  suivante. 

lùant  prises  arbitrairement  une  semi-droite  A  et  une 
tangente  quelconcjue  T  à  la  courbe  G,  que  l'on  con- 
struise la  bissectrice  (T,  A)^  lorsque  T  se  déplace  tan- 
genliellement  à  G,  la  droite  (T,  A)  enveloppe  une  courbe 
algébrique  K,  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  qui 
touclient  à  la  fois  A  et  la  courbe  G. 

Si  la  courbe  G  est  une  courbe  double,  en  chaque 
point  ]M  de  cette  courbe,  on  peut  mener  deux  tangentes 
opposées,  et  si  N  désigne  le  point  où  elles  rencontrent  A, 
parJN  passent  deux  bissectrices  rectangulaires  entreelles, 
dont  renvelo])pe  (;st  la  courbe  K. 

Dans  ce  cas,  l'enveloppe  des  cycles  tangents  à  A  et 
ayant  leur  centre  sur  K  est  la  courhc.  doubla  G,  chaque 
point  M  de  G  étant  le  point  de  contact  de  deux  cycles 
tangcmts  à  A  et  ayant  leur  centr(;  sur  K;  ou,  si  l'on 
veut  encore,  cha(jue  point  de  G  étant  situé  sur  deux 
rayons  réllécliis  sur  K. 

18.  Gn  peut  encoi-e  énoncer  les  résultais  (pii  prt'cè- 
dent   sous    la  forme  sui>an«e    :  G  (K'sii'iianl  une    eoiube 
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ali;(''l)ri(|no,  Iraroiis  dans  le  j)laii  mic  droite  arl)ilraiiH'  I), 
menons  une  laniijenLe  T  à  (i  et,  eonslriiisoiis  les  deux 
hlssecliiees  recLangulaircs  des  droites  T  et  D;  eela 
posé,  loi'([iie  T  se  déplaee  tangentiellemeiit  à  la  courbe, 
ees  bissec^ricx'S  enveloppent  une  autre  courbe.  Si  cette 
dernière  courbe  se  décompose  en  deux  autres,  on  peut 
transformer  la  courbe  (i  en  une  (*our])e  de  direction 
eu  donnant  en  cliacnn  de  ses  points  une  direction  à 
la  tangente.  On  reliouverait  ainsi  la  condition  analy- 
tique que  j'ai  donnée  jdus  liant,  à  savoir  que  ré(|uation 
en  coordonnées  tangentielles  d'une  courbe  de  direction 
est  de  la  forme  F-  (  // ,  i^  )  =  (  i£-  -f-  <^-  )  ^-  (  u,  t^ ) . 

Les  courbes  parallèles  aune  courbe  de  direction  et  l'en- 
veloppe* de  ses  normales  sont  également  des  courbes  de 
direction;  il  en  est  de  même  des  caustiques  par  réflexion 
des  courbes  algébriques,  les  rayons  incidents  étant  pa- 
rallèles. 

19.  Considérons  une  courbe  de  direction  G  qui  est 
l'enveloppe  des  cjckîs  dont  les  centres  décrivent  la 
courbe  K,  tandis  (pi'ils  demeurent  tangents  à  une  semi- 
droite  A. 

Eiï'ectuons  une  translormation  par  semi -droites  réci- 
proques^ soient  Go  la  transformée  de  G,  et  Ao  la  semi- 
droite  transformée  de  A.  Ctq  peut  être  considéré  comme 
l'enveloppe  de  cycles  tangents  à  Ao,  et  dont  les  centres 
parcourent  une  (tourbe  Ko- 

Il  est  aisé  d'établii*  (pie  K,,  est  une  transformée  liomo- 
giapliicpuî  de  K,  la  transformation  étant  de  telle  nature* 
<jue  la  di'oite  de  l'iniini  se  eori'espond  à  ell(*-mème. 

Picnons  en  elfet  pour  axe  des  .r  l'axe  de  la  transfor- 
mation, et  poui-  axe  des  j  une  dioit(!  perpendiculaire. 
Soient  .r,  j  les  e()ordonn<''es  du  centre  d'un  cycle  tangent 
à  A  cl  à  G.   cl  /■  son  lavon:  soient  X,  Y  les  coordonnées 
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du  cercl(;  trausforinc  cl  11  son  layon.  On  aura  h.'s  ioi- 
inu](\s  snivaiîtes  (  '  )  : 

Y=:^^,      \  —  )•  ^  a(K  — /•),      "ï  -I-  v=  -  eu  4- /•); 

■  a 

en  éliminant  R   entre   l(;s  (1(hix   dcu-nières   relations,   il 

vient 

_  (a2—  i)_)'  —  2  a/' 

~  a^+l 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  eerele  dt;  rayon  /' 
demeure  tangent  à  une  semi-droite  fixe  du  plan,  on  voit 
([ue,  r//  ^rajidciir  cA  en  si^ne,  r  {\st  exprimé  par  une 
l'onetion  linéaire  de  x  etdej. 

On  a  done  une  relation  de  la  forme 

Y=:A.r  +  Bj>'-f-G, 

où  A,  B,  C  désignent  des  eonstantes,  et  cette  formule, 
jointe  à  la  l'orjnuh^  X  =  .r,  démontre  la  proposition 
énoncée. 

Une  trajisforination  homograpliique,  qui  conserve  la 
droite  de  l'intini,  transformant  une  conique  en  conique 
et  une  parabole  en  parabole,  il  en  résulte  qu'une  anti- 
caustique de  conique;  se  transforme,  par  une  transfor- 
mation par  directions  réciproques,  en  une;  anticaustique 
de  conique,  et  qu'un  liypercycle  (qui  est  une  anticaus- 
tique de  parabole')  a  pour  transfoiinée  un  autre  liypiM- 
cycle  (^). 

(')  \()ir  le  Traite  de  Gc'oinviru',  de  MM.  Uouclir  cl  de  Coinlx'- 
roussc,  5"  ('(lilioii,  p.  :>-o,  cl  .\()i(vel/es  Anna/es  de  M<ithema(i<iues. 
W"  srrio,  t.  I ,  |).    ))•). 

(^)  Sur  ce  poiiiL  cl  sui"  d'anlrcs  |ii't)pri(''l(''s  (I(>  l'iivpcrcvrlc.  voir 
ma  Nolo  Sur  les  hvperryeles.  inscrt'c  tians  h^s  Cotuptes  rendus  des 
seanees  de  /  '  Icrtdeniie  des  Seie/n'es,  st-aiicc-^  i\e<  m>  et  ■>-  mars.  î,  lo 
ri   j'i  avril    iSSv. 
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20.  TJ n  hypcrcjclc  est  (létcrnnnc  quand  nu  sn  donne 
cuKj  de  SCS  tangentes.  —  (^iiiq  UmgcniLcs  A,  l>,  C,  I),  K 
étant  eu  effet  données,  que  l'on  eonstruise,  par  exemple, 
l(\s  quatre  l)issectrices  (  zV,  B),  (A,  C),  (A,  D),  (A,  E), 
et  la  parabole  P  tangente  à  ees  quatre  droites;  il  est 
clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  riiypercycle  est  l'en- 
veloppe des  cycles  qui  touchent  A,  et  dont  le  centre  dé- 
crit V\  son  foyer  est  du  reste  le  foyer  de  P. 

La  proposition  précédente  signilîe  qu'il  y  existe  un 
seul  liypercycle  touchant  cinq  senii-dioites  données  y 
mais  il  y  (existe  seize  hypercycles  touchant  cinq  droites 
données.  Ayant  en  effet  attribué  un  sens  arbitraire;  à 
l'une  des  droites  pour  la  trai)sformée  en  semi-droites, 
on  peut  attribuer  à  châtaine  des  quatre  autres  un  sens 
aibitiaiie,  ce  c[ui  donne  lieu  à  seize  combinaisons  diffé- 
rentes. 

21.  Indépendamment  de  la  dioite  de  l'infini,  deux 
liypercjcles  quelconques  W  et  W  ont  quatre  tani^entes 
communes. —  Soient,  en  effet,  Ho  hi  courbe  H' considérée 
indépendamment  de  son  sens;  Ho  et  II,  étant  toutes  les 
deux  de  troisième  classe,  ont  lu'uf  tangentes  communes. 
Abstraction  faite  de  la  droite  de  l'iniini,  il  en  reste  huit 
autres  qui  sont  tangentes  soit  à  H,  soit  à  la  combe  ll| 
opposée  à  iï.  J)eux  hypercycles  ne  peuvent  d'ailleurs, 
d  après  le  théorème  piécédeut,  avoir  plus  de  quatre  tan- 
gentes communes;  des  huit  tangentes  considérées, 
(piatre  sont  donc  tangentes  à  H  et  quatre  tangentes  à  H|, 
ce  (pii  démontre  la  proposition  énoncée. 

22.  Faisceaux  dltypercj des.  —  Je  dirai  que  l'en- 
seinbh.'  des  hypercychîs  (jui  touchent  (piatre  semi-droites 
données  constitue  \\\\  faiscean. 

Il   (\st   clair,  d 'a])i('s    ce   (|ni   |)r(''cè(le,    cpuN    parmi    les 
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hypercycles  d'un  faisceau,  il  n'y  en  a  qu'un  qui  touclie 
une  semi-droite  donnée;  on  prouvera  facilement  qu'il  y 
en  a  quatre  qui  passent  par  un  point  donné. 

Le  lieu  des  foyers  des  liypercycles  du  faisceau  déter- 
miné par  quatre  semi-droites  données  A,  B,  C,  D  est  le 
cercle  qui  contient  (lemme  I)  les  centres  des  cycles  in- 
scrits dans  les  triangles  que  Ton  détermine  en  considé- 
rant trois  à  trois  les  semi-droites  données. 

Considérons  en  effet  les  bissectrices  (A,  B),  (A,  C) 
et  (A,  D)  ^  on  voit  que  les  foyers  des  hypercycles  du 
faisceau  sont  les  foyers  des  paraboles  tangentes  à  ces  trois 
droites;  or,  d'après  un  tliéorème  connu,  le  lieu  de  ces 
foyers  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces 
droites,  d'où  la  proposition  énoncée. 

23.  Hypercycles  exceptionnels.  — Un  jioinld  à  l'infini 
étant  défini  par  un  système  (]))  de  semi-droites  paral- 
lèles entre  elles,  on  peut  considérer  l'ensemble  du])oint<^/ 
et  d'un  cycle  quelconque  C  comme  constituant  un  liy- 
percycle.  Les  tangentes  que  l'on  peut,  d'un  point  quel- 
conque M  du  plan,  mener  à  cet  bypercycle  exceptionnel 
se  composent  des  tangentes  menées  du  point  M  au  cycle 
et  de  la  semi-droite  menée  par  M  parallèlement  au  sys- 
tème (D). 

Etant  donné  un  tel  liypercycle  exceptionnel  (f/,  C),  si 
l'on  mène  à  C  une  tangente  antipaiallèle  au  sys- 
tème (]))  (  '  ),  cette  tangente  est  la  tangente  principale  du 
cycle  exceptionnel,  et  la  droite  correspondante  en  est  la 
tangente  double. 

C'est  ce  que  l'on   verra   lacilcment   sur  la  //:,'.  :^,  en 


(')  Je  rappellerai  que  deux  scmi-droilcs  sont  diles  a/ifip(i/(i//('/rs 
lorsque,  les  droites  qu'elles  déterniinenl  ('taiil  parallrics.  ellrs  sont 
dirigées  en  sens   inverse. 
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supposant  (pic  le  loyer  I'  se  rapproclie  inclédiiiineiit  de 
la  bissectrice  (<)(./  et  vient  se  placer  sur  cette  droite,  au- 
cpiel  cas  riiypercycle  se  réduit  à  un  cycle  et  à  un  point 
à  l'inlini. 

î2i.  Un  faisceau  déterminé  par  quati'e  semi-droites  A, 
H,  C,  1)  renferme  cpiatre  cycles  exceptionnels,  à  savoir  : 

Celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit  dans  A, 
B,  C  et  le  point  à  l'inilni  sur  D,  celui  qui  est  déterminé 
par  le  cycle  inscrit  dans  B,  C,  D  et  le  point  situé  à  l'in- 
lini  sur  A,  celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit 
dans  C,  D,  A  et  le  point  situé  à  l'infini  sur  B,  et  enfin 
celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit  dans  D,  A,  B 
et  le  point  à  l'infini  sur  C. 

La  considération  de  ces  cycles  exceptionnels  est  d'une 
grande  importance  dans  la  théorie  des  faisceaux  d'hy- 
percycles,  théorie  sur  laquelle  j'aurai  occasion  de  re- 
venir. 


I\OTE  Sm  LES  ÉOIIATIOIVS  LINÉAIRES  AUX  DEIUYÉES  PAU- 
TIELLES,  A  DEIX  VARIABLES  I^DÉPEPANTES .  DU 
Umîm  ET  «Il  TROISIÈME  ORDRE  ; 

Pau  m.   a.  PIC  ART. 


1 .  Laplace  a  donné  une  méthode,  qu'on  pourrait  ap- 
peler mélhodc  paj'  cascades,  pour  intégrer  les  équations 
linéaires  du  deuxième  ordre  ramenées  préalablement  à 
la  forme 

r.egcndic  a  rnonii(''  ensuite  (pi On  pourrait  appliquer 
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ilireCteineiil  la  jiiéthodL'  à  l'équation  complète 

H/-  -h  S.y  -f-  T^  +  Pp  +  y  7  =  V. 

Mais  SCS  formules  de  transformation  n'ont  été  obte- 
nues qu'après  coup  comme  extension  de  celles  de  La- 
place,  tandis  qu'on  peut  les  déduire  immédiatement  de 
l'équation  même  par  le  procédé  suivant. 

Nous  avions  cru  notre  métliode  complètement  nou- 
velle, maisj  en  parcourant  le  Chapitre  du  grand  Traité 
de  Lacroix,  relatif  aux  équations  dilTérentielles  partielles, 
nous  avons  vu  que  Legendre,  voulant  généraliser  le  pro- 
cédé de  Laplace,  avait  déjà  été  conduit  à  la  même  trans- 
formation. Seulement  nous  croyons  pouvoir  ajouter, 
d'après  les  indications  de  Lacroix^  que  sa  méthode, 
basée  sur  une  identification,  et  par  conséquent  indirecte, 
difïère  complètement  de  la  notre,  qui  tire  sa  transforma- 
tion en  quelque  sorte  du  fond  môme  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

2.  Soit  l'équation  linéaire  du  deuxième  ordre  à  d(;ux 
variables  indépendantes 

(  I  )  R/-  +  S.v  -+-  Tt  -h  Pp  -f-  Qq  -h7^z~  V. 

On  peut  la  mettr(î  sous  la  lorme 


('^-) 


MW    4_a-/-H-    b  — a)-/--f-  1 -J. -h  A — 
\     ckv  dx  (ly  (Iv  (l.v 


a,  A,  tjL  étant  trois  indéterminées. 
Poson  s 

H  a       X        I 


((i) 


(7) 


(  ;^<i  ) 
Ces  équations  détenniiioroiit  a  cl  tji-  A  svi\\  restera  in- 
déterminé; a  sera  donné  par  l'équalion    du    deuxième 
deiiri' 


{\) 


a2_Sa-+-RT=:o, 


T 


et  a  sera  écral  à  k\;  quant  à  k^  sa  valeur  est  —  ou  — 77 — 

'  ^  a  1a 

Introduisons  une   fonction  auxiliaire  X   définie    par 
l'équation 

(5)  R/) -+- a<7 -h  Xx;  =  X, 

d'où  résulte,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

(S  —  ol)p  H-  Tq  H-  IX.Z  —.  kX. 
Ces  deux  dernières  équations  donnent 


^^  dp          dq        ^  dr        dX       dR           doL 
dx          dx          dx       dx       dx^       dx  ' 

dl  ^ 
dx 

^            '  dy          dy          dy          dy        dy 

r/(S-a) 
dy 

r/T 

dix 

dy  'l  - 

dy"- 

Par  suite,  l'équation  (2)  devient 

^X      ^X      dk^      d{S-oi) 
dx          dy       dy^^            dy 

/?  +  Q  -  IX 

dX 
''      d^ 

A^ 

dR 

dn. 

d\t. 

dx 

dx 

dy 

+  P-X 

dT 

+  z 

z  —  y. 


1  -  ,  .  ,  r     d[x 

Remplaçons  dans   cette   équation   u.   par  A  À,  -j-  par 

d\        .  dk  ,  X—  arj  —  Iz       .    ,       , 

k 1- A-r->  et  p  par  sa  valeur  7^ >    tirée   de 

dy  dy  ^  H 


(8) 


(  >^7  ) 

l'équation  (5),  nous  obtiendrons 

dR 

dX       ,dX          dk      7lx 

-j-  -+-  k-j-  H- 

dx          dy       L  dy 

^/(S  — a) 

-4- 

R 

P  +  À 

X 

-{- 

a/f/R      r/(S  — a) 
K \dx           dy 

--. — hO  — Aa 
dy      ^ 

7 

4- 

l /dR      t/(S  — a) 
R \dx           dy 

^-'■Vt- 

f/X       ^  dk 
dy      '  ^r 

Z 

Égalons  à  o  le  coefficient  de  //,  nous  aurons 


(9)      >'  = 


<:/x'       dy 


a 
R 

^^R 

dx  " 

r/(S  — a) 
dy 

-P 

a 
ïï 

—  A 

et  l'équation  (8)  se  réduira  à  la  forme 


(lo) 


^- +  A--7- -+- MX  4-N-s  —  V, 
dx  dv 


en  posant 


dR       d{S  —  oL) 


(II) 


M  — 


dk       dx 


dy 


-  P  +  X 


dy 


R 


'■""=è[S-'^^ 


-  P  +  X 


r/X        <^/x 
7h~''7h- 


.  dk       „ 

A—  --  /, 

dv 


On  peut  simplifier  les  valeurs  de  A,  M,  N.  Faisons 
R  =  i;  ce  qui  suppose  que  le  terme  en  /•  ne  mant[ue  pas 
dans  l'équation  diilérentielle  (  i  )  et  qu'on  a  divisé  tons 
les  termes  par  le  coellicient  de  /•;  alors  A  est  éi;al  à  S  —  a 
<.'t  T  à  a(S — a).  \\\\  portant  ces  >alcurs  de  T,  A  cl  \\ 


(  3«  ) 

dans  les   lormiilcs  (()),   (  i  i  ),   {i2l,   on  ol)li(;Mt 


(i3) 

(-1  i  ) 
(i5) 

^        dx                    ' dy 

la  —  b 

N==Z       X(P       X)-^'^}  -^k'^}  ' 

dœ         dy 

L'équation  clilï'ércntielle  du  deuxième  ordre  se  trouve 
donc  ainsi  ramenée  aux  deux  équations  simultanées  du 
premier  ordre  (5)  et  (lo).  On  tirera  de  (lo)  la  valeur 
de  z  et  de  ses  dérivées  /;,  r/,  on  les  portera  dans  (5)  et 
on  aura  une  équation  du  deuxième  ordre  en  X  de  même 
forme  que  la  proposée. 

Si  dans  (  lo)  le  coefficient  de  z  est  nul,  c'est-à-dire  si 
N  =  o,  on  aura  à  intégrer  une  équation  du  premier  ordre 
en  X  ;  et,  en  portant  dans  (5)  la  valeur  trouvée  de  X, 
on  aura  une  équation  du  premier  ordre  en  z. 

Lorsque  N  n'est  pas  nul,  on  peut  appliquer  à  l'équa- 
tion du  second  ordre  en  X  une  transformation  analogue; 
et  de  même  que  l'équation  du  second  ordre  en  z  a  été 
remplacée  par  les  deux  équations  simultanées  du  premier 
ordre 

(U  dz 

d\.  ,       Cl?i-  ^r~ir  T.  r  I- 

(lo)  -7 h  A-__-hMX  +  i\^-r=  V, 

dûf  dy 

dans  lesquelles  a  vA  k  sont  les  racines  de  l'équation 

(4)  a2-|-SaH-T  =  o, 

et  A,  M,  .\  oui  les  valeurs  (  i3),  (i4)i  (  i5),  on  icMupla- 
<era  ré(juall(»ji   du  dcuxiènic  ordre  vn   \    [)ar  les  deux 


I 


(  ^9  ) 

o(juations 

(i6) 

dx           dy 

(ï7) 

_l_  A-         4_  M'X'  -h  K 

H  nr^                    ri  ^r 

dans  lesquelles  )/,  M',  IN'  ont  de  certaines  valeurs  dé- 
pendant de  celles  de  a,  A,  A,  M,  N.  Lorsque  N'  sera  nul, 
on  obtiendra  X'  en  intégrant  l'équation  du  premier 
ordre 

^_+-A-^_HM'X'r=Y'; 
dx  dy 

l'intégration  cle  l'équation  (i6)  donnera  X,  et,  par 
suite,  on  aura  z  en  substituant  cette  valeur  de  X  dans 
l'équation  (lo).  Si  N  n'est  pas  nul,  on  (orniera  deux 
nouvelles  équations  simultanées 

(,8)         .    f^'  +  ot^  +  X'^'^X". 
dx  dy 

d\"  d\" 

(  jq)  ^  -h  k-^  H-  M"X"-4-  N"X'-  =  V", 

dx  dy 

dans  lesquelles  )/',  W ^  '^"  ont  de  certaines  valeurs  dé- 
duites, suivant  une  loi  constante,  de  a,  A^  et  des  quantités 
précédentes  )/,  M',  N^  Lorsqu'on  continuant  ainsi  on 
tombera  sur  un  système  d'équations  simultanées  dans 
lequel  le  coeflicient  N^'^  sera  nul,  on  n'aura  (ju'à  inté- 
grer deux  équations  du  premier  ordre  pour  obtenir,  par 
une  série  de  substitutions,  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée, avec  deux  fonctions  arbitraires. 

3.  La  méthode  de  IransfoiMuation  que  nous  ^('l)()ns 
de  développer  se  trouve  v\\  clélaul  (piand  rcipiahou  (4)^ 
(lui  donne  la  \aleur  de  a,  a  ses  racines  cii. des,  c  csl-a-dii'e 


(  l"  ) 

(|uan(l  S- =  4'^^'?  <■"■  <>''  "^'  l><-'i'L  plus  disposrr  de  A 
dans  réfjiialioii  (8)  pour  laii-c  disparaître  le  lei'UKî  eu  y, 
puiscpu^  le  c(>(dlieient  de  1,  :>  a  —  S,  est  nul  dans  le  mul- 
tiplicateur de  (j. 

4.   Ou  peut  a])pli(|iier  la   luèiue  niétliode  à  l'équalioii 
linéaire  du  troisièuie  ordre 

(  20 )        U  //  4-  II'  ui  +  V  r  -H  W KV  4-  Il  /■ 

-h  Sa-  -I-  T  z  -h  Vp  -f-  Qy  -H  Z ^  =  H  , 

dans  laquelle  u,  iii^  i',  w  désignent  respectivement  -7—^' 

-T—TT-^  —, — r-T'  -r-7-  Pour  cela,  on  mettra  cette  équation 
dx-dy     djidy-    dy^  *■ 

sous  la  forme  suivante 


(  2 1  )  {  <://>>  dp  dq  dq  dr  dr 

dx         dy  dx        '  c/y         dx  dy 


+  (R-aVh-(S-;4s-4-(T— Y)^4-(P-e)/9+(Q  — toy/-HZ5=:ll 

a,   Jj,  A,   u.,   £,  *%   0,  (0  étaut  des  indéteruiinées;    et  on 
posera 

(  22  )       U  /•  4-  a^-  +  ?  ^  +  Xy;  -^  (  [x  —  £)<7  +  0  c  =  X, 

avec  les  équations  de  condition 

d'où  r(''sult(' 

(2/0  ( 1 1;    -  7. j /•  +-  (  V—  ?).v 4- \V7 -t-  £/?  -h •,"/  4- '0.-  r-  A X. 


(  4-  ) 


(M 


1 

3    ^ 

1 

1 

m 

T 

dL 

H 

1 
1 

(y 

' 

"^ 

+ 

^ 

+ 


«1^ 


^ 


I 
+ 


S      1 


^t^ 


'y.  I  ;>, 

•I 

yAhi 


+ 


1 

u 

1 

— 1 

^    ri. 

-o...' 

N-— ' 

-« 

"^ 

T 

dx 

1 

— 

+ 

'^ 

^ 

fV 

(< 

-^  -^ 

ta 

w 

1   -:? 

1 

D 

ri. 

ri. 

rL 

1 

^-^ 

+ 

1 

+ 

^ 


3    ^li-i 


+ 


.^     ^J 


ci 


a; 

*aj 


o 


0x1  ^  ^I^ 


^ 


^P 


I 

1^ 


+ 


8lUi       ! 


.^ 


+ 


(  ■\-'-  ) 

Si  l'on  remplace  dans  v.qXU\  équation  s  par  A)>,  v  par 
h[]x  —  A).)  ot  (0  par  A  9,  il  y  restera  trois  indéterminées 
A,  [JL  et  0^  et  l'on  pourra  en  disposer  généralement  de 
manière  à  faire  disparaître  les  termes  en  ,s,  A,  p.  On  aura 
ainsi  une  équation  de  la  forme 

Cl  J\..  ,       ((\  .      -,   r 

ciJb  Cl  y 

Si  B  =  o,  on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  z  et 
de  ses  dérivées  du  premier  et  du  deuxième  ordre,  et,  en 
portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (22),  on  aura  une 
('•quation  linéaire  du  troisième  ordre  en  X.  Connaissant 
la  fonction  X,  on  aura  z  au  moyen  de  l'équation  (sy). 

Si  B  et  C  sont  nuls,  on  aura  à  intégrer  une  équation 
de  premier  ordre  en  X,  et,  connaissant  X,  on  détermi- 
nera z  par  l'équation  du  deuxième  ordre  (  22  ). 

o.  Il  existe  une  classe  générale  d'équations  linéaires 
du  troisième  ordre  pour  lesquelles  l'équation  (2^)  man- 
que du  terme  en  </;  ce  sont  celles  qui  ne  renferment  pas, 
soit  V,  W,  T,  soit  U,  LU,  R,  c'est-à-dire  les  termes  où 
la  fonction  z  est  dilFérentiée  plus  d'une  fois,  soit  par 
rapport  à  y,  soit  par  rapport  à  x.  En  elfet,  lorsque 
V  =:  W  =  T  =  o  ,  par  exemple  ,  les  équations  (  23) 
donnent  a  =:  LU,  Jii  =  o,  Ar  =  o,  s  =:=:  o,  v  =  o,  co  =  u  ^ 
par  suite,  dans  l'équation  (sCJ),  le  coefficient  de  t  est 
nul,  et,  en  égalant  à  o  les  coellicients  de  ,s,  /?,  <y,  on 
aura  trois  équations  pour  déterminer  A,  [j.,  0,  savoir 


(29) 


(  43  ) 
Le  syslèrne  d'équations  à  intégrer  sera  alors 


d\] 

X  - 

\- 

R 

clX 

dx 

r/0        0  /r/U 

X-h 

/ — 

] 

dx 

U 

r/j:-        U\<^^ 

H 


^  =  n , 


et  l'on  voit  que,  en  tirant  de  Ja  seconde  de  ces  équations 
la  valeur  de  z  pour  la  porter  dans  la  première,  on  aura 
une  équation  du  troisième  ordre  en  X  de  même  forme 
que  la  proposée,  et  à  laquelle  on  pourra  appliquer  la 
même  transformation.  Nous  ne  développerons  pas  davan- 
tage cette  méthode,  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
que  nous  avons  suivie  pour  l'intégration  de  l'équation 
linéaire  du  second  ordre. 


DËA10NSTRATI0N  ÉLËAIË^TAIRË  DE  \A  FORMULE  DE  STIRLI^(;; 

Pau  m.  Ernest  CESARO. 


I.   Considérons  l'expression 


on  la  transfoiine  aisément  en 


n 


«>»  = 


!.'.>,..)...  // 


9« 


d'où 

(0 

II.   Calculons  'j,,.  Nous  avons 

/,„- 1,1  ,'iii  ,  ifl^ 


•1  n  —  I         n 
•}.  n  —  I 


Or 


n 


'1        1 


I,  w  ) 


>.  I 


//  —  I         \   xn  —  I        3  (2/i  —  i)^       5  (2/t  —  i)' 
et,  par  suile. 


2/i  —  I  ,     n 

/ =:  I  -f-  ff„_,, 

'i  n  —  I 


si  l'on  pose 


_^  I  I 


I  I 


]) 


3    (2/i  —  l)'-  5    (2/i  —  l)* 


OIU* 


(•i)    lo,tr=.  /i  —  1  +(«1+  //o-h.  .  .+  «/i-l)  =  /i  —  1  4-  S„-  1. 

III.  Afin  de  calculer  S„_i,  étudions  la  série 


ii,  -H  /i2-H  ''; 


On  a 


/0.^i< 


I 

1 

1 

1 

1 

3 

I 

- 

(2/i  —  I)- 

I                   I  ^ 

('^ 

11 

-,)'  '  ••■ 

12 

n —  I         n 

On  obtient,  par  addition, 


12  \  n 


,     1 


Donc  S//_)  tend  vers  une  limite  8,  iuférieure  à  — ■-  Les 
termes  étant  positifs,  on  a 

(3)  S,_,<S. 

On  obtient  de  même 

S  —  S„._  1  m  u,^  -f-  //,,.^,  -f- .  .  .  < 


I  •?.  n 


(l  ou 


(■•) 


S„-,>S 


I  2  // 


(  4.-;  )■ 

Des  illégalités  (3)  et  (4)  il  résulte  que  l'ou  peut  poser 

S       -S  ^ 

9  étant  compris  entre  o  et  i . 
IV.   L'égalité  (  2  )  devient 

/cp„r=  n  —  I  H-  b  — 


On  en  conclut 

e 

I  —  n-\ 

Substituant  dans  (i),  on  obtient 

(5)  i.2.3.../i=:C/ï"'^^e   ""^^-"S 

C  étant  la  constante  e}~^  à  déterminer. 

V.   Soit 

•    ,    ^        •?.  'y.  t\  l\  Ç)  ^  %  ^n 


1335577  'xn  —  I 

Une  transformation  facile  donne 

/?     L  1 . 2 . 3 .  . .  2  /i  J 
Or,  d'après  la  formule  (5), 

(1.2.3.  .  ./?)-=C-/?-"^'é' 


0 

—  2«H 

(i// 


Donc 


1                      6' 
2 //H —      —  ?!nH 

1.2.3.  ..  2//  rn:  0(2/0  ^'  "« 


p.,     49-6- 

/(«)  =  je""  . 


0'  étant,  comme  0,  une  fraction  proprement  dite. 


Si  n  augmente  indélinimeiit 


■(  .l'i  ) 

Mais,  (l'a])rès  la  (oiinulc  de  Wallis, 


fi^)^l 


l^ar  conséquent  C  =  y/27:. 

VI.   Donc,  enfin, 
(  G  )  1  . 5! .  3  .  .  .  /i  =  y/2  Tc  n .  n"  e 


0 

n-\-  - — 
12  n 


SLU  L'EXISTKNCK  !)i:  rJlRTAlKS  l'OLYEUKES^ 

Par  m.  Ernest  GESARO. 


Théorème.  —  //  fiy  a  que  cinq  espèces  de  polyèdfes 
dont  tous  les  anales  solides  ont  m  arêtes,  et  toutes  les 
faces  n  côtés. 

D'après  l'iiypothèsej  le  nombre  des  arêtes  serait  //iS 
ou  7^F^  mais  chaque  arête  est  comptée  deux  fois*  Le 
nombre  des  arêtes  est  donc 


d'où 


2  2 


Sz:=-A,       F=3-A. 

ni  n 


En  remplaçant  dans  l'équation  d'I^ulei- 

S-h  F=:  A.  H-  2. 

on  obtient 

2  ni  n 


A  — 


2  ( /N  "'r  /i)  ■ —  /n n 
On  doit  avoir 

'i  {//i  -h  /i)  —  ni  /i  >>  o , 


(  47  ) 

d'où 

in 

m  ■< 

n  —  1 

2  II 

D'autre  part,  ni^  2,  ce  qui  exige  que  l'on  ait ^  3. 

d'où  /z<^6.  En  faisant  successivement  n  =  3,  4^  5,  ou 
trouve  7/i  <^  6,  4 7  3|.  Nous  obtenons  ainsi  cinq  solutions 

îïi  =  3 ,  /i  =  3 

(  /?i  rzz  3,  n  z=.  4  ) 

[  T^î  ==  4 ,  /i  =  3  j 

(   771  rrz  3,  /i  =:  5    j 

j   /?2  =z  5 ,  71  =:  3    ^ 

qui  correspondent  aux  polyèdres  snivants  : 

I.   Tétraèdre  à  faces  triangulaires  et 

angles  trièdres F  =  4:.       S  =  4,  A  =z  G 

II.   Hexaèdre  à  faces  quadrangulaires 

et  angles  trièdres F  =  6,        S=  8 

IV.  Dodécaèdre  à  faces  pentagonales  et  \ 

angles  trièdres F  =:  1 2,     S  :=  20    f 

V.   Icosaeare   a  laces  triangulaires  et 

angles  pentaèdres F  =  20.     8=12 


KËAIARQIE  m\  LINTËUSECTION  M  DËl\  QIADRIQIË^ 

KECiLÉËS; 

Pau   m.  Ernest  LEBON. 


Lorsque  deux  (/ua(iri{/ucs  réglées  ont  un  plan  prin- 
cipdl  commun  l\  une  i^énératrice  conununc  et  leurs  sec 


(  4«  ) 

fions  j)(ir  un  inifrc  j}liui  i>rincijuil  (J  fioniolh(ki(iit(\s^ 
leur  inlarsecUo/i  est,  j'ornK'c  da  deux  i^ènéraliiccs  rt 
(lune  con'ujue  parnUclr  (ui  j)l(Ui  (). 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  quadriques  ont  une 
seconde  génératrice  conitnune,  car  l'intersection  de 
deux  surfaces  ayant  un  plan  principal  commun  est  symé- 
trique par  rapport  à  ce  plan.  De  plus  les  deux  surfaces 
ayant  deux  génératrices  communes,  leur  intersection  est 
complétée  [)ar  une  conique  C 

Soit  M  \\\\  point  de  la  conique  C.  Un  plan  Q',  parallèle 
à  Q,  mené  par  le  point  M  coupe  les  deux  quadriques 
suivant  deux  coniques  ayant  (;iii(j  points  communs  :  le 
point  M,  les  deux  points  où  le  plan  Q'  coupe  les  géné- 
ratrices communes  et  deux  points  à  l'inlini.  Donc  ces 
deux  coniques  coïncident  et  le  plan  Q'  déteruiine  la 
conique  C. 

Exemple.  —  Trouver  les  projections  de  l'intersection 
d'un  liyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un 
cylindre  ayant  deux  génératrices  communes  avec  l'Iiy- 
perboloïde  et  dont  la  trace  horizontale  est  une  circon- 
férence. 


QDESTION. 


1430.  Résoudre  le  système  des  deux  équations 


sni^cT  \  \  —  sui'"  y  r=  rt, 


sin"  y  v/ï  —  sin"'.r  =i  />, 

et  donner  l'interprétation  géométrique  des  premiers 
membres  des  équations  cpie  l'on  obtient,  en  éliminant 
toui-  à  tour  sin)    el  sin.T'.  (I\scaky.) 
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THEORIE  NOUVELLE  DU  CALCIL  DES  VADL\TIO\S; 

Par  m.  a.  PIGART. 


1.  Le  calcul  des  variations,  envisagé  dans  toute  son 
étendue,  a  pour  oJ)jet  la  solution  du  problème  général 
suivant  : 

Èlant  donnée  L'intégrale 


du     du 
rAr,    ax.2 


y^.fff...f. 


du     d-  u 


<% 


dv     dv 


df'u 
d'v 


'  dx';' 


d.v,  dx.^.  .  .dx 


ClX  \     (XX  0 


1 


dPv 


H', 


dw 
dx. 


dans  laquelle  u^  r,  çv,  ...  sont  de  certaines  fonctions 
de  Xx^X'ii  '  '  ' ,  oc,i  \  on  fait  subir  respectivement  aux  va- 
riables .Ti ,  Xo,  .  .  . ,  x„  et  aux  fonctions  «,  r,  ^v, .  .  .  des 
vaj'iatio7is  infiniment  petites  0X\y  ox-^,  •  •  • ,  ox^^  ou^  ov% 
8w, .  .  .  que  Ion  suppose  fonctions  de  x^ ,  Xo,  .  .  . ,  0:,^,  il 
s'agit  de  trouver  la  variation  coirespondante  ôV  de 


cette  intégrale. 


Pour  résoudre  cette  question,  nous  nous  i)orncrons  à 
considérer  le  cas  particulier  d'une  intégrale  triple  dans 
laquelle  ne  iigure  qu'une  seule  l'onction  //,  les  résultats 
relatifs  à  ce  cas  s'étendant  facilement  à  celui  d  ini  nonibn* 
quelconque  de  variables  indépendatites  et  de  fonctions. 

.4nn.de  M  ,t(liéniitC . ,  3"  séri(\  t.  Il .  i  l'\'vrii>r  iSS3.)  i\ 


(  5'>  ) 
^.   Soil  donc  à   trouver  la  varialion  que  subit  l'inté- 
grale triple 

lorsque  les  variables  incl(;pendantes  x^y^  z  et  la  fonc- 
tion u  de  ces  variables  subissent  respectivement  des  va- 
riations infiniment  petites  ox,  oj^  03,  Szf,  fonctions 
dejr,j,  z. 

La  variation  d'une  somme  étant  égale  à  la  somme  des 
variations  de  ses  parties,  on  a 

ou,  en  appliquant  aux  variations  les  règles  de  diiïéren- 
tiation  des  fonctions 

(2)         h\—i    I    f(^oF.dxdydz  +  F.odxdydz). 
11  faut  donc  évaluer  oF  et  S  dxdydz. 


3.   Or 

l    Wrzz 

^F  .         dF  .         ^F  . 

-  -j-  007  -H  -T-  or  4-  -7-  6^ 
dx            dy            dz 

) 

1 

/ 

i 

^  <^F  ,           dF    .  du 

du    "         .du  "  dx       '  '  '  ^ 
dx 

(3) 


par  conséquent,  il  suffit  de  calculer  la  variation  des  dé- 
rivées partielles  successives  de  la  fonction  u. 

Or, attribuer  aux  variables  .r,j)  ,  z  et  à  la  fonctions  les 
accroissements  iniiniment  petits   o:r,   oj  ,   ozy  oa,   cela 


(  5'   ) 


revient  à  poser 

(4) 


et  à  substituer  aux  variables  Xy  j,  :::  les  nouvelles  va- 
riables X,  Y,  Z,  et  A  la  fonction  a  de  x^  j^  z  la  nouvelle 
fonction  CI  Je  X,  Y,  Z.  On  est  donc  conduit  à  calculer 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  cette  nouvelle  fonc- 
tion U,  par  rapport  à  X,  Y,  Z,  au  moyen  des  dérivées 
partielles  de  u  par  rapport  à  ^,j>  ,  z. 

Pour  évaluer  ces  dérivées,  on  regardera  U  comme  une 
fonction  de  x.,  j^  z  exprimée  par  la  dernière  équation 
du  groupe  (  4  )  et  x,  y^  z  comme  des  fonctions  de  X,  Y,  Z 
données  par  les  trois  premières. 

On  a  ainsi 


(5)  •  :7V 


d\] 

d\ 

dx 

dx       dV 

dX  ~^  dv 

dy        dV 

dX    '     dz 

dz 
dX' 

dV 
d\ 

d\] 

"  dx 

dx       dV 
d\  ^  dy 

dv        dV 

d\  '^  dz 

dz 
d\' 

dV 
d'L 

dV 

~  dx 

dx       dV 

dZ  ~^  dy 

dy        dl] 
dL        dz 

dz 

dvJ 

mais  les  équations  (4)  donnent 


{(y) 


dV 
dx 

du        dou 
-  dx~^   dx' 

dV 

1  ^(v 

du        dou 
dv        dy 

[  dV 

\  dz 

du        dou 

—  -7-1 7-  , 

dz          dz 

et 


(71 


i  r>..  ) 

dojj   (ly  do.r  dz 

dy     dX  dz    d\ 

doy\  dy  doy   dz 

d\  dz    d\ 

dor\  d.r        do-x-   dy  dZx   dz 


I, 


dx  dX         dy   dX        \  dz  I  d\  ' 


(8) 


dx  J  d\         dy    dY         dz    dY 
doy  dx         1         ■  d.'^y\  dy        r/ôv   dz 


dx  dY        \  dy  )  dY         dz    dY 

doz  dx        doz   dy        /         dozX   dz 


dx   dY  ~^   dy    dY'^  y~^  dz  )  dY  '~  ^' 
dox\  dx        dox  dy        dox  dz 


dx  /  dZ         dy   dL         dz    dTj         ' 
.  doy  dx        /         dùy\  dy        doy  dz 

dùz  dx        doz  dy        (         doz\   d:. 


dx   dL        dy   dZ        \  dz  J   dZ, 

Comme   ox,  8j ,  oz  et  par  suite  leurs  dérivées  sont 

des  infiniment  petits,  les  équations  (7)  montrent  que 

du  .    dy     dz  .    ,^    . 

-p^  estiini,  -^7  -7^  inhnimcntpetits,  et,  en  conséquence, 

que  l'on  a,  sans  calcul, 

dx  dùx 

dX  dx 

^^  ^  <  dX  ~        dx  ' 

dz  doz 


d\  dx 

aux  quantités  du  second  ordre  près, 


(  53  ) 
De  même,  des  équations  (8)  et  (9)  on  déduit 


(8') 


dy  do  y 

dY  '^'~'dy 

dz  doz 

dY  ~~  "^' 

doC  do  ce 


et 


(9') 


dY  ~  dy 


dz  doz 


dX  dz 

dœ  dojc 


dTu  dz 

dy doy 

dTj  dz 

^  ,  .      .  „       ,     r/U    d\]    d\} 

Ji.n  portant  ees  valeurs,  ainsi  que  celles  de  -7-)  -r-y  —j—> 

données  par  les  équations  (6),  dans  les   équations  (5), 
on  obtient 


d\}  /d(i        dou\  l         dix 


dX        \  dx         dx  )  \  dx 


du        dou\  doy        /du        dlu\  dZz 
^y         ^y  )   ^^         \dz  dz  J   dx  ' 


d\]  [du        dou\  dox 

dY  \  dx         dx  /    dy 


du        dou\  (         doy  \         (du        dou\  doz 
I ^      _  4- 


dy         dy  )  \  dy    '         \dz  dz   !   dy 

dV  /du        dou\  doj 


dJj  \dx         dx  7    dz 

/du        dou\  doy        /du        dou  ^    ,  doz 

~  \dy  ^  ly)  ~1^  '^  \dl  "^  Ihjy"^ 


(  ■'il  ) 

ou,  abstraction  faite  des  termes  du  second  ordre, 

d\J        (lu         f/of/        (lu  (loj:  (lu  r/ov        (lu  doz 

dX       djc        dx        dx   dx  dy   dx        dz    dx 

d\}  du        drju        du  d^x  du  doy        du  doz 

d\        dy         dy         dx    dy  dy   dy         dz    dy 

d\}        du        dou        du  dox  du  doy        du  doz 

d'L        dz          dz         dx    dz  dy    dz         dz    dz 

et,  si  l'on  pose 

-          du  ^          du  ^  du  ^ 

ùu i—  '^•^ j-  ^-'V  —  -r-  oz  ^=:  o(xi, 

dx             dy   "  dz 

ces  formules  deviennent  • 

dV        du        do(o        d' u  ^  d- u    ^           d^  u 


-^  7771  "^^  +  .tt;/:/^/ + 


dX.        dx         dx         dx^  dxdy  ^        dxdz 


oz 


,  dlJ        du        dùM  d^  u    ^  d^  u  ^  d-  u    ^ 

^      '  ^  d\        dy         dy         dydx  dy^    ^        dydz 

d\J  du        dooi  d- u    ^  d^  u   ^  d^u  ^^ 

dJj        dz  dz         dzdx  ''  dzdy  ^        dz'^ 

De  là  on  déduit  les  valeurs  de 

d\}  _(U       à\}^  _cUi_  (j}^  _ài^ 

dX       dx^      dY        dy  d'L         dz 


ou  de 


savoir 


^du       ^ du       ^ du 
dx         dy  dz 


I  ^  du        doiii        d' u  ^  d-  u    ^  d' u    ^ 

dx        dx         dx'^  dxdy  ^         dxdz    "' 

;    ^  du        dùu)         d^'  u    ^  d' u  ^  d-u    ^ 

(11)^     0  — -   =:  — h  ,      0  J7  -^  -^— -  OJ'  ■ 


dy         dy        dydx  dy'^    '^        dydz 


,  du        doiM         d-  u    ^  d^  Il    ^  d^~  u  ^ 

•)  -j-  —  — h  j     ,    ox  H-  -, — j-  0 y  -+-  -r^  oz. 

dz  dz         dzdx  dzdy  '  clz"^ 

Kn  (lidi'rentiant  la  première  des  équations  (10)  par  rap- 


(  55  ) 
port  à  X,  Y,  Z,  la  seconde  par  rapport  à  Y  et  Z,  et  la 
troisième  par  rapport  à  Z,  et  tenant  compte  des  équa- 
tions (7'),  (8'),  ((j'),  on  obtient  successivement 

d^'U       d^ùM       d}  u  ^  d^  Il     ^ 


dx^         dx'^         dx^  dx^dy 

d'^Xj \  d^  H    ^  d^u  dox  \/         dix 

d\}        J  dx'-dz    ^        dx^    dx  i  \  dx 

f  d'^  u    drjv         d'^ii    doz  1 

\  _| -i — 1- I 

dxdy   dx        dxdz  dx 

f  d^ a  ,  .  ,      \  dly 

—  -j — -, h  termes  du  premier  ordre      —r- 

\dxdy  ^  j    dx 

f  d^u  ,  .  ,      \   dùz 

—  -^ — -J — h  termes  du  premier  ordre      -7—  -, 
\ctxaz  *  /    dx 

ou 

d'V  _  rPn        d^to        d' u  ,  d^ u     .  ^^/     . 

dX^  "  Z^  ^  'd^  '^  d^^''''^  d^^Y  ^-^  ~^  dx^z  ^^  ' 

et,  de  la  iiiéme  manière, 

^^U    _    d'n  d'-d^ 

d\  d\         dxdy        dx  dy 

d^  u     ^  d^  Il    ^  d^  u 

dx'^dy  dxdy'^  dxdydz 

d^\]      _     d^U  d'rAO 

dX  dZ        dx  dz        dx  dz 

(P  if     ^  d' u      ^  d^  u     ^ 

dx-dz  dxdydz  dxdz- 

d^V  _dh(.        dHix)  d^u     ,  dUt  ^  d'u    , 

^Y^  ~  ^  "^  Tp"  ^  dFdV^  ''^''  "^  ^  '''^'  "*"  'cïyhfz  ^'^' 

dn]  d^u  d'oto 


d\d'A        dydz        dvdz 


i'u      ,  d'u    ^  d'il 


"^^^^  H 7—r-r-  0  V  H : 7—  oz. 


dxdydz  dy^dz  '  dyd 

d'V   _d:'ii        d-'oio  d'ff    ,  dUf     ,  d'ii^ 

~dT}  -  -dz^  *  i7r«-  '  «G^? '''  '-  ,7;^^  '•'  -^  d^ ''' 


(    ''G  ) 


par  tsiiiU', 


g 


d-  a 


d'il 


iP-  0(0 


d~  ooj 


dxdy       dxdy 


d''  a  ^ 
dx^  "■' 

d-'  i(     „ 
dx'^  ci  y 

d'  u 
dx^  dy 

d^  u 


V'- 


ox 


CP  II 


dx'^dz 


d^  u 


ÙZ, 


d-  u 


_ ùy  -\ 

dxdy'  "^        dxdydz 

d^u    . 


&^, 


dxdz       dxdz 


dx'  dz 
d' u 


ox 


d^  u 


(••^)       \ 


^  d' u 

'dV^"^ 


d'à 


dxdydz  ^       dxdz^ 
d^  u 


dy' 


d'oio 


ox 


dx  dy' 

d^  u  ^  d^  Il 

dy^  ^       dy'dz 


-h 


r/3 ,1 


dy  dz       dy  dz       dx  dy  dz 
d'il    ^ 
dy'dz  ^"^ 


ÙX 


d^  Il  __  dr  Ofo 
1^-   ~  ~d^ 


d^u 


ùX 


-h 


Cl  JC  CL^»  "* 

d^u     , 
dy  dz-  " 


d"  a 
dy  dz^ 


d^  Il 


dz^ 


Telles  sont  les  variations  des  dérivées  premières  et 
secondes  de  i/.  La  loi  de  formation  en  est  évidente^  il 
reste  à  montrer  qu'elle  est  générale. 

Supposons,  à  cet  eil'et,  que  l'on  ait 

,   d'^j  a         d+Jliù  d^-^J^Ui   ,  d'-^J-^^u   ^ 

0  ^-^.-.  —    .    -  ,    ■  -h    .    •    ■    .    ■•  ox  +  -r-r:,-j:^i  oy 


dx  *  dyJ        dx  '  dyj        dx  '  -^  *  dyj 


dx^dyj' 

d'^'^hi    ,_ 
'dx'dyJdz^^^' 


(  3-  ) 
en  difréren liant  l'équalioii 

~d\.'d\J  ~  dx'dyj  "^  dxHiyJ  "^  djc'+^dyj  ''^ 
d'^J-^Ui  ,  d'^J^^u    ,^ 

"^  dx'dp-^^  ''-^  "^  dx'dyJdz  ^^ 

par  rapport  à  X,  on  obtiendra 

;   d'^J^Ui         <'/'■+•/■+' 00)         d'^J-^-ii  ,  1 

'dx^^^^^'dyi  "^  dx^-^^dyj  "^  dx^^^^^dyj  ^^ 
d'-^J-^^'U      ,  d'^J-^'^u       ,_ 

^i+y+i  U    _  1       "^  Ix^^^^^^dy^^  ^^  "^  dx'^^dyJdz  ^"         '  /         <^ 


oj; 


t/\'-^^<iï^  "  I  d'-^J-^Ui    dix         d'+J^h/    doy         |\  (i^ 

dx^^^dyj    dx         dxUlyJ^^    dx 
d'+J^'^  u     doz 

-\ : . 

dxUlyJ  dz  dx 

(  d^^J^Ui  ,  ,     \doy 

—    -7 — ^-1 — ^-T  H-  termes  du  i*''"  ordre 
\dx'dyJ-^^  I 


dx 


d'-^J+Ui  ,  ,     \do: 

termes  du  i^»"  ordre 


dx^yJdz  J  dx 


ou 


^t+y+iU    _    d^^J^Ui  r/'-+-^+' o(.)  d'^J^-N    , 

d)U-^dYJ  ~  dx'^UiyJ  "^  dx'^UlyJ  '"'  dx'^UiyJ  ^^ 

d'+j^^-u     ,  d'^J^-^f      ,^ 

"^  dx^^'dyj-^'  ""^  "^  dx^^^dyJc^"" 
ou 

,  d'^j^^u  d'+J-'-'^lu^         d'-^J-^^if   ^  d'-^J-^-it     , 

-i-      /— .7-..— 7-.  0^^   +      ,     ...     ,      ■  ,   ,   OV 


dx'^^ dyj  ~~  dx'^^ dyj        dx'^'dyj   '  dx'^^dyJ^^ 

d'^j^-  u      , 
"^  dJ^^dyJdz  ''^" 

d'  ^-^  u 
c'est-à-dire  la  formule  relative  à  - .       ,     ->  dans  laquelle 

dx^dyJ  ^ 

l'indiee  /  est  remplacé  par  /' -|- i ,  ce  (jui  démonlre  la 
généralité  delà  loi  de  Ibrmation  des  variations  des  déri- 
vées partielles  successives  de  la  fonction  //. 


(  ^«  ) 

Si  l'on  j)Oilcî  clans  oF  It's  valeurs  de  ces  variations,  on 
aura  ol'  exprimé  en  fonction  linéaire  de  ojr,  oy^  82?,  ow 
et  des  dérivées  partielles  de  oo). 

4.  Quanta  la  variation  de  dxdjdz^  c'est-à-dire  du 
produit  des  didérentielles  des  variables  indépendantes, 
on  l'obtiendra  en  se  rappelant  que,  lorsque  l'on  substi- 
tue dans  une  intégrale  multiple  ai^x  variables  x,  j^  z 
d'autres  variables  X,  \,  Z  liées  aux  premières  par  trois 
écpiations,  il  faut  sid^stituer  au  produit  dxdjdz  le 
produit  d\  dY  (ITj  multiplié  par  le  déterminant 


d.JC 

dy 

dz 

dX 

dX 

dX 

dx 

dY 

dY 

dz 
dY 

dx 

dy 

dz 

dZ 

dL 

dZ 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

dX  dY  dZ 


dx  d  y  dz 


Ici,   la  valeur  du   déterminant  est,  aux  (juantités  du 
second  ordre  près, 

dox        doy        doz 


dx 


dy 


dz 


_  5 


il  en  résulte;  pour  dX  dY  d7^  —  dx  dy  dz^  ou  la  variation 
de  dx  dy  dz^ 

^     ,      ,      ,  /  dox        doy        doz 

(i3)     o{dxdydz)  —  ( 


dx 


dy 


dz 


dx  dy  dz. 


La  variation  oV  de  l'intégrale  se  présentera  donc  sous 
la  forme  d'une  intégi'ale  triple  portant  sur  une  fonction 


linéaiie    îiomogène    de    ox,    dy .,    dz 


dox      doy      ùdz 


'^^"^    ^^^    ^■^'    ^'-"    "^'     dx        dy 
de  00)  cl  de  ses  dérivées  partielles  successives. 


dz 


(  59  ) 
5.  On  peut  la  ramener  à  une   intégrale  portant  sur 
un(i  quantité  qui  ne  renferme  que  oo)  en  facteur. 

d^-^j+^' Obi 

En  efl'et,   d'abord  le    terme  qui    contient    ,    ..    •  .  y^. 
donne  lieu  à  l'intégrale 

qui  peut  s'écrire 


ou,  en  intégrant  par  parties, 


j  jdydz 

'  -JïJ 


clx'-'dyJclz"  ) 

dx  d  Y  dz . 


dx  dx^-"^ dyj dz'^ 


Cette  dernière  intégrale,  dans  laquelle  l'ordre  de  la 
dérivée  de  ^to  est  abaissé  d'une  unité  par  rapport  à  x,  s(* 
transformera  de  même  en  une  autre  dans  lacpielle  l'ordre 
sera  abaissé  de  deux  unités,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'il  n'y  ait  plus  de  dérivées  de  ùm  par  rapport  à  x.  Ou 
fera  de  même  pour  les  dérivées  relatives  r»  y  et  pour 
celles  relativiîs  à  3,  et  l'on  aura  llnalement  une  intégiale 
dans  la(]uelle  lu;  (igurera  plus  que  la  variation  ôto. 

Ensuite,  en  transformant  de  la  même  manière  les  in- 
tégrales 


(  ^o  ) 

on  c)l)LiiMil  poiii"  la  première 


/;/' 


(Iy^lz{Voj') 


\ 


V/K 


d 


\(Ij: J      \dujdx   '   (     ^du    \djj'~ 


d.v 


] 


oxdxdvdz. 


Or,  dans  qV ^  les  termes  qui  renferment  o^-  en  facteur 
sont 


\dx) 


dV  \  dUi 


j du  \  dx- 
dx , 


\ 


donc,  après  réduction,  les  termes  qui  renfermeront  oj", 
0}  ,  oz  seront 


dV  f  du.  ^ 
du  \  dx 


du 
d^ 


^7 


du 
dz 


dF  ^ 
et  ils  se  réduisent  avec  -7-  ou  à 

du 


dF 
du 


ou 


du  ^ 

-J—  ox 
dx 


du 
dy 


or 


du 
dz 


ou 


du 


oco. 


Ainsi,  toutes  réductions  faites,  la  variation  oV  se  com- 
posera d'une  suite  G  d'intégrales  doubles  relatives  aux 
limites,  c'est-à-dire  à  la  surface  du  corps  dans  l'éten- 
due duquel  doit  se  faire  l'intégration  triple,  et  d'une  in- 
tégrale triple  de  la  forme 


III  Moiù  dxdyd: 


.M  étant   une  certaine  fonction  de  x,  r,  -,  11  et  des  dé- 
rivées partielles  de  u. 

S'il  V  avait  sous  1  intégrale  triple  proposée  plus  d'une 


(6.   ) 

fonction  u^  s'il  y  avait  deux,  trois  fonctions  z/,  r,  w^  en 

posant 

du  ^  du  ^  (lu  ^ 

ou  ■ j—  0.T V-  oy  —  -y-  oz  =:  OCO, 

ax  cty  "         az 


d\'  ^  dv  ^  dv 

-y—  ox oy - 

dx  dy   "         dz 


OV r—  OX r-  oy —    OZ  zz::.  OO),, 


^  d\y  ^  div  ^  div  ^ 

OW  -J-  OX  • T—  or  —   -—  0^  =  00J.2, 

dx  dy   "  f/z 

on  arriverait,  après  réductions,  à  l'intégrale  triple 

oto  4-  N  ooj  J  -j-  P  ôco,  )  dx  dy  dz. 


f  f  fi^i 


6.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  déterminer 
les  fonctions  /^,  ç»,  w,  de  manière  que,  quelles  que  soient 
les  variations  6.r,  oj^,  oz,  ou.)  ov^,  oçv,  la  variation  o\  soit 
nulle.  Comme,  dans  les  intégrales  doubles,  il  n'entre  que 
les  valeurs  à  la  surface  des  variations  ojr,  Oj",  oz^  Sto, 
o(Oi,  oto,  et  de  leurs  dérivées,  tandis  que  dans  l'intégrale 
triple  les  variations  sont  relatives  à  toute  l'étendue  du 
corps,  il  faut  évidemment  que  l'intégrale  triple  et  l'en- 
semble des  intégrales  doubles  soient  séparément  nulles; 
(;t  pour  que  l'intégrale  triple  soit  nulle,  quels  que  soient 
ûco,  oiù^.,  00)0,  il  faut  que  l'on  ait 

M  — o,     ^^o,     Pr-o, 

trois  équations  nécessaires  et  suflisaules,  avec  l'équation 
relative  aux  limites  (t=  o,  pour  déterminer  les  trois 
fonctions  z^,  i^,  uv 

7.  Exprimer  que  la  variation  de  V  est  nulle,  quels  cpie 
soient  oo),  oto,,  o(.)o,  c'est  exprimer  que  l'intégrale  ^  est 
maximum  ou  minimum. 

Si  l'on  proposait  de  trouver  le  maximum  ou  le  initii- 
mum  dont  est  susceptible  \  (piand  une,  deux,  trois 
autres  intégrales  \  ,,\  m,\  t  relatives  aux  mêmes  loin  lions 


(  fi^  ) 

//,  r,  \v'  cl  aux  nirnics  variables  x,  j,  z  doivent  conserver 
en  même  temps  chacune  une  valeur  constante,  il  faudrait 
joindre  à  l'équation  oV  =  o  les  équations  analogues 

8Vi=o,     oV2=o,     oVa^o 

et  Ton  devrait  avoir  simultanément 

G  -h  I    j    /  (M  0(0  4- N  0(0, -+- 1*  oiÙ2)djcdydz  =zo, 

iGi-h^    /    /  (M,  5(0-+- N,oco,  +  P,8co2)  ^^c/r  <:/:;  =  o, 

G2-I-  /    /    /  (M-i^w  4-  Ngooji  -h  V.^oiù.^)dxdydz  ^=0, 

GaH-  /     1     /    (M3ÔC0 -f- NaOtOi -h  p3  0co2)(^JCf/yc?<s  =:0. 

Or  on  peut  toujours  poser 


(>'i 


M,  ow  +  Nj  otOi  -f-  1\  ^/(o.,  =: 


MaOto  -+  NgOw,  4-  P2<^^2  —  —7—5 


Ma  0(0  -h  N3  ocoi  H-  P3  0(02 


"à,,  lo,  ).3  étant  des  fonctions  de  x,  j,  z\  d'où,  en  dési- 
gnant par  A  le  déterminant 

M,     N,     P, 

M2       1^2       P2 

M3     N3     P3 
<^X,        ^    d\^ 


(,5) 


A  .  00)    rri  A 


A  .  00),  ^r  B 


•  dx 
r/Xi 

dx 


A2-7-^4-  A3--, 


dx 
+  B2^  +  B. 


r/Xa 


^Xj 
^  rAr  ^  dx 


,,   f/X,       ^   d\.,       ^  dhi 


(  ^>3  ) 
En  portant  ces  valeurs  de  ooj,  ooj,,  oio^  dans  la  pre- 
mière équation  du  groupe  (i4)î  ^^^  obtient 


■/./■/(^=^^ 


o  =  G-h  I    I    II  ^^^^i+'^^^'  +  ^'<^i  ?h  +  MA,H-NB,+  PC2 


X  -  +  — ^ ^  )  dœdyd.- 


l'intégration  par  parties  donne  ensuite 

orr:  G 


ffi 


('MA,  -h  NR,  -^  PC,)\  -h  (MA,+  NB,^  PC,)X,-4-  (MA3+  NB,+  PCs)^^  ^  ^  ^^. 


'^MA,+  NB,+  PC. 

. 7G ^^' 

^^  MA,+  NB,+  PC,  ^^  MA,+  NB3+PC3 


XjH -. \  I  dxdvdz  : 


J 


mais  A,,  A2,  A3  sont,  dans  l'intérieur  du  corps,  des  quan- 
tités arbitraires  comme  ow,  oto,,  owoi  donc  on  doit  avoir 

/  MAi+NB,4-PG,  =  rtA, 

(16)  I  MA.2  4-NB2-hPC2=/^A, 

(  MA3  4-NB3+PC3=cA, 

rt,  b,  c  étant  indépendants  de  x.  Mais  on  arriverait  au 
même  résultat  si,  au  lieu  d'égaler  les  quantités 

Ml  0(0  -+-  i\,ÔtOi+  1\  010.2, 
i\l2  0lO  -h  1X3  ÔCO,  H-  PoÔoJo, 
M3OIO  -f-  N3  0(0,  -f-   P3OCO2 

aux  dérivées  relatives  à  .r  de  trois  fonctions  A,,  Ao,  A;,, 
on  les  égalait  aux  dérivées  relatives  à  y  ou  à  z.  Donc  ^/, 
b^  c  doivcMit  être  regardées  comme  des  constantivs. 

Des  trois  équations  (|ui  précèdent,  eu  se  rappelant  les 


(  <i1  ) 

[)ropri<'l(''s  rondamentalos  des  (.létorminauts,  on  déduit 

1   M  =za  M,  -t-  b  M.  4-  c  Al,, 

(17)  \  N  =:aN,  4-^,N2-t-cN3, 

!   P  =:a\\  -}-bP.  -hcP,. 

Telles  sont  les  équations  qui  serviront  à  déterminer 
les  fonctions  //,  \>^  \\\  Il  faudra,  en  outre,  tenir  compte 
de  l'équation  aux  limites 

i    ^ >^i  +  y- --A.    I 


// 


'  MA:î-|-  ]\B3+  BC3.  i       j  y 


ou 


G -i- a  j    I  A^drc/z  -h  h  j    j  l^dy  dz  -{-  c  j    1  l^^dydz^^zo-^ 


mais  on  a 


Gi  = —   /    f    /   -~  dxdydz  r=i —   /    1  \^dydz, 

G2  =—   /     /  l.^dy dz. 

G3— —  ^    /  l;^dydz; 
cette  équation  équivaut  donc  à 

(18)  G  r=:«Gi  -f-  ^Gj-H  CG3. 

D'où  Ton  voit  que  les  équations  qui  servent  à  déter- 
miner les  fonctions  z/.,  i^,  w  ne  sont  autres  que  celles  aux- 
(juelles  on  serait  conduit  si  l'on  cliercliait  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  fonction 

V  —  a  \  i  —  b\.2  —  c  \\. 

La  reclierclie  des  niaxima  ou  minima  relatifs  se  trouve 
ainsi  ramenée  à  celle  desmaxima  ou  minima  absolus. 


(  ^5  ) 


SIR  QUELQUES  PROPRIETES  DES  CYCLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


i  .  Étant  donnés  deux  cycles  A  el  B,  menons-leur  une 
tangente  commune;  la  distance  comprise  entre  les  points 
de  contact  de  cette  semi-droite  est  la  distance  tangentielle 
des  deux  cycles.  Elle  n'est  évidemment  déterminée  qu'en 
valeur  absolue;  dans  tout  ce  qui  suit,  je  la  désignerai 
simplement  sous  le  nom  de  distance  des  deux  cycles. 

On  sait  que,  si  l'on  effectue  une  transformation  par 
semi-droites  réciproques,  la  distance  de  deux  cycles  est 
égale  à  la  distance  des  deux  cycles  correspondants. 

2.  Etant  donnés  trois  cycles  A,  B  et  C,  on  peut  chercher 
de  quelle  façon  sont  distribués  dans  le  plan  les  cycles 
équidistants  de  ces  trois  cycles.  Si  nous  elîectuons  une 
transformation  par  semi-droites  réciproques,  de  telle  sorte 
que,  les  cycles  a,  p  et  y  correspondant  aux  cycles  donnés, 
a  et  p  soient  opposés,  il  suffira  évidemment  de  résoudre 
le  problème  proposé  relativement  à  la  nouvelle  figure. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  cycles  équidistants  de  deux 
cycles  opposés  a  et  P  se  réduisent  aux  points  du  plan. 
Désignant,  en  effet,  par  R  et  —  R  les  rayons  des  cycles 
opposés,  par  p  le  rayon  d'un  cycle  équidistantdt^  a  et  de  [3, 
par  c?la  distance  de  son  centre  au  centre  commun  de  a  el 
de  p,  on  a 

d'où 

Rpr-   o; 

ot,    comme   R    est   supposé    dilTércnt    de    zéro,    il    suit 
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(   <>'i   ) 
iit''('{*ssairoiiuMti 

p  =  o,  • 

ce  (jui  démon Lrc  la  proposition  énoncée. 

]^cs  cycles  équidistanls  de  a,  j3  et  y  devant  se  réduire 
à  des  points,  on  les  obtiendra  tous  en  considérant  les 
divers  points  d(;  l'axe  radical  D  des  cycles  a  et^'^  et  de 
là,  si  l'on  revient  à  la  pre;nière  ligure,  on  voit  que  les 
cycles  équidistants  de  trois  cycles  donnés  A,  B,  C  sont 
tangents  à  deux  semi-droites  fixes  A  et  A'  qui  sont  les 
transformées  des  deux  semi-droites  opposées  définies  par 
la  droite  D.  Ces  deux  semi-droites  passent  d'ailleurs  par 
les  points  p  et  </,  intersections  des  cycles  a  et  y,  lesquels 
points  peuvent  être  considérés  comme  les  cycles  tangents 
à  oc,  j3  et  y. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  cjcles  équidistants  de  trois  cycles  donnés  A,  B  et 
C  touchent  deux  send-droites  fixes  A  et  A',  qui  sont  les 
tangentes  communes  aux  deux  cycles  qui  sont  tangents 
à  A,  B  et  C. 

J'appellerai  ces  semi-droites  les  semi-droites  radicales 
des  cycles  A,  B  et  C  ;  leur  point  de  rencontre  est  évidem- 
ment le  centre  radical  des  trois  cycles. 

3.  Proposons-nous  de  trouver  les  cycles  équidistants 
de  quatre  cycles  donnés  A,  B,  C  et  D.  Dans  ce  but  elFec- 
tuons  une  transformation  par  semi-droites  réciproques, 
de  telle  sorte  que,  a,  [3,  y  et  o  correspondant  respective- 
ment à  A,  B,  C  et  D,  a  et  ^  soient  des  cycles  opposés. 

Les  cycles  équidistants  de  a  et  de  [^  se  réduisant  aux 
points  du  plan,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  cycle 
qui  soit  équidistant  des  cycles  a,  [j,  y  eto  :  c'est  le  centre 
radical  des  cycles  a,  y  et  o  ;  et  de  là,  en  revenant  à  la  ligure 
primitive,  on  peut  conclure  (jue  : 


(  ^:  ) 

//  n'y  a  dans  le  plan  (juun  seul  cj de  ér/uidistanf.  de 
r/natre  cycles  dojinés  A,  B,  G  et  D. 

Je  le  désignerai  sous  le  iioni  de  cycle  radical  des 
cycles  A,  B,  G  et  D. 

A.  Le  cycle  radical  de  A,  B,  G  et  D  étant  équidistani 
de  A,  B  et  G  touche  les  semi-droites  radicales  de  ces 
trois  cycles:  d'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  quatre  cycles,  les  semi-droites  radicales 
de  trois  quelconques  de  ces  cycles  touchent  leur  cycle 
radical;  en  groupant  de  toutes  les  façons  possibles 
tj'ois  à  trois  les  quatre  cycles  donnés,  on  a  donc  quatre 
systèmes  de  deux  semi-droites  qui  touchent  le  cycle 
radical. 

Un  cas  particulièrement  remarquable  est  le  suivant  : 

Soient  Aj,  Ao,  A3  et  A/,  quatre  semi-droites  données; 
A/  désignant  l'une  quelconque  d'entre  elles,  appelons  K, 
le  cycle  qui  touche  les  trois  autres.  jNous  déterminerons 
ainsi  quatre  cycles  K,,  Ko,  K3  et  K^  \  soit  K  leur  cycle 
radical. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  K  est  tangent  aux  trois 
semi-droites  radicales  de  K,,  K2  et  K3  ^  or  ces  cycles 
touchent  tous  les  trois  la  semi-droite  A,,  et  il  est  aisé  de 
voir  que,  quand  trois  cycles  sont  tangents  à  une  même 
semi-droite  A,  leurs  deux  semi-droites  radicales  se  con- 
fondent entre  elles  ou,  pour  [)arler  plus  exactement,  se 
composent  de  deux  semi-droites  se  coupant  en  leur 
centre  radical  et  diiïérant  iniiniment  peu  de  la  semi- 
droite  menéeen  ce  point  parallèlement  à  la  scîmi-droite  A. 

On  conclut  de  là  (juc;  le  cycle  K  passe  par  h»  (  tiitre 
radical  de  R,,  K^  c*t  K;,  et  est  tangent  à  la  semi-droite 
menée  par  ce  point  parallèlement  à  A,. 


(  68  ) 
D'où  la  proposilion  suivanle  : 

Si  L'on  considère  de  toutes  les  façons  possibles  trois 
quelconques  des  cycles  Ki,  Ko,  K3  et  K4  et  leur  centre 
radical,  on  obtient  quatre  jioints  qui  sont  sur  un  même 
cycle  K  et  les  tangentes  menées  à  ce  cycle  en  ces  points 
sont  respectivement  parallèles  aux  semi-droites  Ai ,  A2, 
k^  et  A4. 

Ce  cycle  K  est  le  cycle  radical  (fe  K,,  Kg,  K3  et  K/, . 

5.  Les  quatre  cycles  K/  qui  sont  ainsi  déterminés  par 
les  semi-droites  A,,  Ao,  A3  et  A4  jouissent  d'un  grand 
nombre  de  propriétés  remarquables.  J'énoncerai  ici  la 
suivante  : 

Si,  parallèlement  à  une  semi-droite  donnée  A,  on 
mène  des  tangentes  à  Ki,  Kg,  K3  et  K4,  le  rapport 
anharmonique  de  ces  quatre  semi-droites  est  constant 
quelle  que  soit  la  direction  de  A. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  j'énoncerai  d'abord 
le  lemme  suivant  dont  l'application  est  fréquente  : 

Lemme.  —  Si  l'on  effectue  une  transformation  par 
semi-droites  réciproques,  à  quatre  semi-droites  paral- 
lèles entre  elles  correspondent  également  quatre  semi- 
droites  parallèles. 

Le  rapport  anharmonique  de  celles-ci  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  premières. 

La  démonstration  de  ce  lemme  résulte  immédiatement 
de  ce  que  deux  semi-droites  correspondantes  se  coupent 
au  même  point  de  l'axe  de  transformation. 

Cela  posé,  je  remarque  que  l'on  peut  toujours  effectuer 
une  transformation  par  semi-droites  réciproques,  de  telle 
fa(;on  que  deux  semi-droites  données  aient  pour  transloi- 
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inées  deux  semi-droites  opposées  ^  le  théorème  que  nous 
voulons  démontrer  étant  projectif,  il  suffira  donc  de  le 
démontrer  dans  ce  cas. 

Soient  donc  [fig'   i)  ca^  bc^  ah  et  ha  quatre  semi- 
droites  données  (  *  ),  K  le  cycle  tangent  à  hc^  ca  et  ah^  ¥J 


le  cycle  tangent  ha^  ca  et  hc.  Il  est  clair  que  le  cycle 
tangent  à  crt,  ah  et  ha  se  réduit  au  point  a  et  que  le 
cycle  tangent  à  hc^  ah  el  ha  se  réduit  au  point  h. 

Cela  posé,  menons  aux  deux  cycles  K  et  K'  des  tan- 
gentes parallèles  à  une  semi-droite  prise  arbitrairement 
et  soient  respectivement  a  et  a'  les  points  où  ces  tangentes 
coupent  la  droite  ah.  Les  points  a  et  a'  se  correspondent 
de  façon  qu'à  un  point  a  correspond  un  seul  point  a'  et 
réciproquement  à  un  point  a' correspond  un  seul  point  a. 
En  ellet,  si  Ton  se  donne  par  exenjple  le  point  a,  on  ne 
peut  par  ce  point  mener  au  cycle  K  qu'une  seule  tangente 


(•)  Lorsque;   je   dcsigno  uno  setni-droito  par  deux   lettres,    l'ordre 
dans  lequel  sont  placés  ces  lettres  indique  le  sens  de  la  semi-droite; 
ainsi  PQ  désigne  une  semi-droite  décrite  par  un   point  mobile  allant 
du  point  P  au  point   ().  Il  m  résiill<>  que   IM}  rt  ()|'  ><oni   deux   s»nii 
droites  opposées. 
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(listiiicLc  dv.  (dy\  d'aiilro  pnrt,  on  ik;  pciiL  luciici'  au  cycle; 
K'(|ii'mic  seule  tangente  (jui  soit  parallèle  à  celle-ci:  le 
point  a'  où  elle  coupe  ah  est  donc  déteruiiné. 

11  résulte  de  là  que  les  points  a  et  a'  déterminent  sur 
la  dioite  ah  deux  divisions  liomograpliiques  dont  les 
points  doubles  sont  évidemment  les  poiuts  a  et  Z>,  et, 
jiar  suite,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue,  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  a',  a  et  h  est 
constant.  11  en  est  évidenunent  de  môme  du  rapport 
anliarmonique  des  tangentes  passant  par  les  points  a  et 
"j!  et  des  parallèles  à  ces  tangentes  menées  par  les  points 
a  et  h.  En  d'autres  ternies,  le  rapport  anliarmonique  des 
semi-droites,  menées  parallèlement  à  la  semi-droite  prise 
arbitrairement  et  taugentiellement  aux  cycles  K,  K',  a  et 
/;,  est  constant;  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

6.  Etant  données  deux  semi-droites  quelconques  A  et 
A',  circonscrivons  à  K|  un  angle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à  A  et  A'^,  et  soit  P,  le  sommet  de  cet  angle. 

Soient  de  même  Po,  P3  et  P/,  les  sommets  des  angles 
analogues  circonscrits  aux  cycles  Ko,  K3  et  K/, .  Le  rapport 
anliarmonique  de  quatre  côtés  de  ces  angles  étant  égal 
au  rapport  anliarmonique  des  quatre  autres,  il  suit  de  la 
proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  coniques  que 
les  quatre  points  P/  sont  sur  une  conique  ayant  ses 
asymptotes  parallèles  à  A  et  à  A'. 

En  particulier,  supposons  que  A  et  A'  soient  deux  droites 
isotropes  de  système  diilérent;  les  points  P/  sont  les 
centres  des  cycles  K,.  On  peut  donc  énoncer  la  proposi- 
tion suivante,  que  j'ai  déjà  démontrée  directement  dans 
une  INote  antérieure  (  ^  )  : 


(  '  )  .Su/-  les  aiilicduslitjut's  pdf  rcjîcxion  clc  la  fxddhoU'  {  AOincf/c-^ 

i/l/Ift/cs),    IIK'IIK'    iDlllf.    j).     l(i. 
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Les  centres  des  cycles  K/  sont  situés  sur  un  même, 
cercle. 

7.  J'énoncerai  encore  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  deux  cycles  K  et  K',  si  l'on  co/isidère 
quatre  cycles  quelconques  H,,  llo,  Ms  et  H,,  doublement 
tangents  à  K  et  à  K',  et  si,  à  ces  quatre  cycles,  on  cir- 
conscrit des  angles  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux 
deux' tangejites  communes  a  \s.  et  à  K',  les  (juatre  som- 
mets de  ces  angles  sont  sur  une  conic/ue  ayant  leurs 
asymptotes  parallèles  à  ces  tangentes  comniunes. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  faire  voir 
([ue  le  rapport  anliarmonique  des  semi-droites,  menées 
tangentiellement  aux  cycles  K/  parallèlement  à  l'une 
des  tangentes,  est  égal  au  rapport  anliarmonique  des 
semi-droites  menées  à  ces  cycles  parallèlement  à  l'autre 
tangente^  et,  comme  cette  propriété  est  projective,  il 
suffit  de  Ja  démontrer  dans  un  cas  particulier.  Or  on 
peut  toujours  elTectuer  une  transformation  par  directions 
récipro([ues,  de  telle  sorte  que  les  cycles  K  et  K'  soient 
opposés  entre  eux  -,  les  cycles  Wi  se  réduisent  alors  à 
Cjuatre  points  du  cercle  Ko  déterminé  par  K  et  K'^  les 
deux  tangentes  communes  à  K  et  à  K'  sont  des  droites 
isotropes  et  l'on  sait,  par  la  propriété  fondamentale  du 
cercle,  que  les  droites  isotropes  d'un  système  qui  passent 
par  ces  quatre  points  ont  leur  rapport  anliarmonicpu' 
égal  au  rappoi't  anliarmonique  des  droites  isotiopes  de 
l'autrcî  système  qui  passent  par  les  mêmes  points. 

La  proposition  est  donc  entièremcnl  déniontiv'c. 

Une  coniqu(;  dont  la  dii-eclion  des  asvm[)l(>les  esl 
donnée  étant  déteiniinee  par  trois  de  ses  points,  la  pio- 
position  précédente  [)ent  s'('n()neer  ainsi  (ju'il   suil  : 

Si  l  on  considère  fous  les  o  fies  II  qi/i  foiu/fe/if  deii.r 
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cycles  (Ion fies  K  e'I  W  et  si,  à  cluicun  des  cjcles  H,  on 
circonscrit  un  angle  dont  les  côtés  soient  parallèles  auju 
tangentes  communes  à  ¥^  et  à  K',  le  lieu  du  sommet  de 
cet  angle  est  une  conique  dont  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèlos  à  ces  deux  tangentes. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  conique  a  eUectivernent  1 

ces  deux  tangentes  pour  asymptotes  et  qu'elle  passe  par  ■ 

les  points  d'intersection  des  cycles  R  et  K'5  d'où  encore 
la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  conique  quelconque,  attribuons 
un  sens  quelconque  aux  asymptotes  de  cette  conique  de 
façon  à  les  transformer  en  deux  semi-droites  A  et  A'. 
Cela  posé,  considérons  deux  points  quelconques  M  et  N 
de  la  conique;  par  le  point  M,  on  peut  mener  deux 
cycles  tangents  à  A  et  à  A'  -,  par  N  on  peut  mener  deux 
parallèles  à  A  et  \'  :  ces  deux  cycles  et  ces  deux  pa- 
rallèles sont  tangents  à  un.  même  c)  de  P. 

J'ajouterai  que  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact 
de  P  avec  A  et  A' est  l'axe  radical  des  cycles  qui,  passant 
par  M,  touchent  ces  deux  semi-droites. 

8.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  théorème  précédent  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  ; 

Par  deux  points  donnés  y  et  0,  on  peut  mener  deux 
cercles  R  et  ¥J  qui  touchent  un  cercle  donné  C  ;  par  les 
points  oit  la  droite  vo  rencontre  C,  menons  des  tan- 
gentes à  ce  cercle,  soit  z  leur  point  de  rencontre.  Par 
les  points  v,  0  et  z,  faisons  passer  une  conique  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  tangentes  dont  je  viens 
de  parler  ;  les  asymptotes  de  cette  conique  sont  deux 
tangentes  communes  à  K  et  à  ¥J . 

On  peut  généraliser  ce  théorème  en  faisant  une  trans- 
formation homographique  de  telle  sorte  que  les  ombilics 
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du  plan  deviennent  deux  points  quelconques  a  et  ^^  on 
obtient  alors  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  deux  points  quelconques  a  et  [3  sur  une 
conique  C,  par  deux  points  y  ef  ô  du  plan  et  les  points  a 
et  j3  on  peut  mener  deux  coniques  K  et  ¥J  qui  touchent 
Cj  par  les  points  où  la  droite  yS  coupe  C,  menons  des 
tangentes  à  cette  conique  et  soit  £  leur  point  de  ren- 
contre ;  soient  de  plus  A  et  y-  l^^  points  où  la  corde  a^ 
rencontre  ces  tangentes.  Cela  posé,  si  loti  construit  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  points  A,  [a,  y,  ù  et  £, 
les  tangentes  menées  à  cette  conique  aux  points  \  et  u- 
sont  deux  tangentes  communes  à  K  e^  à  R'  (  '  ). 

9.  En  particulier,  supposons  que  les  points  y  et  5  soient 
les  OQibilics  du  plan^  la  proposition  précédente  pourra 
s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  C  deux  points  cl  et  ^^ 
on  peut  par  ces  points  mener  deux  cercles  qui  touchent 
C*,  ces  deux  cercles  ont  pour  tangentes  communes  les 
tangentes  menées  au  cercle  qui  passe  par  le  centre  de  la 
courbe  et  les  points  oit  la  droite  aj3  coupe  les  asymptotes, 
aux  points  situés  sur  la  droite  a[^. 

11  est  d'ailleurs  évident  que  ces  tangentes  communes 
aux  deux  cercles  se  coupent  en  un  de  leurs  centres  de 
similitude. 

10.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant 


(')  La  détermination  des  deux  autres  tangentes  communes  à  K  et 
à  K'  donnerait  lieu  à  des  recherches  intéressantes. 

Un  théorème  analogue  au  précédent  a  lieu  à  l'égard  des  coni(|ues 
qui  touchent  une  conique  donnée,  detix  tangentes  à  cette  conique  oi 
deux  droites  données. 

.le  reviendrai  du  reste  sur  ce  sujet. 
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(  oi'oposc  celle    aiiiK'ir   comimh;   sujet  de    la   composition 
d'admission  à  l'KcoIe  Polvtecliiiiquc)  : 

Etant  doniK's  deux  cercles  K  et  ¥J  se  coupant  aux 
points  a  et  p,  construire  les  diverses  coniques  (jui,  pas- 
sant par  a  et  p,  touchent  ces  cercles. 

Construisons  deux  tangentes  couimunes  à  K  et  à  K' 
passant  par  un  de  leurs  centres  de  similitude,  puis  le 
cercle  H  qui  touche  ces  tangentes  en  leurs  points  di; 
rencontre  avec  la  droite  a[B.  En  désignant  par  A  et  li.  ces 
deux  points,  il  estclair,  d'après  la  proposition  précédente, 
que  si  l'on  prend  un  point  O  quelconque  sur  le  cercle  H 
et  si  l'on  joint  O).  et  O  [jl,  la  conique  qui,  passant  par  les 
points  a  et  ,3,  a  pour  asymptotes  Oa  et  0\x^  touche  les 
deux  cercles  K  et  K'. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  cherchées  est  donc  le 
cercle  II,  et  l'on  voit  que  l'angle  formé  par  les  asymptotes 
de  toutes  ces  coniques  est  constant. 

En  considérant  les  deux  tangentes  communes  qui 
passent  par  le  second  centre  de  similitude,  on  obtiendrait 
un  autre  système  de  solutions,  le  lieu  des  centres  de  ces 
coniques  étant  un  second  cercle  ayant,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  même  centre  que  le  premier. 


COXSTIllCTIO^  GÉOMÉTUIOIE  DES  CAISTIQIES 
PAU  llEILi:XIOi\^ 

V\\\  M.   LAQUJÉRE. 


Soient  Flepole  lumineux, MlM,  l'élémentde la  courbe 
miroir  dont  (o  est  le  centre  de  courbure.  Le  point  1 
hii liant,  ou  contact  du  rayon  rélléclii  sur  la  caustic[ue 
[)ai' r(''lle\ion,  est  h'    second  (oyer  de  la  conicpic  dont  le 
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prouiicr  foyer  est  F  et  qui  a  un  contact  du  second  ordre 
en  M  avec  la  courbe  réflécliissante,  c'est-à-dire  ayant 
avec  elle  le  point  o)  comme  centre  commun  de  courbure. 
Si  l'on  projette  le  cenU'c  de  courbure  to  sur  le  rayon 
incident  en  G,  puis  la  projection  G  elle-même  en  jN  sur 
la  normale,  en  joignant  le  point  lumineux  F  à  cette  se- 
conde projection,  la  droite  FN  sera  l'axe  transverse  de 
la  conique  précitée  et  par  suite  coupera  le  rayon  réfléchi 
en  son  point  de  contact  I  avec  la  caustique  de  la  courbe 
proposée. 

Nous  allons  démontrer  directement  cette  construction 
du  point  brillant,  d'où  l'on  peut  à  l'inverse  déduire  l'élé- 
gante construction  du  centre  de  courbure  sur  laquelle 
nous  nous  sommes  appuyé. 

Soit  K  l'image  du  pôle  lumineux  sur  la  facette  MM|, 
le  lieu  des  points  K  sera  la  caustique  secondaire,  déve- 


loppante de  la  causti(pie,  licui  des  [)oints  1.  FJIe  sera  par 
ia[)port  au  pôle  riiomotliétique  à  dimensions  doubles 
de  la  podaire  P  du  point  lumineux  [)ar  i;q)[)()it  au  nil- 
roii-,  (lonl  le  cenLi'c  de  courbure  ç  sera  au  [)oinl  niilicu 
(le  la  (Iroile  l'J,  cl  servira  à  (liMcnninci    le  poinl   I. 
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Par  F  menons  les  parallèles  FK,  FK|  aux  deux  nor- 
males infiniment  voisines  du  miroir  qui  coneourent 
en  0)  ;  elles  détermineront,  sur  la  perpendiculaire  au 
rayon  rélléclii,  les  extrémités  K,K,  de  l'élément  de  la 
caustique  secondaire  correspondant  aux  dimensions  de 
la  facette  MM).  Par  K  menons  une  parallèle  à  la  facette 
R  R^'K'  coupant  FR,  en  R''  et  R,  I  en  R',  et  posons,  pour 
simplifier  l'écriture, 

MN  =  n,     FM  =  r,     Moi^p,     FF  ^ p , 
FiVIw  =  ojMl  =  t, 

et  clierclions  la  longueur  MI  =  l  du  rayon  réfléchi. 
Nous  avons 


MM,  MM,  n       I 


d'où 


'ip         KK"         KK'cos^i        7.p  cos'^i 
n  =  p  cos-i, 


expression  dont  la  construction  géométrique  donnée 
ci-dessus  pour  le  point  brillant  I  n'est  que  la  traduc- 
tion littérale. 

On  obtient  ensuite  la  vab3ui'  de  /  par  le  rapport 


In  p  cos  i 


r        ip  —  n        ir  —  p  cos i 


Le  rayon  de  courbure  de  la  podaire  du  point  F  s'en 
déduit  et  a  pour  valeur 


P$=i(r-l-0  = 


2  ir  —  p  cos  i 


(  --^  ) 


GÉI\ÉRALISATIOI\  D'LK  THÉORÈME  RELATIF  AIX  P0I1\TS 
D'Ii\FLEXIO^  DES  CIBIQIES  PLAIVES; 

Par  m.  a.  LEGOUX. 


Soît 

(i)  \J  :=  x^'y^  z'! -^  ku^  ^- o 

une  équation  en  coordonnées  homogènes^  ^O?  ^  étant 
les  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  ii  un  polynôme 
égal  à  ax  -f-  bj  -+•  cz'^  a,  ^,  y,  8,  des  nombres  entiers 
tels  que  o  =  a  -j-  ^3  -h  y  ^  a,  b^  c  des  quantités  données 
et  k  un  paramètre  variable. 

Cette  équation  représente  un  système  de  cubiques 
lorsque  l'on  suppose  a=P=y=i  et  8  =  3.  On  sait 
que  les  points  d'inflexion  de  ces  cubiques  sont  distri- 
bués trois  par  trois  sur  des  droites,  savoir  les  trois  points 
réels  sur  la  droite  u  et  les  deux  autres  séries  de  trois 
points  sur  deux  droites  imaginaires. 

Dans  le  cas  général  on  a  des  courbes  d'ordre  o.  Les 
trois  côtés  du  triangle  de  référence  sont  tangents  à  toutes 
les  courbes  du  système  aux  points  où  ces  côtés  rencon- 
trent la  droite  u.  L'ordre  de  contact  est  égal  à  S  —  i ,  de 
sorte  que,  si  o  est  pair,  la  courbe  est  située  du  même  côté 
de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  et, 
si  ù  est  impair,  la  courbe  coupe  la  tangente  ^  nous  aurons 
dans  ce  dernier  cas  un  point  d'inflexion  d'ordre  supé- 
rieur. 

INous  démontrerons  que  les  courbes  proposées  ont  des 
points  d'inflexion  imaginaires  qui  sont  distribués  sur 
deux  droites  imaginaires  conjuguées  indépendantes  de 
la  vabuH'  de  /».  Si  le  degré  est  pair,  il  n'v   a  pas  d'an  très 
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iiillcxioiis^  mais,  si  le  clogrc  csl  impair,  il  y  a  ciioulrti  les 
I l'ois  points  triiillcxiou  réels  situés  sur  la  droite  f/,  de 
sorte  que,  dans  ee  dernier  eas,  il  existe  un  triangle  in- 
ilexionnel  eomme  dans  les  eul)iques. 

On  sait  que  les  points  d'inflexion  sont  situés  sur  la 
liessienne  dont  on  peut  éerire  l'équation  sous  la  forme 

cdb'c'^  9./ g' h'—  a'p—  h'g'^-—  c'h'^-  =.  o, 

en  posant 


dyclz  dzdx  dxdy 

Or  on  a 

^^  a-1      3     y    ,      7  ■^  -î- 1 

dx  ^ 

ou,  en  tenant  eompte  de  l'équation  (i), 


d\}        7    k  ,  /^          au  . 
-^  =  A-«^-i  (on j, 


dz 
d'-V 


dx 

dy  \  y 

d\^        J    a   ,  /  ■^  y  II 


a 


=  a(a—  i)^«-2j?^ï+  ^-o(o  —  })a^~n^'2, 


dx^ 

c'  =  Y ( Y  —  0-^*7^-^"^ -^  A- G ( 0  —  I ) c2  u^-^, 

//=  n'^x''-''y^-'^zi-\-ko{o-^i)abu^-^-. 

En  substituant  ees  valeurs  dans  l'équation  de  labessienne, 
on  liouve  (jue  les  termes  en  K^  et  en  A^  disparaissent  et 
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il  r<;sU;,  LoiiLcs  réductions  faites, 

( 2 )  -1^  r^l^T ( '^^ ^cyz  -+-  ^.cazx  -\- 1  ah xy )  ~i 

X     —  3y(?  + Y  — i)a2.r2— Y'/ (y -4-7.-1)^2^.2  ^o. 

On  sait  qu(;  la  hessienne  passe  aussi  par  les  points 
singuliers  des  courbes  du  système.  D'ailleurs  ces  points 
sont  déterminés  par  les  trois  équations 

^U  ^U  d\] 

dx  dy  dz 

et  l'on  voit  facilement  que  les  solutions  communes  à  ces 
équations  sont  x  =  o,  t^  =  o  •  7  =  o,  «  r=  o  •  z  =.  o, 
11  =  o.  Donc,  en  dehors  de  ces  trois  points  situés  sur  la 
droite  11  et  par  lesquels  passent  toutes  les  courbes  du 
système,  tous  les  points  d'intersection  de  l'une  des  cour- 
bes et  de  sa  hessienne  seront  bien  des  points  d'inflexion. 
L'équation  (2)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

^2«    2  y2?- 2-27-2—  o, 

ce  qui  donne  les  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  ré- 
sultat évident,  puisque  ce  sont  des  courbes  singulières 
infiniment  aplaties  qu'on  obtient  en  faisant  A=  o  et 
dont  chaque  point  est  un  point  d'inilexion;  et 

apY^"j^-^ 


X 


t2'x'^^{{bcyz  4-  cazx  -\-abxy)  ~1 

—  Ya(YH-a  — i)62.^.2_a3(a4-  jî— i)c2c.U 


On  aurn  le  lieu  des  poinls  d'inilexion  de  loulcs  les  cour- 


(   So   ) 
Les  du    système  en   éliminant  k  entre  cette  équation  et 
l'équation  (i),  ce  qui  donne 

(3)  ,  a  P  '  T 

'  -f-  2  bcyz  -\-  2ca  zx  -t-  i  ab  xy  =  o, 

ou  bien 


y^'^^-'^-^'+^H/r 


k/\—\/'>\ 


2 

=  O. 


Sous  celte  dernière  forme,  on  voit  que  Je  lieu  des  points 
d'inflexion  se  compose  de  deux  droites  imaginaires  con- 
juguées. , 

Enveloppe  des  tangentes  d'inflexion.  —  L'équation 
d'une  tangente  à  une  courbe  du  système  en  un  point 
(a:,j%  z)  peut  s'écrire 

XX-!-  [j.  Y  -f-  V  Z  =  o  , 
en  posant 

.        ^  au  ^  9ju  5,  yu 

X         "^  y  z 

Cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  X,  tj.,  v, 
pour  que  le  point  de  contact  soit  situé  sur  une  des  droites 
représentées  par  l'équation  (3).  L'équation  de  l'une  de 
ces  droites  peut  s'écrire 

Kax  -\-  Bèj)'  -!-  ÇaCZ  =  o; 
mais  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

ax  —  r x- f      bv  ~  Kl ?      rz  — 


oa  —  X  "  Zb  —  \x  8c  —  V 

en  substituant,  il  vient 

Aaa  BS/>  Cyc 

^  ta  —  X         f)b  —  ;x         ôc / 

équation  du  second  degré  en  A,  ja.  v. 


(  8-   ) 

En  remplaçant   ax^  hy^  cz  par  leurs  valeurs   dans 

l'expression  de  m, 

u  =^  ax -^  hy -^  cz^ 
on  a 

oa  —  À         <ib  —  [j,        oc  —  V 
l'équalion  de  la  tangente  à  la  courbe  peut  s'écrire 
(6)    (oa  — X)X  +  (oè  — [x)Y-4-(8c  — v)Z  =  o(aX+èY-4-cZ). 
En  prenant  pour  paramètres  variables  les   quantités 


et  en  éliminant  deux  de  ces  paramètres  entre  les  équa- 
tions (4),  (5)  et  (6),  on  trouve  que  l'équation  finale  est 
du  troisième  degré  relativement  au  troisième  paramètre. 
D  où  l'on  conclut  que,  par  un  point  donné  quelconque, 
on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe  enveloppe  des 
tangentes- d'inflexion  :  donc,  en  général,  les  tangentes 
aux  points  d'inflexion  imaginaires  situés  sur  les  deux 
droites  trouvées  précédemment  enveloppent  deux  cour- 
bes de  troisième  classe. 

Remarque  I.  —  Les  courbes  du  système  précédent 
sont  telles  qu'il  en  passe  une  seule  par  un  point  quel- 
conque du  plan  (ît  qu'il  en  existe  deux  tangentes  à  une 
droite  donnée.  Cette  propriété  est  une  conséquence  im- 
médiate de  la  forme  de  leur  équation  diflérentielle  que 
l'on  trouve  sans  difficulté  et  qui  peut  s'écrire 

( a by  —  '^ax)  z  {y  dx  —  x dy  ) 
-f-  (Pc 5  —  -^hy^x^zdy  --  y(/z) 
-\-  (^a X  —  OLC z)y(xdz  —  z dx )  =  o : 

ces  courbes  font  donc  partie  du  système  (i,  Ji  ),  tl  apiès 
les  notations  de  Cbasies. 

Jicmarffiic  II .  —  Si   l'on  prend   les    transformées  de 

Aiin.  (le  Mat/irnint.,  3*  série,  I.  II.  (Février    iS8'>.)  O 


(  «--^  ) 

ces  courbes  par  le  principe  de  dualité,  ou  aura  un  systèmi; 
de  courbes  douées  de  points  de  rebroussement  imagi- 
naires et  le  lieu  de  ces  points  de  rebroussement  se  com- 
posera de  deux  èonifjues.  Ces  courbes  corrélatives  fe- 
ront partie  du  système  (2,  i),  c'est-à-dire  qu'il  en 
existera  une  seule  tangente  à  une  droite  donnée  et  qu'il 
en  passera  deux  par  cliaque  point  du  plan. 


SIR  LA  CIUCOKFÉUEÎVCE  DES  NEIF  VmU, 

Par  m.  E.  CATALAN. 


1.    7^/ i  an  g  les    annexes. 


Par  le  sommet  B  d'un 
triangle  ABC,  menons  la  droite  B.r,  symétrique  de  BC, 
relativement  à  AB;  et,  par  le  sommet  C,  menons  Cj, 
symétrique  de  BC,  relativement  à  AC.  En  général,   ces 


A' 


droites  Bjr.  Cj  déterminent,  avec  BC,  un  triangle 
BCA'  (  ^  ).  Pour  abréger,  je  dirai  que  ce  triangle  est  V an- 
nexe de  ABC,  suivant  BC. 

D'après  la   construction,  les  angles  CBA',  BCA'  sont 


(')  Si   r;iiii.'lf  A  est   (hdit.   les  liiriir?  U.r.  C.r  sont   [Kiiiillclr- 


(  »■'>  ) 

donnés  par  les  formules 

d'où  il  résulte,  semblablement, 

A' =1^  —  1  A. 

Ainsi;  les  angles  du  triangle  annexe  de  ABC  sont 
les  suppléments  des  doubles  des  angles  du  triangle 
ABC. 

2.  Remarque.  —  Les  trois  annexes  d'un  triangle 
donné  sont  semblables  entre  elles. 

3.  Théorème  I.  — La  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  ABC  contient  les  centres  des  cercles  inscrits 
aux  trois  annexes  de  ABC  De  plus,  ces  centres  sont 
les  points  diamétralement  opposés  aux  sommets  A,  B,  C. 

Soit  a  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  BCA'.  La 
droite  Ba,  bissectrice  de  l'angle  CBA',  est,  par  la 
construction  même,  perpendiculaire  à  BA'.  Semblable- 
ment, Ca  est  perpendiculaire  à  CA.  Donc  la  circonférence, 
décrite  sur  A  a  comme  diamètre,  est  circonscrite  au 
triangle  donné. 

4.  Théorème  II.  —  Les  sommets  A,  A'  et  les  centres 
O,  a  appartiennent  à  une  même  droite,  bissectrice  de 
l'angle  A'. 

Soit  \'a  cette  [)issectrice.  On  a 

B  a  A'  ^  '2''  —  i  1  A'  -!-  B'  )  rz.  A  -h  B. 


D'un    autre  coté,  les   angles   BaC,    BCA  sont   éi^aiix, 

le  segmen 

BaC  =  G; 


comme  niscrits  au  même  segment 


loue 

H  a  \  -I    BaC  =  A  +  B  -i    C  =  •i'^. 


(  84  ) 

5.  Remauques.  —  i"A  est  le  centre  du  cercle  ex- 
inscrit au  triangle  A'BC,  tangent  au  côte  BC^  2°  le 
rayon  de  ce  cercle  est  la  hauteur  du  triangle  ABC, 
opposée  au  côté  BC. 

6.  Relations  entre  les  éléments  des  quatre  triangles. 
—  Ces  relations  donnent  lieu  à  d'intéressants  exercices 
trigonoinétriques.  En  général,  elles  sont  assez  compli- 
quées, sauf  celle-ci  : 

Soit  R  le  jYi}on  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
donné;  soient  A,  [jl,  v  les  distances  AA',  BB',  CC.   Oti  a 

I        I        I         I 

A  (JL  V  II 

7.  Circonférence  des  neuf  points.  —  Supposons  que 
A,  B,  C  soient  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  MAP. 
La  circonférence  ABC  devient  la  circonférence  des  neuf 
points  (milieux  des  côtés  ^  pieds  des  hauteurs-,  milieux  des 
segments  compris  entre  les  sommets  etle  point  de  concours 
des  hauteurs);  elle  contient  donc  les  centres  des  cercles 
inscrits  aux  annexes  de  ABC.  Autrement  dit  : 

Théorème.  —  La  circonférence  des  neuf  points,  rela- 
tive à  un  triangle  MNP,  contient  les  centres  des  cercles 
inscrits  aux  annexes  du  triangle  dont  les  sommets  sont 
les  ndlieux  des  côtés  de  MNP. 

Voilà  donc  trois  points,  ajoutés  aux  neuf  que  l'on 
(connaissait  (  '  ). 


(')  Nous  faisons  abstraction  des  autres  points  remarquables,  en 
nombre  indéfini,  situés  sur  la  circonférence  des  neuf  points.  Voir 
Jliéorèmes  et  prohlcmcx  de  Géométrie  élémentaire.  r>'  rrlit..  p.   i8i. 


[^ 

PftOPlilÉTÉS  D'Il^E  COIJIÎBE  DE  POIUSIITE^ 

Par  m.  Ernest  GÉSARO. 


I.  Deux  mobiles  M,  [J.  partent  eu  même  temps  d'un 
point  O.  M  parcourt  une  trajectoire  quelconque,  ji.  se 
meut  de  manière  à  occuper,  à  chaque  instant,  le  centre 
de  gravité  du  chemin  parcouru  par  M.  Soient  x,  j'  et 
a,  p  les  coordonnées  respectives  de  M,  p..  Soient  ;*  la  dis- 
tance M[ji  et  5,  7  les  chemins  respectivement  parcourus 
par  M,  [A. 

1°  On  a 

5  a  r=  fx  ds, 

s?=^ffds, 
et,  en  différentiant, 

s  dy.:=.  [x  —  a)  ds, 

Sd'^—(y—<^)ds. 

Ces  égalités,  divisées  membre  à  membre,  donnent 

dcf.         X  —  a 

Donc  le  second  mobile  est  constamment  dirigé  vers 
le  premier.  Les  mômes  égalités,  élevées  au  carré,  ajou- 
tées membre  à  membre,  donnent 

d<j r 

ds       s 

Donc  le  rapport  des  vitesses  des  deux  mobiles  est 
égal  au  rapport  de  leur  distance  au  cliemin  parcouru 
par  le  mobile  poursuivi. 

2^^  Diliérenliant  l'égalité 


r-  — 


(^r -"  «)'-+■  (r-!5)«, 


(  S(i  ) 
on  trouve 

dr Ar  —  'x  dx       y  —  ^  dy\        /.r  —  a  c/a        y  —  ^  d^ 


ds       \      r       ds  r       ds  J       \      r       ds  r       ds 

Or,  si  l'on  désigne  par  9  l'angle  des  tangentes  aux  deux 
trajectoires,  en  deux  points  correspondants,  la  première 

parenllièse  est  évidemment  écrale  à  cosB,etlasecondeà  ^-• 

°  ds 

Donc 

.        d{cy-^r) 

cos6  m  — ^ — -, 

ds 

ou  bien 

ces  8  =  2  A:  +  5  -T-j 
ds 

d\S         r 
si  l'on  désigne  par  h  le  rapport  des  vitesses  -y-  ou  -• 

IL  Y  a-t-il  des  trajectoires  pour  lesquelles  k  reste 
constant?  On  doit  avoir  cosQ  =  ih^  c'est-à-dire  que  9 
doit  être  constant.  Généralement,  cet  angle  est  nul 
en  O  :  donc  il  doit  rester  constamment  nul,  et  l'on  doit 
avoir  k  =  ^.  Les  trajectoires  se  confondent  en  une  ligne 
droite.  Mais  9  peut  ne  pas  être  nul  en  O,  et  cela  arrive 
lorsque  la  tangente  en  O  n'est  pas  déterminée,  comme 
dans  une  spirale  logaritlimique  de  pôle  O.  Alors  les  tra- 
jectoires jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1°  cos9  =  ik.  9  est  constant. 

9.^  r  z=  T  =z  ks.  La  distance  des  deux  mobiles  est 
égale  au  chemin  parcouru  par  le  mobile  poursuivant, 
et  proportionnelle  au  chemin  parcouru  par  le  mobile 
poursuivi. 

III.  Examinons  le  cas  d'une  spirale  logarithmique, 
dont  l'équation  est  u  =  ae^^"^ . 

i"  Les  arcs  étant  comptés  à  partir  du  pôle,  les  for- 
mules   ordinaires    donnent,    pour    les   coordonnées  du 


(  8;  ) 

centre  de  gravité,  les  valeurs  suivantes 

mu  . 

ce  =z  — ;  (sinio  -(-  2  m  cosoj  ), 

I  -f-  4/^ 

p  —-- , — ;  {lîii  sino>  —  cosw). 

I  4-  477Z^ 

Puis 

X  —  a  =  ; [(  I  H-  2  /72-  )  cos  to  —  m  sin  w] , 

I  -^  4  't^' 

y  —  B  = 7 — -  [m  cosco  4-  (i  -f-  2m^)sinw], 

y/ 14-  4'^i 
D'autre  part,  on  sait  que 

sJ\  4-  m"^ 
5  = U. 

m 
Par  suite, 

<i?c7 r m 

"^  ds~  s~  y/i -1-4^2 

Donc  /<?  rapport  des  vitesses  est  constant. 
2°  On  a 


^i  4-  ^ni^ 

Donc  le  rapport  des  rayons  vecteurs  est  constant. 
3«  On  a 

COSO  :=  2  k 


d'où 

tansO  = =:^tangV, 

si  l'on  désii^nc  par  V  l'angle  constantqiie  fait  la  tangente 
en  M  avec  OM.  Il  est  donc  facile  de  construire  0,  cou 
naissant  V.  D'autre  part, 

S         7.  m  sin  (0  —  rosco 

-  ~  -; tan2:(o)  —  0). 

et        sin  (0  4-  a  m  cosw  ^ 


(88) 

Donc  l'angle  des  rayons  vecteuis  OM,  Oui  est  con- 
stant et  égal  à  9.  Remarquons  aussi  que  Le  triangle 
OiMp.  reste  toujours  semblable  à  lui-uiénie. 

4°  De  ce  qui  précède,  il  résulte  une  construction  fort 
simple  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  spirale  logarith- 
mique, compté  à  partir  du  pôle.  Soit  MT  la  tangente 


/•r 

en  M.  On  mène  0[J(.,  M|jl  faisant  respectivement  avec 
OM,  MT  le  même  angle  8.  Le  point  ^  est  le  centre  de 
gravité  cherché.  Si  l'on  élève  [jlN  perpendiculaire  à  Oja, 
on  a 

cosO         cosQ 

Donc  N  est  le  milieu  de  OM.  De  là  une  autre  construc- 
tion. Enfin,  une  troisième  construction  consiste  à  dé- 
crire  sur   OM,  ON    les   circonférences    respectivement 

capables   des    angles   t.  —  V,   -•  Ces  circonférences  se 

coupent  en  {jl,  au  centre  de  gravité  cherché. 

5°  L'angle  O  [jlt  est  évidemment  égal  à  8-f-(V  —  8)=V. 


Donc  le  lieu  du  point  {jl  est  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière et  de  même  pôle. 

6°  On    démontre    aisément    que    le  centre  de    cour- 


(89  ) 
bure  C,  de  la  spirale  (M)  au  point  INI,   est  le  point  dia- 
métralement opposé  à  M,  dans  la  circonférence  OMjJt.,  et 
que  le  centre  de  courbure  de  la  spirale  (p-),  au  point  |jl, 
se  trouve  au  milieu  de  C[ji. 


COACOllRS  D'AD^llSSIO^  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EIV  1882. 


PREMIERE   SESSION. 


I.  —  Géométrie  analytique. 

Soit  -2  H-  '^2  —  1  =  "  l'équation  d'une  ellipse  rapportt^e 

à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  soient  a  et  p  les  coordonnées 

d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent 

par  les  points  de  contact  M  et  M'  des  tangentes  menées 

du  point  P  à  l'ellipse  et  par  les  points  O  et  Q'  où  cette 

II.  ^11'      a-27        3r 

ellipse  est  rencontrée  par  la  droite  — r  —  ~  -}-  a  =  o. 
•■  ^  a-         o~        ' 

Disposer  du  paramètre  [jl  et  de  l'autre  paramètre 
variable  que  contient  l'équation  générale,  de  manière 
qu'elle  représente  une  hyperbole  équilatère,  passant  par 
le  point  P. 

On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  -{-  j  =  l.^  et  l'on  deinaiide  : 

1°  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  relllpse 
sur  la  droite  QQ'", 

2°  Le  lieu  décrit  parle  point  de  rencontre  des  cordes 
MM'  et  QQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points 
fixes,  quel  que  soit  /,  et  déterminer  ces  points.  CheiTlier 


(  9"  ) 
poiii- ([lU'llcs  valeiiis  dt*  /  ce  lieu  se  lédiilL  à  doux  droites 
et  déterminer  ees  droites. 

II.  —  l'Jpuve. 

Ilj  pej'holoïdc  à  une  nappe,  entaillé  par  quatre 
sphères.  —  L'Iiyperboloide  a  son  axe  (c,  z')  vertical, 
à  o'",io5  du  plan  vertical  et  au  uiilieu  de  la  feuille^  la 
cote  de  son  centre  est  o'",o87*,  les  rayons  de  son  col- 
lier (/•,  r')  et  de  sa  trace  horizontale  (9)  ont  respecti- 
vement o'",oo8  et  o"*,o90  de  longueur. 

Les  sphères,  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  du 
collier  (/•,  /'),  touchent  le  plan  horizontal  aux  extrémités 
(a<,  a\)^  (rtoi  ^'2)1  (^'35  ^'3)?  (^''o  '^/J  des  deux  diamètres 
du  cercle  (8)  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  construire  les  projections  des  inter- 
sections de  l'hyperboloïde  avec  les  sphères. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  les  parties  de 
la  surface  de  l'hyperboloïde  qui,  placées  à  l'extérieur 
des  sphères,  sont  comprises  entre  le  plan  horizontal  de 
projection  et  le  plan  horizontal  P',  à  la  cote  o"^,!^!.  On 
indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  l'une  des  lignes 
d'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'",22o  du  petit  côté  inférieur.  Les  dimensions 
du  cadre  sont  o™,  27  et  o"',  4^- 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :   Hyperboloïde  entaillé  par   quatre 

sphères. 

m.  —  71'iangle. 

On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle,  savoir  : 

m 

a  =  49.57,  819, 
h  =  7314,  2o5, 


(9'  ) 
et  l'on  demande  de  calculer  les  trois  angles  A,  B,  C  et 


l'aire  S  du  triangle, 


IV.  —  Physique  et  Chimie. 

1 .  On  a  deux  baromètres  fixes,  A  et  B,  formés  de  deux 
tubes  cylindriques  fermés  à  la  partie  supérieure  par  des 
surfaces  planes. 

Dans  une  première  expérience,  à  la  température  de  o°, 
la  pression  étant  mesurée  dans  les  deux  baromètres  par 
une  colonne  de  mercure  H,  et  la  longueur  de  la  chambre 
barométrique  de  A  étant  /,  on  introduit  dans  cet  espace 
vide  une  quantité  d'air  qui  fait  baisser  le  mercure  de  h 
dans  le  tube,  le  niveau  étant  supposé  constant  dans  la 
cuvette. 

La  température  et  la  pression  changent  alors  ^  la 
pression  lue  au  baromètre  B  est  devenue  H'-,  la  colonne 
de  mercure  de  A  a  une  hauteur  M'  —  li' .  A  quelle  tempé- 
rature a  été  faite  cette  deuxième  expéri  ence  P  On  négligera 
la  dilatation  des  tubes,  du  mercure  et  de  la  règle  qui  a 
servi  à  elfectuer  les  mesures. 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air  :  a  =  o,oo3665. 

Exemple  numérique  :  H  =  76"",     l  =  i.f",     h  =  6*-'", 
H'  =  G4*='",     /i'^f'",i29. 

2.  Indiquer  sommairement  les  préparations  de  Tacide 
sulfureux,  et  donner  les  formules  qui  les  représentent. 

3.  Combien  faut-il  de  litres  d'air  (à  o"  et  y6o"^'")  pour 
brûler  29?'",  70  de  soufre? 

Equivalents  en  poids S  —  16,     0  —  8 

Poids  du  litre  d'oxygène  à  o"  cl  7G0"""..      l*•'^  {3 
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SECONDE   SESSION. 


I.  —  Géométrie  analytique. 

On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  eoordonnées 
rectangulaires  OX,  OY  et  deux  points  H  et  li^  le 
premier  défini  par  ses  coordonnées  a  et  b.,  le  second 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  point  O. 

Par  ce  dernier  point,  on  mène  une  droite  indéfinie  DOE 
formant  avec  l'axe  OX  un  angle  DOX  =:  0^  on  projette 
les  points  H,  H'  sur  cette  droite  en  A,  N . 

On  projette  le  point  h  en  u  sur  l'axe  OX,  et  le  point  u 
en  «1  sur  la  droite  DOE. 

On  projette  le  point  h'  en  i>  sur  l'axe  OY,  et  le  point  v^ 
en  ^^^  sur  la  droite  DOE.  (Toutes  ces  projections  sont 
orthogonales.) 

Enfin  sur  la  longueur  u^v^,  comme  hypoténuse,  on 
construit  un  triangle  rectangle  u^v^S^  en  menant  ^^^S 
parallèle  à  OX  et  u^  S  parallèle  à  OY. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i^  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S,  en  fonction 
des  trois  constantes  «,  ^,  8  ^ 

1°  D'écrire  l'équation  d'une  parabole  ayant  le  point 
S  pour  sommet  et  la  droite  DOE  pour  directrice^ 

3°  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les 
paraboles  obtenues  en  faisant  varier  l'angle  0  se  compose 
d'un,  système  de  deux  circonférences  de  cercle  ^ 

4°  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tan- 
gentes aux  axes  de  coordonnées^ 

5"  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec 
ces  axes  se  croisent  toutes  vn  \u\  même  point. 
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II.  —  Epure. 

Intersection  de  deux  cônes.  —  Les  cônes,  dont  les 
sommets  (5,  5')  (/^,  i!)  ont  resjjectivement  pour  cotes 
g"*,  o5o  et  o"*, 080,  touchent,  suivant  deux  génératrices 
verticales,  distantes  de  0^^,070,  un  même  plan  de  front 
F,  dont  l'éloignement  du  plan  vertical  égale  o'",o35.  Les 
sections  de  ces  cônes,  par  un  plan  horizontal,  à  la  cote 
0^,090,  sont  deux  cercles  égaux  (y,  y'),  (y<,  y',)  dont 
les  rayons  ont  o'",o42  de  longueur. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps 
constitué  par  la  partie  du  cône  de  sommet  (^,  5')  qui, 
placée  de  part  et  d'autre  de  ce  sommet  et  à  l'extérieur  de 
l'autre  cône,  se  trouve  comprise  entre  :  1°  un  plan  de 
front,  dont  l'éloignement  du  plan  vertical  est  o"^,02o; 
2®  un  plan  horizontal^  à  la  cote  o'",23o;  et  3"  le  plan 
horizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions 
employées  pour  déterminer  un  point  de  la  courbe 
commune  aux  cônes,  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  droite  ss^  à  égale  distance  des  grands  côtés  du 
cadre,  et  la  ligne  de  terre  à  o"",  1 70  du  petit  côté  inférieur. 
Les  dimensions  du  cadre  sont  o"\  9.7  et  o'".4o. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  de  deux  cônes. 


Soient 


III.  —  Triangle, 


a.  —  4546,79.3, 
b  ■=  0678,364, 
c  —  69.46,  549 


les   trois  côtés   d'un    Iriangh^  Cah^ik^r   les   ani;hs  et   la 
surface. 
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1\  .  —  Physique  Ci  Chimie. 

Un  tube  cylindrique,  fermé  à  sa  partie  supérieure  par 
une  surface  plane  A,  plonge  dans  l'eau  par  sa  partie 
inférieure  ouverte  B. 

Le  niveau  mn  de  l'eau  dans  ce  tube  est  le  même  que 
le  niveau  extérieur  MN.  L'espace  Knin  de  hauteur  /  est 
plein  d'air  saturé  de  vapeur  d'eau  5  la  température  de 
l'air  cl  de  l'eau  vers  la  surface  est  it,  et  la  tension  corres- 
pondante de  la  vapeur  d'eau  est  mesurée  par  une  colonne 
de  mercure  /*. 

On  fait  alors  descendre  verticalement  le  tube  dans  des 
couches  plus  profondes  où  la  température  est  t'  et  la 
tension  correspondante  de  la  vapeur  d'eau /^'.  La  distance 
du  niveau  fixe  MN  à  la  nouvelle  surface  de  séparation  tn'n! 
est  h.  Quelle  est  la  longueur  x  de  l'espace  occupé  par 
l'air  humide? 

La  pression  atmosphérique  reste  constante  à  la  surface 
MN,  où  elle  est  mesurée  par  une  colonne  de  mercure  de 
hauteur  IL 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  de  l'en- 
veloppe ni  de  la  dissolution  de  l'air. 

Exemple  numérique  :  l  =  20"",     t  =  20",     t'  —■  10°, 
H  =  76'='", 738,     A=^655'^"',25,    /=i'"",738,     /  =  o"='",9i8. 

Densité  du  mercure  :  D  =  i3,6.  Coefficient  de  dila- 
tation de  l'air  :  a  =r=  o,oo36j. 

2.  Lidiquerles  prépai'ations  industrielles  del'oxygène. 

3.  Quel  poids  d'acide  sulfurique  faut-il  dédoubler 
lotah'ment  en  acide  sulfureux  et  oxygène  (sous  l'action 
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de  la  clialeui),  pour  obtenir  i4o'''  d'oxygène  mesurés  à 
o°  et  à  ^60"""  de  pression. 

Équivalents  en  poids S  =  16,     O  =  8 

Poids  du  litre  d'oxygène  à  o"  et  760""'"..      i^*",  43 
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Depuisquel'utilitédes  déterminants  s'est  affirmée  par  de  nom- 
breuses applications,  plusieurs  monographies  ont  été  publiées 
pour  vulgariser  l'emploi  de  cette  notation  et  en  inculquer  rapi- 
dement les  principes  aux  élèves.  Aujourd'hui,  avec  le  déve- 
loppement que  prennent  les  Sciences  mathématiques,  le  nombre 
des  questions  à  enseigner  n'a  fait  qu'augmenter. 

Il  en  est  résulté,  pour  les  élèves  comme  pour  les  professeurs, 
le  besoin  d'Ouvrages  didactiques  exclusivement  limités  aux 
seules  données  indispensables  pour  la  conception  des  théories. 

Dès  187'),  M.  Mansion  a  publié,  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance niatliéniatique^  un  petit  Traité  de  44  P^g^s,  intitulé  : 
Eléments  de  la  tliéo rie  des  déterminants,  d'après  Baltzcr  et 
Salmon,  dont  une  traduction  allemande  par  MM.  W.  Ilorn  et 
S.  Giinthcr  a  paru  en  1878.  Cet  Opuscule  a  servi  de  plan  à  \  In- 
troduction à  la  théorie  des  déterminants  du  même  auteur, 
dont  la  première  édition,  de  9,8  pages,  a  été  publiée  en  1876. 

La  nouvelle  monographie  diiïère  de  la  première  par  plusieurs 
additions  dont  l'expérience  de  l'enseignement  a  fait  reconnaître 
la  nécessité  à  l'auteur.  11  ne  faut  pas  y  chercher  des  résul- 
tats nouveaux;  elle  est,  avant  tout,  destinée  à  servir  de  guide 
aux  professeurs  et  aux  élèves. 

V Introduction  à  la  théorie  des  f/é terminants  est  divisée 
en  trois  Chapitres  : 

I.    —    Déjinitions  et  prof)riélés   fondamentales. 

Foniialion  des  (h'^tcnniiiaiil^  de  ({iialrc  et  de  neuf  élt-nuMils. 
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Propriétés  de  ces  déterniinants  spéciaux. 

II.  —  Calcul  des  dé  tei- minant  s. 

Propriétés  des  mineurs.  Principe  de  l'addition  des  lignes. 
Sommes  et  produits  de  déterminants. 

m.  —  Applications. 

Equations  linéaires  à  deux  et  à  trois  inconnues.  Equations  de 
degré  supérieur. 

Appendice.  —  Définitions  parles  dérangements  ou  inversions 
et  par  les  produits  symboliques. 

L'Opuscule  renferme  80  exemples  ou  exercices,  destinés  à 
familiariser  le  lecteur  avec  les  applications  les  plus  essentielles 
des  déterminants.  H.  Brocard. 


Pl!IUJC\TIO^S  RÉCENTES. 


i.  Recueil  d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal, 
par  M.  F.  Frenet^  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  Ouvrage 
destiné  aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole 
Normale,  aux  élèves  de  ces  Ecoles  et  aux  personnes 
qui  se  préparent  à  la  licence  es  Sciences  mathématiques. 
Quatrième  édition,  revue  et  augmentée.  —  Paris,  Gau- 
thier-Vil  lar  s-,  1882. 

2.   ExEUCiCES  DE  Géométrie,  comprenant  l'exposé  des 

MÉTHODES    géométriques     ET    2000    QUESTIONS     RÉSOLUES, 

par  F.  1.  C.  Deuxième  édition.  —  Tours,  Alfred  Mame 
et  fils.  Paris,  Poussielgue  frères^   1882. 

EURA  TU  M. 


Dans  la  question  l'iSO,  nu'nie  tome,  au  lieu  de 


s'ïw'^xsj  1  —  sin"'jK  =  «•      sin"y  y/i  —  sin"'ic  —  b, 

il  faut  

^'ui"x\j  1  —  sin'"'y  =  a,      '>'\ii''y\J  1  —  sin'"'x  =  b. 
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SDR  LES  COURBES  DE  DIRECTION  DE  U  TROISIÈME  CLASSE 

Par  m.  LAGUERRE. 


I. 

1.  Etant  donnée  une  semi-droite  queleonqne  A,  si 
j'on  considère  l'ensemble  des  semi-droites  qui  lui  sont 
parallèles,  on  peut  les  regarder  comme  concourant  en 
un  même  point  situé  à  l'infini  et  que  je  désignerai  par 
A^.  Les  semi-droites  parallèles  à  la  semi-droite  op- 
posée —  ^  (  '  )  peuvent  être  regardées  comme  concou- 
rant en  un  même  point  —  A^  situé  à  l'infini. 

Ces  deux  points  doivent  être  considérés  comme  dis- 
tincts, et,  si  l'on  appelle  D  la  droite  définie  par  les 
semi-droites  A  et  — A,  on  voit  que  D  renferme  deux 
points  situés  à  Tinfîni,  à  savoir  A    et  —  A    . 

1  '  '  »  oc 

Nous  considérerons  les  points  à  l'infini  comme  situés 
sur  une  conique  infiniuient  aplatie  et  ayant  pour  som- 
mets les  ombili(;s  du  plan,  et,  pour  plus  de  clarté,  j'ap- 
pellerai le  point  A^  un  senii- point,  en  sorte  que  la  co- 
nique de  V infini  sera  le  lieu  des  semi-points  du  plan. 

Un  point  de  la  droite  de  Vinfini  doit  êlre  considéré 
comme  la  réunion  de  deux  semi-points  opposés. 

Si  l'on  imagine  un  cycle  variable  qui  touclie  constam- 
ment deux  semi-droites  oj)posées  A  et  — A,  ce;  cycle, 
lorsqiu;  son  centre  est  rejeté  à  l'infini,  se  réduit  aux  deux 
semi-points  A    et  —  A   . 

X  a:  -c 

Un  semi-point  peut  être  considéré  comme  une  courbe 
de  direction  de  la  classe  un  ;  il  n'y  a  du  reste  lias  d'autrir 
courbe  de  direction  qui  soit  de  celte  classe. 

(')   Vax  p«'iu''ral,    D  (It'-siiriiaul     une  scMiii-droilo  (HioIc(>m|in\  j'appi^l- 
Icrai  —  I)  la  semi-droilc  opposrc. 

Ann.  de   Mathém..  o'"  scn'»',  t.  II.  (  iMars   i88.').)  " 
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Les  courbes  dv   d'ivcvùon   de   la    deuxièincî   classe  ne 
comprennent  que  les  cycles-   je  nie  propose,  dans  cette 
INoK^,  d'étudier  les  courbes  de  direction  de  la  troisième 
classe. 

2.  Soit  p.  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  me- 
ner à  une  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  et 
parallèlement  à  une  semi-droite  donnée;  comme  on  peut 
lui  mener  également  [j.  tangentes  parallèles  à  la  semi- 
droite  opposée,  il  résulte  de  là  que,  par  un  point  de  la 
droite  de  Tinfini,  on  peut  mener  h  la  courbe  2  [x  tan- 
gentes distinctes  de  cette  droite.  En  désignant  par  p  le 
nombre  des  points  de  contact  de  la  droite  de  l'infini  et 
de  la  courbe,  on  a  donc 

2  IJ.  -h  p   =:   3  , 

et,  comme  0  ne  peut  être  égal  à  3, il  en  résulte  p  =::  i  et 

Ainsi  la  courbe  considérée  touche  la  droite  de  l'infini  ; 
une  semi-droite  isotrope  coïncidant  avec  son  opposée, 
on  voit  en  outre  que  les  deux  tangentes  (distinctes  de 
la  droite  de  l'infini)  que  l'on  peut,  d'un  ombilic  du  plan, 
mener  à  la  courbe,  sont  confondues;  la  courbe  passe 
donc  par  les  deux  ombilics. 

3.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  une  courbe  de 
direction  de  la  troisième  classe  qu'une  seule  tangente  T 
parallèle  à  une  semi-droite  donnée.  Traçons  dans  le  plan 
un  cycle  arbitraire  K  et  menons  à  ce  cycle  une  tangente 
B  parallèle  à  T;  je  dirai  que  cette  tangente  est  l'image 
de  T.  Si  l'on  imagine  un  nombre  quelconque  de  tan- 
centes  à  la  courbe  considérée  et  si  l'on  mène  tangentiel- 
lement  à  R  des  tangentes  parallèles,  ces  dernières  (ou  si- 
Ton  veut  encoie  l(!urs  points  de  contact)  formeront 
l'image    des    tangentes    à     la    courbe.     On     \()it    ([u'une 
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tangente  à  Ja  courbe  est  déteriniiiée  quand  on  se  donne 
son  image  sur  le  cycle  K. 

4.  Considérons  une  courbe  de  direction  de  la  troisième 
classe  H  et  une  tangente  quelconque  T  à  cette  courbe. 
Par  chaque  point  de  celte  semi-droite,  on  peut  mener  à 
la  courbe  deux  tangentes  distinctes  de  T;  soient  aA  et 
A  a'  les  tangentes  issues  d'un  point  quelconque  A  de  T. 
Inscrivons  dans  ces  deux  semi-droites  un  cycle  quel- 
conque K  sur  lequel  nous  ferons  l'image  des  tangentes 
à  H. 

Soit  B  un  autre  point  quelconque  deT^  désignons  par 
B^  et  p'B  les  tangentes  issues  de  ce  point  et  soient  v^  et 
^h  leurs  images  sur  le  cycle  fixe  K.  Il  est  clair  que  si  Ton 
se  donne  la  semi-droite  />y.  la  tangente  Bj3  est  détermi- 


i  " 


née  et,  par  suite,  le  point  B  ainsi  ([ue  la  deuxième  tan- 
gente B^'  et  son  image  ^v^  Des  deux  tangentes  au  cvcb^ 
K,  Z>y  (ît  />y',  Tune  étant  déterminée  quand  on  se  donne 
l'autre,  il  en  résulte  cpi'elles  forment  un  système  en  in- 
volution  et  que  leur  point  de  rencontre  h  décrit  une 
droite  du  plan.  (]ctt(^  droite  U  passe  du  lesle  par  le 
point  A,  puisqne  les  tangentes  A  a  et  Aa'  se  confondent 
avec  leurs  images. 
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A  chaque  point  B  de  la  droite  T  correspond  un  point 
!)  de  la  droite  U;  les  points  B  et  h  déterminent  donc  sur 
ces  droites  des  divisions  liomograpliiqucs  et,  comme  le 
point  A  se  correspond  évidemment  à  lui-même,  on  en 
conclut  que  la  droite  BZ>  passe  par  un  point  fixe  du  plan. 

Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  fixe,  je  re- 
marquerai que,  si  le  point  B  s'éloigne  à  l'infini  sur  la 
tangente  T,  l'une  des  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point 
mener  à  la  courbe  est  la  tangente  opposée  à  T.  Si  donc 
nous  menons  au  cycle  K  la  tangente  %  anti-parallèle  à  T, 
le  point  b  est  situé  sur  cette  semi-droite  et  la  droite  ^B 
se  confond  avec  6  qui,  par  suite,  contient  le  point  fixe 
cherché. 

Soit  P  ce  point  fixe^  par  ce  point  menons  une  droite 
parallèle  à  U  et  coupant  T  au  point  (o.  Le  point  w'  où 
P(o  rcMicontre  U  étant  situé  à  l'infini,  les  tangentes  me- 
nées de  (o'  au  cycle  K  sont  opposées  et  ont  pour  direc- 
tions celhîs  déterminées  par  la  droite  Po)^  il  résulte  donc 
de  ce  qui  précède  que  les  tangentes  issues  de  (o  sont  les 
deux  semi-droites  opposées  déterminées  par  la  droite 
Pto,  qui  est  ainsi  une  tangente  double  apparente  de  la 
courbe. 

Ainsi  la  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  la 
plus  générale  passe  par  les  ombilics  du  plan,  touche  la 
droite  de  l'infini  et  a  une  tangente  double  apparente 5 
c'est  donc  unhypercycle  cubique,  ou,  en  d'autres  termes, 
une  anticaustique  par  réflexion  de  la  parabole,  les  rayons 
incidents  étant  parallèles. 

5.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut  en- 
core s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  une  tangente  quelconque  T  à  un  hyper- 
cycle  cubique  H^  d'un  point  A,  pris  arbitrairement  sur 
celte  semi-droite,  menons  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
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A  a  et  A  a'  qui  sont  distinctes  de  T,  puis  inscrivons  dans 
ces  semi-droites  un  cycle  quelconque  K. 

Fi  g.   i. 


Menons  à  ce  cycle  la  tangent(;  O  anti-parallèle  à  T  et 
soit  Pie  point  où  cette  tangente  rencontre  la  tangente 
double  PP'  de  la  courbe-,  soit  déplus  AU  la  droite  menée 
par  A  parallèlement  à  P. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  fixe  P,  on  mène  une  sé- 
cante arhitjaire  coupant  respectivement  T  e^  U  aux 
points  B  et  Z>,  les  tangentes  que  V on  peut  mener  à  l  hy- 
percycle  par  le  point  B  sont  parallèles  aux  tangentes 
menées  du  point  h  au  cycle  K. 

6.  Par  le  point  P  menons  au  cycle  K  la  tangente  PCc 
(jui  est  distincte  de  0-,  il  est  clair,  d'après  la  proposition 
précédente,  que  cette  semi-droite  est  égab^nent  tangente 
à  riiypercycle,  et  qu'en  faisant  varic'r  le  cycle  K,  qui  est 
assujetti  à  la  seule  condition  de  toucher  les  tangent(vs 
A  a  (;t  Aa',  on  obtiendra  ainsi  toutes  les  tangentes  à  la 
courbe. 

Uemaïquons  maintenant  que  le  cycle  cpii  touclie  à  la 
l'ois  les  tangentes  Aa,  A  a',  PC  est  précisément  le  cvcle 
K,  fpie  celui  (jui  touche  PC-  et  les  diuix  langenUs  oppo- 
sées  PP'  et  P'P  se  l'éduil    au    point    P:    cnlin    cpie,  des 
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deux  langeiïtos  cominiiiR's  à  ces  cycles,  rime  est  C  et 
l'autre  la  semi-droite  H  dont  la  dircctiou  reste  con- 
stante, quelle  que  soit  la  tangente  PC  considérée;  nous 
pourrons  alors  énoncer  la  proposition  fondamentale 
suivante  : 

TuÉonÈME   I.    —  Soient  A,  A'  et  ^    ^^' 
de  tangentes  à  un  hyper  cycle  cuhiq 
gante  quelconque  à  cette  courbe  ;  co. 
cycles  qui  toucJieiit  respectii^enient  I  J  et 

T;  ces  deux  cycles  ont  T  pour  tnng.  Mie,  la 

seconde  tangente  commune  0  est  paic^cccLe  à  une  senn- 
droite  fixe. 

Il  suffit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer 
qu'une  transformation  par  senii -droites  réciproques 
transforme  un  liypereycle  cubique  en  une  courbe  de 
même  espèce  et  que  l'on  peut  toujours  elfectuer  la  trans- 
formation de  telle  sorte  que  les  tangentes  B  et  B'  se 
transforment  en  une  tangente  double  apparente  de  la 
courbe  transformée;  auquel  cas  le  théorème  résulte 
immédiatement  des  remarques  qui  précèdent. 

6.  Le  théorème  précédent  donne  une  propriété  re- 
marquable de  six  tangentes  quelconques  à  un  hyper- 
cycle.  En  voici  d'autres  conséquences  ; 

Étant  donnés  deux  couples  de  semi-droites  fixes  A,  A' 
et  B,  B'  et  une  direction  fixe  0o>  menons  une  semi-droite 
quelconque  0  parallèle  à  ©oi  P^i''  construisons  les  cycles 
qui  touchent  respectivement  A,  A'  et  B,  B,  B'  et  6.  Ces 
cycles,  qui  touchent  0,  ont  en  outre  une  deuxième  tan- 
gente commune  T;  cette  tangente,  lorsque  0  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même,  enveloppe  un  Inq^ercycle 
cubicjue  tangent  à  A,  A',  B  et  B'. 

Si    l'on    fait   vaiier   la   rlircclion   0„,  on    déterminera 
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ainsi  lous    les  liypercycles   cubiques    qui    touchent   les 
quatre  semi-droites  A,  A',  B  et  B'. 

7.  Comme  application,  supposons  que  les  tangentes 
A  et  A'  soient  les  tangentes  isotropes  issues  du  foyer  F 
de  la  courbe  et  que  lx3s  tangentes  B  et  B'  soient  les  semi- 
droites  opposées  détînies  par  la  tangente  double  appa- 
rente PQ. 

En  désignant  par  T  une  tangente  quelconque  à  l'hy- 
percycle,on  voit  que  le  cycle,  qui  touche  T  et  les  droites 
isotropes  issues  de  F,  est  le  cycle  K  qui  a   précisément 

Fig.  3. 


F  pour  centre^  le  cycle  qui  touche  T,  B  et  B'  se  réduit 
au  point  de  rencontre  a  de  T  et  de  PQ.  La  seconde  tan- 
gente commune  à  ces  deux  cycles  est  la  semi-droite  U 
qui  est  l'antisymétnque  de  T  par  rapport  à  la  droite  a  F. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qu'il 
serait  très  facile  du  reste  de  démontrer  directement  : 

IJiL  hypercycle  ayant  pour  foyer  le  point  F  et  jwur 
tangente  double  la  droite  PQ,  si  a  désigne  le  j)oint 
où  une  semi-droite  quelcojique  T  tangente  à  la  couihe 
coupe  la  droite  PQ,  V antisy métrique  de  T  relativement 
à  la  droite  Fa  a  une  direction  constante. 


II. 

8.   Etant  données    quatre    semi-droites    (juehonques 
A,,  Aj,  A.,  et  Aj,  construisons  les  bissectrices  (A,,  Aa), 
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(A,,  A.,),  (A,,A4)(^)^  les  loyers  des  paraboles  qui 
toiKhcnt  ces  trois  droites  sont  les  loyers  des  liypereycles 
cubiques  qui  touchent  les  semi-droites  données^  on  sait 
d'ailleurs,  par  un  tliéorème  connu,  (jue  le  lieu  des  foyers 
de  ces  paraboles  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  dé- 
terminé par  les  trois  bissectrices. 

Ainsi  le  lieu  des  foyers  des  hypercycles  cubiques  qui 
touchent  quatre  semi-dioites  données  est  un  cercle  K, 
et,  comme  il  est  facile  de  le  \oir,  ce  cercle  est  celui  qui 
contient  les  centres  des  quatre  c^xles  inscrits  dans  les 
triangles  que  l'on  peut  former  avec  les  semi-droites  don- 
nées en  les  prenant  trois  à  trois. 

Soient  K, ,  Ko  et  Ko  trois  de  ces  cycles  et  a, ,  ao,  ag  leurs 
centres  ;  F  désignant  le  foyer  de  l'un  quelconque  H  des 
hypercycles  qui  touchent  les  semi-droites  données  A, , 
Ao,  A3  et  A4,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  F,  a,,  a.^ 
et  ag  sont  situés  sur  le  cercle  K. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  appelle  I  et  J  les  deux  om- 
bilics du  plan,  le  rapport  anharmonique des  semi-droites 
FI,  a,  I,  aol  et  agi  est  égal  au  rapport  anharmonique 
des  semi-droites  FJ,  a,J,  aoJetagJ;  ce  que  l'on  peut 
encore  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si  l'on  mène  à  l'hypcrcycle  H  et  aux  cycles  K,,  K2  et 
K3  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  isotrope  d'un 
système,  puis  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  iso- 
trope de  système  diliérent,  les  deux  systèmes  de  semi- 
droites  ainsi  obtenues  ont  même  rapport  anharmonique. 

Remarquons  maintenant  qu'une  transformation  par 
semi-droites  réciproques   transforme  un  hypercycle  cu- 


(')  Je  rappelle  que  je  désigne  parla  notation  (  (".,  I))la  bissectrice 
(le  deux  semi-droites  données  C  et  I),  c'est-à-dire  la  droite  parfaite- 
ment déterminée  rpii  est  le  lieu  des  rentres  des  cycles  qni  touchent  ces 
sçmi -droites. 
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Lique  en  une  courbe  de  même  espèce,  que  le  rapport 
anliarnioiiique  de  quatre  semi-droites  parallèles  se  con- 
serve après  la  transformation  et  que  la  Iransformation 
peut  toujours  être  choisie  de  façon  que  deux  semi-droites 
prises  arbitrairement  aient  pour  transformées  des  droites 
isotropes  :  nous  en  conclurons  immédiatement  que  la 
proposition  précédente  subsiste  pour  des  directions  quel- 
conques prises  dans  le  plan. 
D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  A,,  Ag,  A3  et  A,  quatre 
semi-droites  e^  K,,  Kg,  K3  les  cycles  inscrits  dans  les 
triangles  que  l'on  peut  former  en  adjoigfiant  successi- 
vemejit  à  A4  deux  quelconcfues  des  semi-droites  A,,  A 2 
et  A3  ^  soit  de  plus  li  un  hypercycle  cubique  quelconque 
qui  touche  les  semi-droites  données.  Cela  posé,  si  l'on 
mène  à  la  courbe  et  aux  trois  cycles  des  tangentes  pa- 
rallèles à  une  directioji  quelconque  y  le  rapport  anhar- 
monique  de  ces  quatre  semi-droites  est  constant. 

On  peut  encore  l'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  trois  cycles  qui 
touchent  une  même  semi-di^oite  A,  si  une  semi-droite  T 
se  déplace  de  telle  sorte  que  le  rapport  anharmonique 
de  cette  semi-droite  et  des  tamrentes,  menées  aux  trois 
cycles  dans  une  direction  parallèle,  ait  une  valeur  con- 
stante A,  T  enveloppe  un  hj percj de  cubique  tangent 
à  A  et  aux  trois  semi-droites  qui  touchent  à  la  fois 
deux  des  cycles  donnés  (  '  ). 

Remarque.  —  En  faisant  varier  \v  nombre  A,  on  dé- 


(')  Si  les  trois  cvclrs  doiinrs  n'oliiieul  pas  tanîicnts  ;i  um-  riiêmo 
semi-droite,  l'eiiveloiipe  de  T  serait  un  liypei'rycle  de  la  <|ualri(ine 
rfasse  :  je  reviendrai  siir  re  sujet. 
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ItMiiiiiicra   ainsi   loiis    les    liypercycles   (jiii   louclicnl  les 
quatre  seiui-choiLes  dont  je  viens  de  parler. 

î).  Considérons  !<;  laisceau  des  hypercyeles  cubiques 
(]ui  touchent  quatre  semi-droites  données  Aj,  Ao,  A3  et 
A4.  Soient  A  et  A' deux  semi-droites  prises  arbitraire- 
ment^ à  chacune  des  courbes  du  faisceau  on  peut  cir- 
conscrire un  angh;,  et  un  seul,  dont  les  côtés  soient  pa- 
jallèles  à  A  et  à  A'^  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
lieu  du  sommet  de  cet  cmgle  est  une  conique  dojit  les 
asymptotes  sont  purnllèles  à  ^  et  à  A'. 

En  particulier,  quand  les  semi-droites  A  et  A' viennent 
à  se  confondre,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

^Si,  à  chacune  des  courbes  du  faisceau,  on  mené  une 
tani^ente  parallèle  à  une  semi-droite  donjiée  A,  le  lieu 
du  point  de  contact  est  une  parabole  dont  l'axe  est  pa- 
rallèle à  A. 

m. 

dO.  L'étude  des  courbes  de  direction  de  la  troisième 
classe  se  rattache  à  un  autre  genre  de  considérations 
d'une  grande  importance  dans  la  théorie  générale  des 
courbes  de  direction. 

Etant  donnée  dans  un  plan  fixe  une  droite  quelconque 
D,  on  peut,  par  cette  droite,  mener  deux  plans  isotropes 
qui  sont  distincts  si  la  droite  n'est  pas  elle-même  une 
droite  isotrope 5  nous  rattacherons  respectivement  ces 
deux  plans  aux  deux  semi-droites  A  et  — A  déterminées 
parla  droite  D. 

Ainsi,  par  toute  semi-droite  du  plan,  passera  un  plan 
isotrope  parfaitement  déterminé.  Cela  posé,  étant  don- 
née une  courbe  quelconque  de  direction  K,  si  l'on  ima- 
gine les  divers  plans  isotropes  qui  contiennent  les  tan- 
gentes  à   cette   courbe,    ces    plans   envelopperont   une. 


(    'o-   ) 
surface  2  ;  en  d'autres  termes,  si  l'on  considère  lndcvelop- 
pable  isotrope  (*)  complète  qui  est  circonscrite  à  K,  cette 
développa])le  se  décompose  en  deux  surfaces  distinctes 
qui  correspondent  à  K  et  à  la  courbe  qui  lui  est  opposée. 

H.  Il  résulte  de  là  que  la  classification  des  courbes 
planes  de  direction  se  ramène  à  la  classification  des  sur- 
faces développables  isotropes. 

Étant  donnée  une  surface  développable  isotrope  S  de 
classe  7',  tout  plan  sécant  P  la  coupe  suivant  une  courbe 
de  direction  K  qui  est  delà  même  classe.  Je  ferai  remar- 
quer en  outre  qu'en  désignant  par  B  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  S  la  projection  orthogonale  de  0  sur  le  plan  P 
est  la  développée  de  la  courbe  K  suivant  laquelle  le  plan 
coupe  la  développable. 

Les  cônes  isotropes  qui  ont  pour  sommets  les  divers 
points  de  0  coupent  le  plan  P  suivant  les  cycles  oscula- 
teurs  de  la  courbe  K. 

12.  On  voit,  en  particulier,  que  l'étude  des  courbes 
de  direction  de  la  troisième  classe  se  ramène  à  celles  des 
développables  isotropes  de  troisième  classe  et  ces  courbes 
sont  toutes  de  la  même  espè(;e,  puisqu'il  n'y  a  qu'une 
seule  espèce  de  développables  de  la  troisième  classe. 

Soient  0  une  cubique  gauclie  isotrope  et  S  la  déve- 
loppable isotrope  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement^ 
on  voit  que  toute  section  plane  de  S  est  un  hypercycle 
cubique  (en  d'autres  termes,  une  anticaustique  par  ré- 

(')  J'appelle  développable  isotrope  une  surface  (lével(^|>pal)le  dont 
toutes  les  généraLrircs  sont  dos  droites  isotropes  et  doiil,  par  snile, 
les  plans  oseulateurs  sont  des  plans  isotropes.  Voir,  à  rc  sujet,  mon 
Mémoire  sur  l'emploi  des  imaginai/ es  en  Géométrie  {\o/t\-e//es 
Annales,  ■.>"'  série,  t.  \I:  187a). 

Des  considérations  analogues  à  celles  {\nc  je  d('velop|>e  ici  ont  été 
employées  par  M.  Stephanos  dans  diverses  Communications  orale» 
faites  à  la  Société  mathématique  de  France. 
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lli'xiou  de  la  parabole,  les  rayons  incidents  étant  paral- 
lèles); la  projection  orthogonale  de  (")  sur  un  plan  quel- 
conque est  par  suite  une  caustique  de  parabole. 

13.  Coninie  application,  considérons  un  bypercycle 
(uibique  K;  soient  ^la  développable  qui  est  l'enveloppe 
des  plans  isotropes,  (jui  contiennent  les  diverses  tan- 
gentes à  1  hypercyle,  et  0  la  cubique  gauche  qui  forme 
son  arête  de  rebroussement. 

Considérons  trois  tangentes  quelconques  A,  B  et  C  à 
riiypercycle;  désignons  lespectivenienl  par  «,  b  et  c  les 
points  où  elles  touchent  la  courbe  et  par  a,  [3  et  y  les 
points  où  les  plans  isotropes  menés  par  A,  B  et  C  touchent 
la  cubique  (-).  Ces  plans  osculateurs  de  2  se  coupent  eu 
un  point  o  qui,  d'après  un  théorème  connu,  est  situé 
dans  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  a,  p  et  y^  soit 
T  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P  de 
riiypercycle  K. 

Les  cônes  isotropes  ayant  respectivement  pour  som- 
mets a,  j3  et  Y  coupent  le  plan  P  suivant  les  trois  cycles 
Ra,  Ri  et  Re  qui  osculent  K  aux  points  a,  b  et  c,  et  Taxe 
de  similitude  de  ces  tioîs  cycles  est  évidemment  la 
droite  T.  Le  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  o 
a  pour  trace  sur  le  plan  P  le  cycle  inscrit  dans  le  triangle 
ABC  et,  comme  le  point  o  est  dans  le  plan  ajBy,  il  en  ré- 
sulte que  le  centre  de  similitude  de  ce  cycle  et  de  l'un 
quelconque  des  cycles  R^,,  ^b  ^^  Rc-  ^st  situé  sur  T. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :    • 

Etant  donnés  trois  points  quelconijues  ci^  />,  c  d'un 
hypercjcle  cubique,  si  l'on  imagine  les  cj  les  R^,  }\/,et 
\\r  qui  osculent  la  cou/be  en  ces  points  et  le  cycle  K 
(jui  louche  les  tangentes  menées  en  ces  mêmes  points^ 
les  six  cent  t'es  de  similitude  de  ces  (juatre  cycles  consi- 
dérés deux  à  deux  sont^sur  une  lïiétnr  droite. 
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14.  On  doit  remarquer  on  parliculier  le  cas  où  le  plan, 
qui  contient  les  points  a,  [6  et  y,  est  un  plan  isotrope;-,  la 
proposition  précédente  peut  alors  s'énoncer  ainsi  qu'il 
suit  : 

Etant  donnés  un  hyper  cycle  cubique  K  et  une  semi- 
droite  arbitraire  A  située  dans  so7i  plan;  il  y  a  trois 
cycles  osculateurs  de  K  qui  touchent  A.  Les  tangentes 
menées  aux  points  d' osculatioji  et  la  semi-'droite  A  sont 
tangentes  à  un  même  cycle. 

lo.  J'énoncerai  encore  le  corollaire  suivant  : 

Si,  par  un  point  quelconque  P,  pris  dans  le  plan 
d'un  hypej  cycle  cubique  Ys.^  oji  mène  des  tangentes  à  la 
courbe  et  si  V on  considère  les  trois  cycles  qui  V osculenl 
aux  points  de  contact^  Vaxe  de  similitude  de  ces  trois 
cycles  passe  par  le  point  P. 


REPRÉSENTATION  DES  F01\CT10\S 

d'une  ou  de  plusieurs  variables,  entre  de  certaines  limites  de 
CES  variables,  par  des  séries  procédant  suivant  les  valeurs, 

RELATIVES  A  UN  INDICE  VARIABLE  ET  MULTIPLIÉES  PAR  DES 
COEFFICIENTS  CONSTANTS,  DUNE  FONCTION  QUI  SATISFAIT  A  UXE 
CERTAINE  FORME  d'ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES 
OU    PARTIELLES    DU    SECOND    ORDRE; 

Par  m.  a.  PIGART. 


1.  —  Cas  d'une  seule  variable. 

On  sait  qu'on  peut  toujours  déterminer  les  coeflîcients 

Ao,  A,,  Am,  .  .  . ,  A„,  Bi,  1^2:1  •  •  •  7  B/i  de  la  série 

A  0  -I-  A ,  cos  .r  -f-  A  2  ces  ?,  .r  -h  .  .  .  -h  A  „  cos  /?  jr  -f- . .  . 
-h  B,  sin.r     h  B2^''' -'••'■  +•  •  •   H  H,,  siii  //.r  4-.  .  . . 
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de  iiiaiiièrc  qu'olJe  représenter  une  fonction  quelconque 
f{a:)  (Mitre  les  limites  —  izcl  -\-  t.  de  jr. 
Jls  sont  donnés  par  les  foimules 


(/.r  —z  2  71 A 


/      /{^)  cos  iœdx  =:=  A/  /        cos^  ixdx  rzz  tt  A,, 
/       y  (  X  )  SI  n  «cT  dx  ^=iV>i  \        sin^  «j;  r/^  =:=  t:  B  /. 

Les  fonctions  cos  nx  et  sin  /zxqui,  d'un  terme  au 
suivant,  varient  avec  Tindice  «,  satisfont  à  Téquation 
didérentielle  du  second  ordre 

d-n 

-j—  +  TV- a  —  o. 

dx^ 

Si  l'on  considère  deux  solutions  a  et  f/  de  cette  équation, 
correspondant  à  deux  valeurs  dilTérentes  quelconques 
Il  et  /z'  de  l'indice  /z,  on  voit  qu'il  existe  entre  ces  valeurs 
la  relation 

(«'£-"S):=^«'^-«i("""'^'- 

.  ,                 •    .     /  du  du'  ,,  ,  , 

et  SI  la  quantité  u  —, "  77~  ^^^  nulle,   ou  prend  la 

même  valeur   aux  deux  limites  <7   et  ^,   cette   relation 
devient 

j        UU' dx  rr^O. 

^  a 

C'est  celte  [)ropriélé  de  la  fonction  u  qui  sert  de  base 
au  mode  de  détermination  des  coefficients  du  développe- 
ment en  série. 

(Généralement,  si  une  fonction  u  de  .r  satisfait  à   une 


(  '" 


équation  de  la  forme 


cl 


du 


dx 


F(j';,  /i)  «  =  o, 


on  aura,  en  désignant  par  il  la  valeur  de  a  qui  corres- 
pond à  l'indice  //, 

par  conséquent,  si  la  quantité 

/    ,du  du'\    ,     ^ 

est  nulle,  ou  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  a 
elb^  et  si  F  (a:,  7i')  —  F(x,/z)  se  réduit  à  une  constante 
multipliée  par  une  fonction  )^(x),  on  aura 

b 

X  (.2  )  au' dx  =z  o. 


£ 


D'où  il  résulte  que  la  série 

dans  laquelle  u^.  désigne  la  valeur  de  ii  correspondant  à 
la  valeur  a/de  l'indice  /z,  pourra  représenter  um;  fonction 
quelconque  f[x)^  entre  les  limites  a  et  h^  lorsque  le 
coefdcient  A„.  sera  déterminé  par  la  formule 


.. /' 


./' 


/     f{x)u^.dx  —  \^.  1      l(x)uldx. 

Ainsi,    par   exemple,    si    l'on   considère    la  l'onction 
n  --  cos/ia:,  l'indice  n  satisfaisant  à  l'équation 

ni  tang/?/:=  const., 

on  pourra  développer  une  fo!i(lion  /(.r),   de  <>  à  /.  sui- 


(  "M 

vaut  la  somme  des  (lilleniiites  valeurs  en  iiomhre  infini 
(le  cos  /i.r,  mulli[)liees  eliacune  par  une  eonstante.  C^ar 
vos 71 X  satisfait  à  1  équation 

d'il 


cLv' 


II-  u 


.111                 .   ,    ,diL  du'    ,  , 

et  de  plus  la  quantité  u—, u—~  s  annule  pour  x  — -  o 

^  ^  ax  dx  *■ 

el  X  =  /,  puisqu'elle  est  égale  ici  à 

—  Il  cosn' X  sin  /ix  -+-  )i'  cosnx  sin  n'x, 

(]ui  est  nul  pour  x  =  o  et  devient,  pour  x:  =  /, 

—  n  cosn'  /  sin  /il  -{-  n'  cos  ni  sin  /il 
ou 

( —  ni ian^ ni  -^  /«'/ lang/i'/)  cos/?/ cos /ï7, 

c'est-à-dire  zéro,  en  vertu  de  l'équation  de  condition. 

De  même  une  fonction  donnée  quelconque  de  /i 
pourra  se  développer  entre  les  liuiites —  i  et  -}-  i  suivant 
les  valeurs  de  la  fonction  8  (.r,  7Z,  /)  correspondant  à 
toutes  les  valeurs  entières  de 7^  de  o  à  -f-  co  etmultipliées 
chacune  par  un  coefficient,  si  9  (\:/-,  //,  /)  satisfait  à 
l'équation 


d 


r/.r 


dx 


n{n  4-  f) 


l' 


X' 


o, 


puisqu  on  a 


W  dx  —  o. 


J)e  même  la  série 

Ao  4-  A,  R  H-  Ao  Ho  + .  .  .  +  A„ R„  4- .  . . 

pourra  représenter  une  fonction  de  x  quelconque  entre 
les  limites  o  et  p,  si  R,/ satisfait  à  l'équation 

d\\„ 


d.x'- 


di 


IX 


dx 


4- [/?(/?  4-1)-  /^r2JR,,=:o,, 


(  "■'  ) 


t't  si  la  quantité 


H.^-IV  ^^^'• 


"    dj-  "  dx 


s'annule  pour  a:  =  p 


II 


Cas  de  deux    variables . 


Supposons  maintenant  que  1j(x,j,  7i)  soit  une  fonc- 
tion de  deux  variables  .r  et  ^"  satisfaisant  à  l'équation 


d 


^(r) 


•^'^■^->')^ 


dx 


d 


^(^) 


f.{oc,y)  -,- 


dA 


d 


r 


-1-  F(j:,  r,  n)\j  -=.  o. 


On  aura,  pour  une  autre  valeur  a  de  l'indice, 
r/U' 


d 


?(j) 


h{^.y) 


dx 


dx 


d 


\{x) 


.A  (-^,7) 


d\]' 
dy 


dy 


-f-F(.r,  r,  n' )V  —  o. 


d'où  l'on  déduit 


,,  d\]       _^  d\]' 


/\{x,y)[lV  — -U 
^         dx 


dx 


.r  =  b 


o{y)dy 


C'\r(  ^/^-^^'^'       Ti^^^'\ 


V  -  d 


^{x)dx 


r  ^  r 


,,/'    ^(1 


—  j       j     .\V{x,y.n')     -V{x,y,n)]Vl]'dxdv. 

Si  la  fonction  /',  (.r,j')  est  nulle  ou  prend  la  niènie  va- 
leur pour  a:  =  a  et  .r  =  A,  en  même  temps  que  /ô  (.r,  >  ) 
est  nulle  ou  prend  la  même  valeur  pour  >  =c  et  )  =  r/; 

,-/////.  r/<"  I\IaC/u-m(iC..  ,')*■  s(';ri»>.  t.   II.   (Mars    i  SS3.  )  îS 


(  "4  ) 

SI  L  —, IJ  —7—  osl  nul  ou  ])reua  la  mcmc  valeur  pour 

a:  =  a  et  X  =  />,  en  même  temps  que  U  — L  —j—  est 

nul  ou  prend  la  même  valeur  pour  y  =  c  cX  j  =  cl -^  ou 
queyi  (jo^j)  soit  nul  ou  prenne  la  même   valeur   pour 

,T  =  a  cl  X  ==  n,  en  même  temps  que  U  — U  -p-  est 

nul  ou  prend  la  même  valeui-  pour  y  =  c  et  j  =  J^  ou 
enfin  quey2  (•^■)J))  soit  nul  ou  prenne  la  même  valeur 

poury  rz=  c  et  j  =  f/,  en  même  temps  que  U  -^  —  U  -7— 

s'annule  ou  prend  la  même  valeur  pour  x  ^=:^  a  v\  j  ■=zh\ 
si,  en  outre,  la  différenee  F(a:,j) ,  7^')  —  F(j:,j^,  «)  se 
réduit  à  une  constante,  fonction  de  7z,  7^',  nmltipliée 
par   une  fonction  X(x,j  ),  on  voit  qu'on  aura 


h      ^d 


f     f    l{.x,y)l]l]'dxdy~o. 

Par  suite,  une  fonction  quelconque  fl}[x^j)  pourra  se 
développer  en  une  série  de  la  forme 

^{a:,r)  —  :^„A,,V{ûr,r,  n), 
et  l'on  aura 

^  0     ^d 

j      j      ^>{œ,  y)l{.T,y)l]{ a-,  r,  n) dx dy 

^' a      *   c 

pl>     pd 

r:=A„  j      I      \{œ,y)V^{x,r,n)dxdy, 

ce  qui  déterminera  la  constante  A„. 

Ainsi,  par  exemple,   la  fonction  Y„  satisfaisant  à  l'é- 
quation 


d 


..d\-A 


(ï  — i-  ^T/..    I  X       d'Y 


d\x  I  —  'A-    d'ij 


(   '-3  ) 
I  —  'JL-  s'aniîulant  pour  jjl  =  —  i  et  |j.  =::  -f-  i ,  et 

Y       't  *-  n  Y  « 

"'    d^  '     d^ 

prenant  la  même  valeur  pour  'ji  =  o  et  ^  =  a-n:,  si  Y„  est 
une  fonction  périodique  de  l'angle  'i>,  de  période  -iTû,  on 
pourra  développer  une  fonction  quelconque  0([jl,  '];)  de 
deux  variables  jjl  et  (];,  entre  les  limites  —  i  et  -f-  i  pour 
[A,  et  o  et  27Î  pour  'i>,  suivant  une  série  de  fonctions  Y„ 
multipliées  chacune  par  une  constante,  ou  écrire 

n 
0 

le  coefficient  A„  étant  déterminé  par  la  formule 

f  r  ci>  (  jx,  ^  )  Y„  ^fx  d^ = A„  r  f  Yi  dix  d^. 

Mais,  pour  déterminer  ainsi  les  coefficients,  nous  avons 
admis  le  développement  en  série  comme  possible,  ou  plu- 
tôt nousavons  admis  que  la  série  fournie  avec  les  diverses 
valeurs  de  la  fonction  zi,  multipliées  par  les  coefficients 
ainsi  déterminés,  représentait  la  fonction  donnée.  Orcela 
est  loiji  d'être  évident. 

Yoici  comment  ou  p(îut  le  démontrer  généralement. 

1,    —   Cas  (l'une  seule   vaiuthle. 

D'après  b?  mode  de  calcul  des  coefficients  A„^  de  la 
série 

A«„  u^::  -h  A«.  ./L;»  +  A,._  u^:: + ...  4-  A,,  u:^  n- . . . , 

les  intégrales  prises  de  a  à  h  de  cette  série  et  de  la  fonc- 
tion donnée/(.r),  après  \v\\v  iuuhi[)licalioii  par  une  cer- 
taine fonction  \{x]   et   par   cliacuiic   des    >aleurs  de   la 


(  "M 

luiHlion  //  '^  ('orrc'spondaiiL  à  toutes  les  valciiis  eu 
nombre  iniîiii  de  l'indice  Ji,  ces  intégrales  sont  égales.  Il 
en  résulte  nécessairement  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  .r  comprises  entre  a  et  b  la  souime  de  la  série  est  égale 
à  la  valeur  de  la  fonction.  En  effet,  représentons  par  o  (x) 
la  somme  de  la  série;  divisons  l'intervalle  de  a  à  b  en  /? 
parties  égales;  désignons  par  h  l'une  des  parties  et  po- 
sons a-hh  =:ri^  a-{-^^h  =  jr.:,,...j  a-{-  [p  —  i)h  =  Xp_ < . 
Si  p  est  infiniment  grand,  ou  pourra  regarder  les  inté- 
grales, de  a  à  ô^  des  deux  fonctions  cp(x)  et  flx)  multi- 
pliées par  A(.r)z/^^,  comme  égales,  l'une  à 

l'autre  à 

la  quantité  m  g  représentant  l'expression 

On  a  donc 

moo{a)  -h  mio(^i)  4-.  .  .-+-  m,,_icp(^p..,) 

ou 

m,['^{a)  -/(«)]  4-  mi[cp(^,)  —f{^r,)] 

-^/?^2[cf(.r2)— /(.r,)]  4- .  .  . 

--h  m^__i[cp(.x-^_i)  — /(.T^-.i)  =  o. 

Cetce  égaille  doit  avoir  lieu  pour  une  infinité  de  sys- 
tèmes /  de  valeurs  des  quantités  //Zq,  /^/j,  ^^^2^•  •  ••  "V-n 
indépendanr.s  entre  eux,  correspondant  à  toutes  les  va- 
leurs en  nouihre  infini  de  l'indice  /z;  ce  qui,  d'après  la 
lliéoriedes  eciuations  linéaires,  exige  que  l'on  ait 

o{a)  —/{a)  —  o,     cp(.ri)  — /(^'i)  =0, 

?(-^2)  —fi'^i)  —  ^^      •  •  -     ^i'^P'i  )  —A^^P-^  )  —  O' 

(.\..sL-à-(lire  (jue  les  loiicl  ions  /  (  i)  et  'j^(.r)  prennent  les 


(   "7  ) 
mêmes  valeurs  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  h. 

Ou  peut  doue  écrire,  quand  le  coefficient  A„^  est  déter- 
miné par  la  règle  ci-dessus, 

II.    —    Cas  de  deux  variables . 

De  même,   si  l'on  désigne  par  c2(j:;,j  )  la  somme  de  la 
série 

A.„Ua.  +  A.,Ua.  -{-  A,,U,,  + . . .  -h  A.^Ua.-}- . . . , 

dont  les  coefficients  ont  été  formés  avec  la  fonction  don- 
néey^(a:,  7)  par  l'application  de  la  formule 

/     /    J\^'^y)^^JCyy)^o.,dxdr 


A,,  ^     fn.{a:,y)Vldxdy, 


on  a,  pour  chacune  des  valeurs  en  nombre  infini  de  l'in- 
dice 7Z, 

p  =  s  q  =  t  p  -  s  (f  =  t 

l'intervalle  de  x  =  a  à  .r  =  l)  étant  supposé  paiLagé  en 
s  parties  égales  à  h  et  celui  de  j  =  c  h  ^=  d  en  /  parties 
égales  à  A,  .Vp  et  j,^  représentant  respectivement  a  -\-  pli 
et  c-\-f/k\^  et  ffipç  étant  la  vaKuir  du  nuilh[)li(aleni- 
A(.r,  7  )U«7/A  pour  .r  =:  .v^  et  1  ==  i  ,,. 
Cette  égalité  peut  s'écrire 

p^S  tf        f 

V  V 

r  - 1 7   1 


(  "«  ) 

et,  comme  elle  a  lieu  pour  une  inliiiité  de  systèmes  indé- 
pendauts  de  valeurs  des  coefficients  ////,, y,  correspondant 
chacun  à  chacune  des  valeurs  en  nombre  infini  de  l'in- 
dice/i,  on  en  conclut 

c'est-tà-dire  que  les  deux  fonctions  /'(a:, j)  et  '^(x^y) 
prennent  les  mêmes  valeurs  pour  tout  système  de  valeurs 
de  X  etj  compris  entre  x  =^a,  x=:  b  et  entre  j  =  c^ 

11  convient  de  remarquer  que  ce  théorème  se  tiouve- 
rait  évidemment  en  défaut  dans  le  cas  où  la  fonction  u 
serait  de  sa  nature  essentiellement  paire  ou  impaire  par 
rapport  à  l'une  des  variables  et  où  on  l'assujettirait  à 
fournir  le  développement  en  série  d'une  fonction  im- 
paire ou  paire  de  cette  variable  entre  deux  limites  — a, 
■+-  a  égales  et  de  signes  contraires. 


OllELQlES  PROPRIÉTÉS  WWM  CLASSE  RE  COIJRRES 
SPIRALES^ 

Par  m.  LAQUIÈHI:. 


Recherchons  les  courbes  dont  la  tangente  Lourne 
avec  une  vitesse  angulaire  d' orientation  projyortion- 
nelle  à  celle  du  rayon  vecteur  mené  (P  tin  pôle  fixe  au 
point  de  contact. 

Cette  définition  caractérise  une  sorte  de  spirale  s'in- 
fléchissant  d'un  mouvement  uniforme  sur  le  rayon 
vecteur  o  c[uand  celui-ci  tourno lui-même  d  un  mouve- 
ment unifurme.  Si  nous  désignons  par  -  le  coefficient 
d'infléchissement  et  pai-  \    Tangle  sous  l(  ([ucl  la  tourbe 


(■■9) 
coupe  le  rayon  vecteur,  on   aura,   en  prenant  pour  axe 
d'orientation  un  rayon  vecteur  normal, 


P 

I  T 

V    =  —  to  H ? 

p  "2 

,  cos  - 

p  diii  _,  p 

dp  ^  .     to 

sin  — 

P 

d'où  l'équation  générale  des   courbes,  en   coordonnées 
polaires, 

(r  )  p  =  a  cos/^  —  . 

Si  /J>  est  positif,  l'angle  V  augmente  en  même  temps 
que  l'angle  polaire  w,  et  la  courbe  est  tout  entière  com- 
prise dans  l'intérieur  du  cercle  p  =r  <2,  de  rayon  égal  à  !a 
normale  à  l'origine. 

Si  p  est  négatif  (= — <7  pour  mettre  le  signe  en  évi- 
dence), l'angle  V  diminuera  quand  w  augmentera  et  la 
courbe  sera  tout  entière  extérieure  au  cercle  décrit  du 
pôle  comme  centre  avec  la  noimale  à  l'origine  pour 
rayon.  Cette  courbe 

(Q)  p  cos'?  —  =  a 

cj 

est  la  réciproque  par  rayons  vecteurs  de  la  courbe 

(  F  )  p  =  (7  cos*?  — 

du  premier  système. 

Suivant  (]ue /;  (st  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  (jiu' 
les  courbes  appartiennent  à  la  première  série  (P),  cour- 
bes fermées,  ou  à  la  seconde  (Q),  courbes  .'i  ])r.in(lies 
iiiiiuies,    b^s    rayons   vecteurs   tangents    au    pôle,  ou   bvs 


(  '■'•"  ) 

asyniplolcs  ('orrcîsponflnH  aux  direolions  tclhîs  (juc 

W  (  9.  A'  -f-  1  )  TT 


P 


k  étant  un  entier  quelconque. 

Les  points  de  contact  sur  ]e  cercle  o  =  (i^  ou  som- 
mets de  la  courbe,  correspondent  aux  directions  telles 
que 


fO  '.>,  /»  TT 


Les  rayons  vecteurs  normaux  sont  axes  de  la  courbe. 

Il  en  est  de  même  des  rayons  vecteurs  tangents  lorsque/^ 

est  pair. 

o         /  /M  p  •  w         .      1     2/tTr  ,  (a/.- -^-  i)-7r 

noucies.  —  Cliaquetoisque- varie  de a  —j 

p  ?'  '-i 

la  courbe  donne  un  arc  composant  une  demi-boucle 
d'amplitude  angulaire  y^»  ^-  Lorsque  -  varie  ensuited'une 

.     ,     ,        1         1       (  2  A-  4-  I  )  TT     ,     (  2  X:  -h  2  )  71  ,      . 

quantité  égale  de —  a ^ — —y  on  obtient,  si  j) 

est  pair,  une  demi-boucle  symétrique  de  la  précédente 
par  rapport  au  rayon  vecteur  de  contact  (ou  parallèle  à 
l'asymptote)  et,  si  p  est  impair,  une  demi-boucle  symé- 
trique au  contraire  par  rapport  à  la  normale  au  point  de 
jonction. 

Les  deux  demi-boucles  Ibrment  dans  le  second  cas  un 
arc  continu  symétrique  par  moitiés  ;  dans  le  premier, 
elles  ont  l'apparence  d'un  arc  symétrique  ayant  sur  son 
axe  de  symétrie  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce.  Ce  point  de  rebroussement  pourra  être  simple- 
ment apparent  si  la  courbe  esta  centre  et  peut  alors  être 
décrite  d  nu  Irait  continu  [)ar  une  autre  succession  des 
arcs  partiels li  il  sera  réel  si  la  c()ni])e  n'a  pas  de  centre 
au  j)ôle.  Dans  ce  dernier  cas,  la  seconde  demi-boucle  peut 
vive  vrv\\{\  ou  bien  dispnraili'ç  si  j)  a\  ait  ni>e  \al('nr  trac- 
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tioniiaire  irréduclibleà  dénominateur  pair  ^  alors  la  demi- 
boucle  précédente  présenterait  au  pôle  une  apparence 
de  point  d'arrêt.  Toutefois  ce  point  d'arrêt  ne  serait 
qu'apparent  au  point  de  vue  graphique.  Le  rayon  de  dé- 
part, normal  à  la  courbe,  étant  en  eil'et  axe  de  symétrie, 
en  faisant  tourner,  à  partir  de  sa  position,  le  rayon  vec- 
teur en  sens  inverse,  il  repasse  symétriquement  par  les 
mêmes  valeurs  en  complétant  la  boucle  d'une  partie  sy- 
métrique qui  la  ferme  en  présentant  un  point  angulaire 
au  lieu  du  point  d'arrêt. 

En  réalité,  une  boucle  complète  correspond  à  la  varia- 


co 


tion  d'angle  -  de  — ^  à  -t--?  ayant   pour    amplitude   de 

rotation /?~. 

La  courbe  se  compose  d'une  succession  (limitée  ou 
indéfinie)  de  boucles  égales  disposées  en  rayon  autour 
du  pôle,  milieu  de  toutes  les  boucles. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  la  discussion 
descriptive  des  variétés  de  ces  groupes  qui  sont  enfantées 
par  les  diverses  hypothèses  à  faire  sur  les  valeurs  res- 
pectives de  ni  et  /^,  si  Ton  fait  d'une  manière  générale 

n  =  —   Cette  discussion,   d'ailleurs    fort   intéressante, 

'  tn  ^ 

jnais  des  plus  faciles,  peut  se  résumer  en  quelques  mots, 

ainsi  qu'il  suit. 

Description.  —  f^es  ('ourbes  spirales  à  inllexion  j)r()- 

j)ortionnelle,  telh's  (pic  la  variation  d'inclinaison  de   la 

1  -Il  /'' 

tangente   sur    Je    rayon  vecteur    soit  dans   l(;  rapport  — 

avec  la   rotation   de   celui-ci    (  \    variant   àv.  r:  (juand  co 

\ 

('roit  de  27.  =  —  t:)^  se  composinil  de /// bonchvs  d'ampli- 
tude ani»ulaire  commune  éi;ale  à  -  '-•  (les  boucles,  lonles 
égales  entre  elles  dans  une  même  eourhe,  sduI  (lis[)()sees 


(  ^■''■^  ) 

de    la    manière    suivante,    en    supposant    la    faetion  — 
rendue  irréduetible  : 


Premieu  CVS  :  m  et  n  iiupairs.  —  m  boucles  décrites 
d'un  trait  continu,  alternativement  dans  l'ani^le  du  rayon 
vecteur  et  dans  son  opposé  par  le  sommet.  Les  angles 

du  plan  d'amplitude  2a  =  —  -sont  alternativement  oc- 
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cupés  par  les  boucles  et  vides.  Leurs  circonvolutions 
lont  n  lois  le  tour  de  la -circonférence. 

JJetjxième  cas  :  npair^  m  impair.  —  /^z  boucles  join- 
tives  à  rebroussement  de  première  espèce.  Les  circon- 
volutions n'occupent  qu'un  arc  de  rotation  de  -  circon- 
férences. 

Troisième  cas  :  111  paii\  n  impair.  —  Courbes  à  cen- 
tre, formées  de  m  boucles  disjointes,  se  réunissant  au 
centre  par  les  points  anguleux  dont  les  branches  ont 
le  même  écartement  que  l'amplitude  de  la  boucle. 

Les  deux  branches  symétriques  par  rapport  au  centre 
forment  par  leur  réunion  une  ganse  à  centre  et  à  double 

inflexion.  La  courbe  entière  se  compose   de    —  ganses 

paieilles,  séparées  par  des  espaces  vides  d'amplitude 
angulaire  égale  à  la  leur,  et  occupant  par  moitié  un 
espace  angulaire  de  n  circonférences  successives. 


OuAïRiÈME  CAS  :  —incommensurable. — Cecas.mul- 
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tiple  et  analogue  en  ses  trois  divisions  aux  trois  précé- 
dents, en  diilère  uniquement  en  ce  que  le  nombre  de 
boucles,  toujours  identiques  entre  elles,  est  indéfini,  ainsi 
que  le  nombre  de  circonvolutions  de  la  courbe. 

Suivant  la  nature  dcîs  termes  m  et  n  de  la  fraction,  la 
courbe   partagera  les  caractères  généraux  de   la  classe 


(   '^3  ) 
correspondante   de  courbes   à   coefficient  d'inllécliisse- 
ment  conimensurable,  savoir  : 

i"  Courbes  à  trait  continu,  à  rayons  vecteurs  alterna- 
tivement  positifs  et  négatifs  pendant  une  amplitude 
déterminée^ 

2'*  Courbes  à  rebroussement  de  première  espèce  com- 
posées d'une  succession  indéfinie  de  boucles  jointives 
identiques^ 

3"  Courbes  à  centre,  formées  d'une  série  de  ganses  h 
centre  et  à  double  inflexion,  se  succédant  indéfiniment 
en  laissant  entie  elles  des  intervalles  angulaires  vides 
égaux  à  leur  amplitude. 

Propriétés  remarquables  de  ces  courbes.  —  Clier- 
cbons  la  distance  o  du  pôle  à  la  tangente,  rayon  vecteur 
du  point  correspondant  de  la  podaire  du  foyer  par  rap- 
port à  la  courbe. 

Soit  8  l'orientation  polaire  de  la  perpendiculaire  o  à 
la  tangente^  on  voit  immédiatement  que 


d'où 

(X) 


Dans  cette  relation,  l'angle  V  représente  à  la  fois 
l'inclinaison  du  rayon  vecteur  (p,  o))  sur  la  courbe  pri- 
mitiv(i  (/;)  et  c(îlle  du  rayon  vecteur  (o,  0)  sur  la  po- 
daire, angles  égaux  à  sinq)le  inspection  de  la  figure  dans 
laquelle  la  normale  à  la  [)odaire  va  passer  par  le  milieu 
du  rayon  vecteur  d(^  la  courbe. 

On  voit  j)ar  suite  (jucî  la  podaire  d'une  spirale  à  in- 
flexion pi'oportionnelK;  à  la  rotation  du  ravon  >ecleur 
esl  une  spirale  de  nu''nuî  natui'e,  se  déduisant  de  la  [)re- 
mièi-e  par  la  simpb»  subslilution  de  (/>  -f-  i)  à  />. 
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Le  lapporl  du  inouvemenl  angulaire  do  la  taugeiilc 
par  rapport  au  rayon  vecteur  au  niouvemeiit  angulaire 
absolu  d(î  (^elui-ci  étant,  pour  la  courbe  primitive, 

cho       p         II 
sera,  pour  sa  podaire,  de 

d\  1  m 


d^        p  -i-  i        II  -{-  m 

et  au  contraire  pour  la  courbe  antipodaire,  dont  la  pri- 
mitive est  la  podaire,  de 

dV  I  m 


d^        p  —  I         n  —  ni 

S'il  s'agit  de  courbes  à  branches  infinies,  nous  met- 
trons les  signes  en  évidence  en  faisant  —  p  =  q^  et  nous 
aurons  pour  leur  équation 


p  cos'7  —  7=1  a 
q 


L'équation  de  la  podaire  de  cette  courbe  est 


p  cos'/~i =  a\ 

q~  I 


celle  de  son  antipodaire 


p  cos''/+' •  =  a. 

q~-i 

DisUince  delà  tangente  au  pôle.  —  La  distance  o  du 
pôle  à  la  tangente  à  la  courbe  /?,  rayon  correspondaut 
de  sa  podaire,  a  pour  valeur 

0  —  p  sin  V  =  p  cos  -  co  —  rt  cos/^  ^'  —  • 
p  p 

VA\v   ne    peut  devenir    nulle    ou   iniinie   que   lorsque 

<!0S  -    est  liii-inèine  nul,   c'est-à-dire  pour  les  points  ex- 
p  il 


Iroincs  (les  ])ou(;lc'S  ou  spires  successives  pour  lesqu(îlles 
p  est  soit  nul,  soit  infini.  11  n'y  a  donc  d'autres  tangentes 
passant  au  pôle  que  les  tangentes  aux  points  où  les  bou- 
cles se  croisent  au  pôle  et  les  asymptotes. 

Jtsjmptotes.  —  La  distance   o  des   asymptotes   aux 
branches  infinies  est  donnée  par  l'expression 

cj  z=  a  cos'"'7  —  . 

Trois  cas  sont  à  considérer  relativement  à  leur  posi- 
tion : 

i''  y  <^  1 ,  0  =  o.  —  Branches  hyperboliques  dont  les 
asymptotes  passent  toutes  au  pôle.  C'est  le  cas  de  ni'-'^n-. 

2®  (/  =z  i  ^  0  =z  a.  —  Cas  singulier.  J)roit(î  à  distance 
finie  du  pôle. 

3"  «y  >>  I ,  o  =  00  .  — -  Toutes  les  branches  sont  para- 
boliques. C'est  le  cas  de  ni'<^  n-. 

Ainsi,  lorsque  m  et  //  sont  de  signes  contraires,  les 
branches  infinies  seront  paraboliques  ou  bien  auront 
des  asymptotes  issues  du  pôle  suivant  que  n  sera  de  va- 
leur absolue  supérieure  ou  inférieure  à  celle  de  ///. 

Remarque.  — Les  courbes  [p)  et  les  courbes  (</)  pour 

lesquelles  les  arguments/?  et  q  ont  la  même  valeur,  étant 

évidemment    transformées  l'une  de  l'autre   par  rayons 

vecteurs    réciprocpies   issus  du  ])ôle,  les  asymptotes  des 

(U)url)es  (r/  )  ou  cercles  de  courbure  de  leurs  points  à  l'in- 

iini   sont  les  transformées  des  cercles  de  courbure   des 

courbes  (/;)  en  leurs  points  situés  au  pôle.  Il  en  résulte 

les  valeurs  suivantes  [)our   les   rayons  de  (v)url)ure des 

I  I  'Il  \  m  .... 

brandies  au  pôle,  lorsque      =  —  est  posilil  : 

i"    Infinis  j)ou!'  />  <^  i ,  soit  ///  ^  //  ; 

9/    r^^ai  a  -  pour  p  -—  \  ^  soit  ///  ^^  //  \ 

3"   Nais  |)()nr/>  V"  '-  ■'^oil  /''  -^C  ''• 
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Les  courbes  pour  lesquelles  /;/>  «  souL  doue  iu(i- 
iiimeut  aplaties  au  pôle;  eelles  pour  lesquelles /// <^ /^ 
y  sout  iufiuiuieut  courbées  y  préseuteuL  uu  poiul  cir- 
culaire. Les  premières  y  préseutent  une  iullexion  claus 
les  courbes  à  centre,  ou  un  poiut  angulaire  dans  les 
courbes  n'ayant  pas  de  centre. 

Rnjon  de  courhuTe.  —  L'orientation  8  delà  normale 
étant  liée  à  celle  co  du  rayon  vecteur  par  la  relation 

w  _       0 
/?  ~  />  H-  I  ' 

le  rayon  de  courbure  R  aura  pour  valeur 


R 


ds        p  dix)  p  p 


d^        sin  V       p  -h  I   sin  V 


Or,  désignant  par  N  la  longueur  de  la  normale  limi- 
tée à  la  perpendiculaire  menée  au  rayon  vecteur  par  le 
pôle,  cette  relation  équivaut  à 

P  -+-    I 

Le  rayon  de  courbure  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  normale  (longueur  limitée  à  la  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur).  Cette  remarquable  propriété  pourrait 
servir  de  définition  au  genre  de  courbes  considéré. 

Il  en  résulte  que  le  rayon  de  courbure  sera  nul  ou 
infini  en  même  temps  que  la  normale  (sauf  le  cas  de 
jy  =^ —  i\  Il  ne  peut  donc  être  nul  qu'au  pôle,  et  infini 
qu'à  l'inlini  ou  lorsque  le  rayon  vecteur  est  tangent  à  la 
courbe.  On  relrouve  les  conclusions  déjà  obtenues  au 
sujet  des  asymptotes  et  des  pointscirculaires.  Sip-\-  i  =o, 
la  courbe  est  une  droite  et  11  =  oo  en  tous  ses  points. 

La  courbe  ne  peut  avoir  d'inllexions  qu'au  pôle.  Ce 
fait  résulte'  (i  /)/io/i  dv  ce  que,  le  mouvement  angulaire 
absolu  de  la    tangente   étant   proportionnel   à  celui  du 


(  ■'•7  ) 
rayon  vecteur,  est  toujours  de  même  sens  que  celui  de 
ce  dernier,  ou  toujours  de  sens  contraire,  et  par  suite  de 
sens  invariable. 

Remarque  I.  —  De  tous  les  cercles  tangents  aux 
courbes  passant  par  le  pôle,  aucun  ne  saurait  être  cercle 
de  courbure  au  point  de  contact,  puisqu'il  se  transfor- 
merait avec  la  courbe  réciproque  en  une  tangente  passant 
au  pôle  touchant  la  courbe  en  un  point  à  distance  finie. 

Remarque  II.  —  Les  rayons  de  courbure  de  deux 
courbes  de  paramètres  différents  en  des  points  situés  sur 
les  mômes  rayons  vecteurs  sont  dans  le  rapport 

R  _  p(p'-^i)  ^  _   p    sinV  p(p'^i) 
W  ~  p'(p-hi)  W  ~  p"'  sinV /(/>  +  !)* 

Remarque  III.  —  Si  l'on  considère  les  deux  cour- 
bes [p)  et  (//),  telles  que 

/?+/>'  =  —  !, 

la  courbe  /^'=  —  [p -\- i)  sera  réciproque  de  la  po- 
daire  de  [p)-,  et  par  conséquent  sa  polaire  réci])roque  par 
rapport  au  cercle  de  transformation  p  =  a.  L'angle  des 
deux  tangentes  aux  points  des  deux  courbes  situés  sur  le 
môme  rayon  vecteur  sera 


P     p^y 

Si  l'on  considère  les  courbes  définies  par  les  trois  pa 
rame  très 


soit 


c'(\st-à-dire    une  courbe,    sa   [)()dair(^  et  sa  polairi*  réci- 
proque, appartenant  toutes  les  trois  à  la  môme  division 
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(r()ur])L's  ('oiiliiuu's.  courbes  i\  rchrousscincnl,  courbes 
à  c(nilre),  le  noiiibrc;  ///  des  ])raiicbes  rcst(;  Je  iiiùnie, 
mais  leur  ainplilude  clans  les  deux  dernières  est  de  t:  su- 
périeure à  celle  de  la  première  pour  cliacpie  boucle, 
comme  il  est  du  reste  évident  à  priori,  puis(jue  les 
rayons  extrêmes  de  la  podaire  sont  les  perpendiculaires 
sur  les  rayons  extrêmes  de  la  courbe  primitive  symé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  au  rayon  vecteur  nor- 
mal, axe  commun  aux  trois  courbes. 

Remarque  IV .  —  L'angle  des  tangentes  aux  extré- 
mités de  deux  rayons  vecteurs  est  égal  à  la  fraction 
constante 

I  y>  -"-  I         1)}  ~-  Il  '  y  —  ' 
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de  l'angle  de  ces  rayons  vecteurs. 

Remarque  T  .  —  Comme  corollaire  :  Les  tangentes 
aux  n  points  d'intersection  d'un  même  rayon  vecteur 
avec  les  diverses  boucles,  ou  branebes,  sont  parallèles  aux 
côtés  d'un  polygone  régulier  de  9./?  cotés.  En  elï'et,  les 
angles 

^  l5        ^  il       ^  -.il        •  •  •  1       ^  Il 

correspondant  aux  rotations 

(0  —  [  O,    T..    9,  Tt,     .  .  .  ,    (  Il  —  I  )  -  I 

sont  respectivement  égaux  à 


w  [ 

P       P 
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Remarijue  il.  —  8i  l'on  considère  une  même  courbe 
(/^)  dans  deux  positions  ne  différant  que  par  l'orientation 
de  leurs  axes  laisant  autour  du  pôle  connnun  l'angle  [i, 
les  tangentes  aux   j)oints  situés  sur  le  même  rayon  vec- 


(   »^9  ) 
leur  dans  l'une  et  l'autre  courbe  seront  inclinées  l'une 

sur  l'autre  de  l'angle  -  •  En  conséquence  : 

Remarque  VII.  —  Si  l'on  a  une  série  de  courbes  [p^ 
de  même  pôle  et  liomothétiques,  elles  auront  pour  tra- 
jectoires orthogonales  la  série  des  courbes  (p),  sem- 
blables, de  même  pôle  et  dont  les  axes  sont  inclinésde 

l'angle  p  -  sur  ceux  des  premières. 

Les  trajectoires  coupant  toutes  les  courbes  de  la  série 

sous  l'anîrle  constant  -  sont  les  courbes  semblables,  dés- 

orientées  de  l'angle  [i. 

Caustiques  par  réflexion  du  pôle.  —  Le  pôle  étant 
considéré  comme  point  lumineux,  la  caustique  secondaire 
de  la  courbe 


sera  la  courbe 


to 

a  co?>i'  — 
P 


-Hl 


on  sait  en  construire  le  centre  de  couibure,  ou  point 
brillant.  La  caustique  par  réflexion  du  pôle  sin-  la  courbe 
considérée  comme  miroir  est  donc  connue  par  points. 


V\R  M.  EiiNEST  CESAkO. 


Pa/'/ni  foutes  les  ilroiles  iiisuiiiabletuent  lelices  du 
irièdre  fontu^  par  la  tangente,  la  hinorniale  et  la  nor- 
male   principale    en    un    point    Al    quelco/iquc     d  une 


(')   (  «cnéialisal  ion  d'iiii  l  lit'ctn-iiuMlc  M.    \|)|)('ll. 
tnn.   de  Matlicintit .,   '.V  série,  1.  II.  (^  .Mars    iSS;^.)  C) 
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courue,  (iiilrc  ifu  aiic   hcLicc,  il  n'y   a  (/iic  les   droites 
suivantes  qui  engendrent  ujie  surface  développahle  : 

1°  La  tangente,  et  les  parallèles  à  la  tangente  si- 
tuées dans  le  plan  tangent; 

1^  La  droite  polaire,  et  les  parallèles  à  la  droite 
polaire  situées  dans  le  plan  mené  par  cette  droite 
parallèlement  au  plan  tangent  ; 

3^  Les  tangentes  à  la  parabole  du  plan  osculateur, 
(jui  a  son  sommet  en  M,  son  foyer  au  centre  de  cour- 
huie  ; 

4'*  Les  tangentes  à  la  parabole  du  plan  normal,  qui 
a  soji  sommet  au  centre  de  courbure,  son  foyer  en  M. 

I.  Ou  sait  que  la  coudition  uécessaire  et  suffisante 
})our  (jue  la  droite  représentée  par  les  équations 

X  —  X Y  —  y        Z  —  z 

engendre  une  surface  développable  est 

(  (Bt/C  — Gf/B)^^  +  (G^A  — A^C)4r 
^^^  i  +(Ar/B--B<iA)<i^  =  o. 

Prenons  coninie  axes  la  tangente,  la  binormale  et  la 
normale  principale  en  un  point  M  de  la  courbe,  et  con- 
sidérons le  trièdre  formé  par  les  mêmes  droites,  au 
point  M'  inliniment  voisin.  On  trouve  aisément  que  les 
cosiniis  directeurs  des  anciennes  directions  des  arêtes  du 
trièdre,  par  rapport  aux  nouvelles,  sont 

T I,       o,       —  £, 

B o.       I  .  r, . 

\ s .        r, .  r . 

z  et  r,  étant  les  angles  de  contingence  et  de  torsion. 
I^armi  les  liuit  trièdres  trirectangles  formés  parles  trois 
(boites  en  (jueslicjii,  on  a  cboisi  celui  cpii  contient  l^'b'- 
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ment  de  courbe  MiVr.  Soient  D,  D'  deux  positions  inii- 
niment  voisines  d'une  droite  invariablement  liée  au 
trièdre.  Soient  A,  B,  C  les  cosinus  directeurs  de  I)  par 
rapport  aux  anciens  axes,  ou  de  D' par  rapport  aux  nou- 
veaux. Une  formule  connue  donne  immédiatement 

/  A  +  r/A  =  cos(D',  T)=:A  —  Cs, 

B  +  ^/B  =  cos(D',  H  )  =  B  —  Cr., 

(  C  +  f/C=:cos(D',  N)  =  As  +  By,  ^-G, 
d'où 

dB^  —  Cf,, 

.^C  =  A£  +  Br,. 

J)es  considérations  analogues  nous  donneraient 

CltZ!  zzn  —  £  Z  -\-  ClS  =^  (  p  —  -^  )  - 1 

d^  ^=-zx-  -h  Tj  y. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'égalité  (i),  celle-ci  de- 
vient 

B(C.^  —  A^  —  Ap)£-  +  rV(B3  —  Cr)-cr 

-[A(C^-A^-Ap)  +  B(B3-Cj')-r:h^=o. 

Si  la  courbe  n'est  pas  une  liélice,  le  rapport  -  varie,  et 

il    faut,  pour   c[ue  la  condition  ci-dessus   soit   remplie, 
que  les  coefficients  de  £-,  r,-,  zr^  soient  séparément  nuls. 

On  doit  donc  avoir 

* 

i  B(C.r  — A3  — Ap)~o, 
{7.)  \(Bc-Cv)^o, 

(  A(C.-r  — A.3— Ap)  +  B(B.-— C)-^  -p. 

On  ne  peut  supposer  A  »t  B  nuls  ions  les  deux,  on  tous 
les  deux  dillérents  de  /,éi"o,  car.  dans  Tini  cl  Tanlre  <cis. 


(  ''^-^  ) 

la  Iroisii'Mio  dos  conditions  (2)  jk'  serait  pas  roniplic. 
Nous  devons  donc  supposer  B  nul  et  A  diiï'érenl  de  zéro, 
ou  bien  l'inverse. 

II.  H  r:^  0  (parallèles  au  planosculateur).  On  doit  avoir 

\Cr  =  o, 

}  A(C^  — A^)  =  (i  — A-)p. 

r*  ('.  z=r  o(  A  ==^  I,  parallèles  à  la  tangente).  La  deuxième 
condition  devient  3  =  0  (plan  tangent). 

o.''  j  z=z  o  (plan  osculateur).    En    posant    A  =  cos(o, 


C  :=-  sino),  la  deuxième  condition  devient 

(3)  ^  sin  co  costo  —  z  cos-o>  -=:  p  sin-oj. 

Soit  AB  la  position  de  la  droite  pour  une  valeur  déter- 
minée de  (0.  On  a,  en  faisant  z  =  o  dans  l'équation  (3), 

MA  =:  p  tangw. 

Or,  si  l'on  élève  yVG  perpendiculaire  à  AB,  on  a  évi- 
demment 

MA  =  jNIG  tangw, 

d'où  l'on  conclut  que  C  est  le  centre  de  courbure.  L'en- 
veloppe des  droites  AB  est  donc  l'antipodaire  de  IMT 
par  rapport  au  pôle  (].  (Vest,  d'après  une  propriété 
connue,  la  parabole  avant  son  soiuinc.'t  en  M  et  son 
l'oyei"  en  C. 


(  ''53  ) 
JJl.   A  --  <>  (parallèles  au  plan  normal  ).  Ou  doit  avoir 

j  Car-  =  o, 

)B(B.-Gj)=.c. 

ioG=o(B  =  i,  parallèles  à  la  binormale).  La 
deuxième  condition  devient  z  =z  p  (plan  mené  par  le 
centre  de  courbure  parallèlement  au  plan  tangent). 

2"  X— o  (plan  normal).  En  posant  U=:cos(.), 
C  z=z  sino),  la  deuxième  condition  devient 


z  cos-  M  ■ —  r  sin  lo  cos  m 


ou  bien,  si  l'on  transporte  l'origine  en  G, 
z  cos^to  — y  sinto  costo  =  p  sin"^to. 

Gette  équation  ne  diiîère  de  l'équation  (3)  que  par  le 
changement  de  p  en  —  p  (et  de  xenj).  L'enveloppe 
des  droites  qu'elle  représente  est  donc  une  parabole 
égale  à  la  première,  mais  tournée  en  sens  inverse,  c'est- 
à-dire  ayant  son  sommet  en  G  et  son  foyer  en  jNL 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DES  QUESTIONS  1395  ET  1387 

(voir  T  série,    t.   I,   p.    U'î  ot  141); 

Pau    m.    g.    CHATEAU, 
Elève  du  Lycée  Condorcet. 


Par  un  point  (juelconcjue  l\I  d'unes  hypciholc,  on 
mène  des  droites  parallèles  aux  asj  îiiptoles  ;  par  un 
autre  point  A  pris  arbitrairement  sur  l'iiyperbole,  on 
mène  deux  cercles,  tangents  aux  asymptotes  et  ayant 
leurs  centres  sur  V axe  transverse  de  la  courbe  :  dc- 
tnontrer  ipie  ces  deux  droites  et  ces  deux  cercles  sont 
taiiirents  à  un  même  cercle. 

GiOnsidcrons  le  cercle  O  coiumi'  la  directrice  d  un  (  ône 


(  ^'M  ) 

dont  le  somniel  se  projette;  en  8,  \c  contour  appan;nt  du 
cône  se  composant  des  asymptotes  de  riiyperJ)ole. 

Supposons  ([ue  nous  fassions  glisser  ce  cône  parallèle- 
ment à  lui-même,  de  manière  que  son  sommet  décrive  la 
verticale  du  point  S  perpendiculaire  au  plan  de  la  ligure  : 


le  cercle  d'intersection  avec  le  plan  de  base  se  déplaceia 
en  restant  tangent  au  contour  apparent  primitif,  et  il 
arrivera  un  moment  où  le  cône  transporté  aura  pour  di- 
rectrice la  circonférence  Oi  dans  le  plan  de  base  ;  soit  Si , 
coïncidant  avec  S,  la  projection  du  sommet  transporté. 
Je  dis  que  l'iiyperbole  est  précisément  la  projection  de 
l'intersection  de  ces  deux  cônes. 

En  elï'et,  ces  deux  cônes,  étant  liomolbétiques,  ont  une 
section  plane  commune  à  l'infini  :  ils  se  coupent  donc 
suivant  une  seconde  courbe  plane,  et,  comme  les  généra- 
trices de  contour  apparent  sont  parallèles,  cette  courbe 
est  une  liyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à 
ces  génératrices  de  contour  apparent,  et  de  plus  situées 
dans  les  plans  tangents  suivant  ces  génératrices.  D'ail- 
leurs cette  hyperbole  passe  par  les  deux  points  A  et  B, 
puisque  ces  points  sont  à  la  fois  situés  sur  les  deux  bases. 
Donc  l'hyperbole  (riiiterseclion  a  bien  pour  projection 
l'hyperbole  donnée. 


(   '^5  ) 

Cela  posé,  considérons  un  point  cjuclconqne  M  de  lin- 
terseclion  et  joignons-le  aux  deux  sommets  ;  puis  suppo- 
sons que  nous  fassions  glisser  le  cône  S  parallèlement  à 
lui-même,  de  façon  qu'il  ait  toujours  la  génératrice  SxM 
commune  avec  le  cône  primitif  :  il  lui  sera  taiigent. 
Amenons  le  sommet  S  en  M  :  alors  le  cône  ainsi  trans- 
porté aura  sa  section  par  le  plan  de  la  figure  tangente  à 
la  base  O  du  premier  cône.  Supposons  maintenant  que 
nous  fassions  subir  la  même  opération  au  cône  S)  :  une 
fois  le  sommet  Si  amené  en  M,  le  cône  ainsi  transporté 
sera  également  coupé  par  le  plan  de  la  figure  suivant  un 
cercle  tangent  à  O, .  Mais,  le  cône  Sj  n'étant  que  le  cône  S 
transporté  parallèlement  à  lui-môjne,  les  deux  cônes  S 
et  Si,  transportés  de  manière  à  avoir  leur  sommet  en  M, 
coïncident.  Leur  base  0.>  est  donc  à  la  fois  tangente  aux 
deux  cercles  O  et  O,  ^  et,  de  plus,  comme  elle  est  tracée 
sur  le  cône  qui  a  son  sommet  en  M,  elle  est  tangente 
au  contour  apparejU  de  ce  cône,  c'est-à-dire  aux  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  l'iiyperbole  menées  par  M. 

Les  deux  génératrices  de  contact  SM,  S|ÏM  ayant  même 
projection,  il  en  résulte  que  la  droite  S^I  passe  par  les 
points  de  contact  du  cercle  Oo  avec  les  deux  premiers. 

11  résulte  de  la  démonstration  précédente  qu'en  faisant 
varier  le  point  M  sur  l'hyperbole,  le  cercle  O^  se  déplace 
en  restant  tangent  aux  deux  premiers,  les  tangentes  à  ce 
cercle  issues  de  M  restant  parallèles  aux  asymptotes  de 
l'hyperbole.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Soient  deux  cercles  fixes  C  et  C  tangents  au.v 
droites  D  etD'  -^  on  cojisidère  un  cercle  variidyle  K  (jui 
touche  (1  et  Cf  et  on.  lui  lui'ne  des  tangentes  lutidllèles 
à  I)  et  à  \y  :  le  lieu  de  leur  i)oint  de  re/ico/i/re  csf  une 
hjperhole  passant  par  les  points  de  rencontre  à  distain-c 
finie  des  cercles  C  el  C!  et  (DuiiI  I)  <"/  ])'  pour  us]  m- 
p toi  es. 


(   «3<i  ) 

Supposons  que,  au  lieu  de  déplacer  le  conc  S  sur  la  ver- 
ticale SSi  d'un  même  côté  du  plan  de  la  ligure,  nous  le 
déplacions  de  manière  <à  l'amener  en  Si  de  l'autre  coté 
du  plan  par  rapport  à  S  :  alors  ce  sera  la  seconde  nappe 
du  cône  qui  sera  coupée  par  le  plan  de  base.  Les  raison- 
nements faits  précédemment  s'appliquent  également  à  ce 
cas. 

Si  l'un  des  systèmes  de  tangentes  communes  aux  deux 
cercles  est  imaginaire,  les  deux  cônes  ont  alors  un  sys- 
tème de  plans  tangents  communs  imaginaires,  puisque  la 
trace  du  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  est  pré- 
cisément la  tangente  connnune  aux  deux  bases.  Or  on 
voit  que,  dans  ce  cas,  l'intersection  des  deux  cônes  est 
une  ellipse.  La  projection  de  cette  ellipse  est  donc  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  droites  imaginaires  tangentes 
au  cercle  variable  et  menées  parallèlement  aux  deux 
tangentes  communes  imaginaires  :  ce  lieu  est  réel. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DES  QUESTIONS  i387  ET  1395^ 

Par  m.  L.  CllAUGHAT, 
Élève  du  Lycée  Condorcet. 


Prenons  pour  axes  les  bissectrices  de  l'angle  des  tan- 
gentes communes  D  et  D'^  soit  tangcp  le  coefficient  angu- 
laire de  D.  Le  cercle  G  a  pour  équation 

(.r  —  a)--\- y-  =  d'^  si n - c. 
OU 

j-'-^j' —  [iccT  -h  a-  cos-c  =  (). 

Le  cercle  </  a  j)()Ui' équation 


(   -37  ) 

Soient  (a,  [S)  le  centre  de  l'un  des  cercles  mobiles  et  A 

le  rayon  de  ce  cercle.  CJn  point  du  lieu  sera  donné  par 

l'intersection  d'une  parallèle  j)^=  [i  a  Taxe  des  x  et  d'une 

droite  dont  la  distance  au  point  (a,  p)  est  égale  à  X.  On 

aura  donc 

(a  —  a)2  +  fi2  _  ( ^  sin o  -f-  A  )2, 

(a— rt,)2-i-  jS2=  («isincp-i-X)-, 
jK  =  2^  tangcp  -H  n, 

j  =  ?,' 

3  —  a  lan^co  —  n 
s/i  -+-  tang-cp 

Remplaçant  j3  parj^  et  supprimant  la  quatrième  équa- 
tion, on  a 

(i)  (a  —  a)^  -i-y^=  (as'ino  -^a)-, 

(2)  (a  —  ai)2-i-j2_  (aisincp-h  X)2, 

(3)  j  — /i  =  ^tangcp, 

•  7  — atangcp  — n        , 

(4;  — y-  —      =  ^- 

y/i  -h  tang^cp 

Remplaçant,  dans  l'équation  (4),  JK  —  '^  P^*'  sa  valeui' 
tirée  de  l'équation  (3),  il  vient* 

(5)  '  (x  —  a)sino  =  X. 

Si  l'on  ordonne  l'équation  (i)  c;n  «,  on  aura  une  équa- 
tion du  deuxième  degré  dont  les  racines  seront  (i  et  a^. 
De  cette  équation 

a2cos2cp  —  ^«(a  -I-  X  sino)-!- j'--i-  x- —  À-  =  o, 

on  tire 

(G)  {a  -\-  (II)  cos' ç.  =  9, a  m-  ■?.  A  sin cp, 

(  7  )  aai  cos2  cp  =  y'^  -+-  a-  —  À- . 

L(îs  équations  (5)  et  (fi)  étant  du  premier  degré  en  a  cl  A, 
on  les  résout,  et  l'on  poile  les  valeurs  trouvées  dau.^ 
ré(jualion  (7U  ou  a  l'écpialion  du  lieu  demandé. 


(   >38  ) 

Les   Nalcurs  de  a  vl  dv  J.  soni. 


a  -^  (Il 

—  X  tanji;-o, 

•1 

^        ir  sin  o 

<1^  -h  «'^1       . 

cos-  o 

'2 

cL  l'cquaLioii  du  lieu 


'  L        4 


cos^o, 


ou 


4j'2 —  4 ^-2  tang^cp  -^  (a  —  ai)2cos2cp  =  o. 


C'est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  ayant  pour 
asymptotes  les  tangentes  communes  et  passant  par  les 
points  de  rencontre  des  deux  cercles,  car  ces  points  peu- 
vent être  considérés  comme  des  cercles  de  rayon  nul 
tang(Mits  aux  cercles  C  et  C. 

On  déduit  de  là,  en  raisonnant  comme  dans  la  solu- 
tion de  M.  Château,  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  la 
question  1395. 

Note.  —  Solution    analyli([ue  de  la    nicinc  question  par  M.  Moret- 
Blanc. 
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1  431.    Démontrer  (jue  l'expression 


tend  vers y  lors(nie  //  auiiiuente  indéfiniiuent 


(  '44  ) 

I  irî^.  Parmi  Jcs  chiilres  de  raiii;  /{p-i-i  des  puis- 
sances successives  de  5,  les  elii lires  '.\  et  8  se  trouvent 
en  plus  petit  nombre  que  tous  les  autres.  Par  exemple, 
parmi  les  64o  chiilres  de  rang  9  (centaines  de  millions) 
de  640  puissances  successives  quelconques  de  j,  cha- 
cun des  clii lires  3  vX  8  s(;  trouve  soixante  fois,  tandis 
que  chacun  des  huit  autres  chiilres  s'y  trouve  soixante- 
cinq  fois.  (K.   Cesàuo.) 

1 133.  1"  Il  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de  polyèdres 
aux  sommets  desquels  les  faces  de  môme  ordre  concou- 
rent en  même  nombre. 

0,^  11  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de  polyèdres,  dont 
(diaque  face  contient  les  sommets  de  même  ordre  en 
même  nombre. 

3"^  Ces  polyèdres  sont  les  seuls  susceptibles  de  devenir 
réguliers  ou  semi-réguliers.  (E.  Cesàko.) 

1434.  L'angle  de  deux  hyperboles  équilatères,  con- 
centriques, est  double  de  l'angle  de  leurs  asymptotes. 

(E.   Cesàuo.) 

1  i3o.  Quatre  semi-droites  A,  B,  G  etD  sont  données^ 
soient  a  le  point  où  A  est  touchée  par  le  cycle  inscrit 
dans  le  triangle  ABC,  et  d  le  point  où  D  est  touchée  par 
le  cycle  inscrit  dans  le  triangle  DBC  :  démontrer  que  le 
point  milieu  du  segment  ad  est  sur  l'axe  radical  des 
cycles  inscrits  dans  les  triangles  ABD  et  ACl). 

(Lagceuue.) 

143G.  On  peut  construire  trois  cercles  osculateurs 
d'une  parabole  qui  touchent  une  tangente  à  cette  couibe  : 
démontrer  que  cette  tangente  et  les  tangentes  aux  points 
d'osculation  touchent  un  même  cercle. 

(Lagueiire.  ) 


(  »45  ) 
.^lÉ^lOlHË  SIU  LA  THÉORIE  DE  L  ÉLIMINATION^ 

Par  m.  h.  LAURENT. 


1.  Dans  ce  Mémoire,  je  me  propose  de  faire  connaître 
une  méthode  nouvelle  pour  l'élimination  de  plusieurs 
inconnues  entre  plusieurs  équations  algébriques  en 
nombre  supérieur  d'une  unité  à  celui  des  inconnues  5  le 
travail  auquel  je  me  suis  livré  jettera,  j'espère,  quelque 
lumière  sur  la  théorie  de  l'élimination. 

J'admettrai  dans  ce  qui  va  suivre  le  théorème  de  Bézout 
sur  l'équation  finale,  ainsi  que  ses  conclusions  relative- 
ment au  nombre  des  solutions  de  plusieurs  équations  à 
plusieurs  inconnues,  lorsqu'il  n'existe  aucune  relation 
particulière  entre  les  coefficients  de  ces  équations. 

2.  Soient  cp, ,  cp2,  ...  ,  '>p,,des  polynômes  entiers  en  .r, , 
X2,  .  .  . ,  x„  des  degrés  respectifs  m, ,  1112^  .  .  . ,  nin  ;  je  dirai 
que,  les  polynômes  cp, ,  cp^, .  .  . ,  '^„  étant  dwiseurs,  les  poly- 
nômes F  etysont  équivalents,  lorsqu'il  existera  des  poly- 
nômes entiers  )., ,  Xo?  •  •  •  •>  )v„  en  x, ,  jTo,  .  .  .  ,  .r,,  tels  que 
l'on  ait  identiquement 

(l)  T*"  =  ^1  ^1  -r-  ^2^2  +  -  •  •-i-^n?/7  +/• 

Un  polynôme/^sera  dit  jéduit  par  rapport  aux  divi- 
seurs cp,,  '^o,...,  cp„,  quaiul  il  ne  contiendra  pas  de 
termes  divisibles  par  .r"",  .r'"-,  .  .  .  ,  .r'//".  Râdnirc  un 
polynôme  V\  ce  sera  trouver  son  équivalent  /réduit. 

Jienidrqne.  —  I^es  déiinitions  qui'  nous  xenous  de 
donner  dépendent  de  Tordre  dans  lequel  on  rani;(>  les 
polynômes  diviseurs  cp  et  les  \arial)les  .r,  mais  cette  dis- 

.4/t/t.  (le  Mathémat.,  '^  sOrio,  I.   II.  (Avril    iSS.'i.)  lo 


(  >'>c>  ) 

liiictioii  disparaît  quand  on  suppose  m,  =  m2=-  .  .  .  =  m,i^ 
et  alors  nos  théorèmes  gagnent  en  éléganee  et  en  symé- 
trie. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
réduit pai  rapport  aux  dwiseurs  o,,  C22>  •  •  •  ,  '^«  estWm. 

En  ellet, 

(  [  -f-  .Ti  H-  .27 1   -r-  .  .  .  -H  .r'"'~'  ) 

est  un  polynôme  réduit  dont  tous  les  coeffieients  sont 
égaux  à  un^  le  nombre  de  ses  termes  s'obtiendra  en 
faisant  X{=^X2^^  -  •  .  =  x,i  =  i ,  ce  qui  donne  11  m  :  c'est 
le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  réduit  quelconque. 

3.  Dans  ce  qui  va  suivre,  les  termes  des  polynômes 
([ue  nous  aurons  à  considérer  seront  de  la  forme 
Ax',  a:i  ...  .r J^  ;  A  sera  ce  que  nous  appellerons  le  coef- 
ficient du  terme,  et  x\  o:^  .  .  .  o:)^  sera  son  argument^ 
nous  conformant  en  cela  à  un  usage  adopté  déjà  par  un 
certain  nombre  de  géomètres. 


Soient 


«11, 
a,i, 


«12, 

aoo, 


«1//, 


les  solutions  des  équations 

(2)  «i>l  =  0,  'f2=0, 

soit 


o  ; 


d(  O^.O^ On) 


0{Xi, X2j.  ..  ,or,i) 

le  déterminant  fonctionnel  de  es,,  'j^^,  .  .  . ,  o„  *,  soit  de 
plus 


A  == 


1       7-21       a2  2 


11  12 

2  1  ^    -S 
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(dans  ce  dêtenninajit  A  la  î^'"^^  ligne  a  pour  élémejits 
les  argwnen  ts  d^  un  poljTiôme  réduit  en  a/« ,  a/o,  •  •  • ,  '^iii)\ 
on  aura 

(3)  A2=  GnD(aa,  a,-2,...,  a,„), 

G  désignant  une  quantité  indépendante  de  z,  en  appe- 
lant z  une  variable  entrajit  dans  les  coefficients  de 
cp,,  cp2,  .  .  . ,  cp„,  <i(?  manière  à  les  rendre  homogènes  en 
j:<  ,  X2 , .  .  .  ,x,i^et  z  leurs  degrés  restants  m^^nio^.  .  . ,  m,i . 

En  d'autres  termes,  G  ne  dépend  que  des  coefficients 
cp,,  cpo,  .  .  .,  qui  multiplient  des  arguments  de  degré  m, 
dans  cp, ,  de  degré  7722  dans  cpo,  etc. 

En  effet,  A  changeant  de  signe  quand  on  échange  deux 
de  ses  lignes,  A-  sera  une  fonction  symétrique  des  solu- 
tions de  (2),  ce  sera  une  fonction  entière  de  la  variable 
z.  Le  second  membre  de  (3  )  est  aussi  une  fonction  entière 
de  z;  or  ce  second  membre  s'annule  dès  que  l'on  suppose 
que  les  équations  (2)  ont  une  solution  double,  tout 
comme  le  premier  membre  A-;  mais  le  second  membre 
ne  s'annule  que  dans  cette  circonstance  ;  tout  ce  que  l'on 
peut  affirmer  dès  à  présent,  c'est  que  (2  )  a  lieu  pour  une 
certaine  valeur  de  G  qui  est  un  polynôme  entier  en  z. 
Si  nous  prouvons  que  les  deux  membres  de  (  3)  sont  de 
mêmes  degrés  en  z,  il  sera  établi  que  G  est  indépen- 
dant de  z. 

Or  soit  Ov  le  nombre  des  ternies  de  degré  v  dans  un 
polynôme  réduit;  le  degré  de  A  par  rapport  aux  a  et 
par  suite  par  rapport  à  ^  sera  Svov;  or  Ovcstle  coefficient 
de  f^  dans 

T  =^  (  I  -f-  /  -f-  /2  ^ ...  -f-  /'">-'  ) 

X  ( I  -I-  /  H- ...  -h  /'"2-I  )  .  .  .  (  I  -4-  /  -4-  .  .  .  ^_  frn„-  X  )^ 

Ov  est  le  coefiicient  de  L'  '^  dans    ,   ;  enfin  ïvovcst  la  valeur 


(  -i^  ) 

(le  -  .j  pour  /  —  I  ;  wWv.  valeur  esl 

ni\(  nï^  —  I  )  nu ( in^  —  i ) 

///•)  ni^  .  .  .  in,i-\-  — /;/,  ///3 .  .  .  m i,--  . . .  , 

c'ost-à-dire 

-  n  m  (  ^  ni  —  //  )  ; 

le  degré  de  A-  est  donc  Hmi^^in  —  A^).  Or  le  degré  de  flD 
est  le  degré  de  ]J  multiplié  par  11///,  c'est-à-dire  précisé- 
ment   11/7/(3]///  —  //)  :  A^   et   IID   sont  donc   de  même 

degré  et  l'on  a 

A2=GnD, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

A.  Les  polynômes  réduits  jouissent  de  propriétés 
remarquables  qui  les  rapprochent  des  polynômes  à  une 
eule  variable  ^  ainsi  : 

On  peut  déterîniner  sans  ambiguïté  un  pol/ynôrne 
réduit,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  qu'il  prend  quand 

Cl ,  ',:;o, .  .  . ,  '-0,1  s  annulent  à  la  fois. 

Soit  en  ed'et  F/  la  valeur  que  doit  prendre  un  poly- 
nôme réduit  /^  quand  on  suppose 

En  posant 

/  =  .^0  +  ,^1  -^1  H-  é'^.  ^'2  ^  .  .  .  +  .^/«,_i,  m.-.,  . . .  ■^'"'"'  ^'"'''  •  •  •  ' 


^'•„,  gi,  .  .  .    désignant   des  coefficients  numériques,    on 
devra  avoir 

1^1  =  ^0  -4-  ^1  5(11  -f-  .^2  ai2  -^ .  .  . , 
^2  =  ffo  -t-  ^1  ^21  H-  ^2  «22  H-  ...  . 


ces  équations  flélerniiuent  ^',,,1^, .  .  .  .  et,  par  suite, y^sans 
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ambiguïté,  si  le  déterniinantcjue  nous  avons  appelé  A  n'est 
pas  nul,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  équations 
(2)  ont  une  solution  multiple;  nous  ferons  abstraction 
de  ce  cas  singulier,  ainsi  que  du  cas  où  ces  équations 
auraient  des  solutions  infinies  ou  indéterminées.  En 
d'autres  termes,  les  solutions  de  (2)  seront  toujours 
supposées  finies  et  distinctes;  elles  sont,  comme  l'on  sait, 
au  nombre  de  /;/)  z/^^o .  .  .  =  11/7^. 

On  voit  donc  que,  abstraction  faite  du  cas  où  les 
équations  (2)  n'auraient  pas  II  m  solutions  finies,  déter- 
minées et  distinctes,  un  polynôme  réduit  sera  bien  déter- 
miné par  les  valeurs  qu'il  prend  quand  les  diviseurs 
cpi,  cp2,  .  .  .  s'annulent  à  la  fois.  c.    q.   f.    d. 

Il  résulte  de  là  que  :  il  existe  toujours  un,  et  un  seul 
poljnôme  réduit^  équivalent  à  un  polynôme  donné. 

[Bien  entendu  en  supposant  toujours  les  solutions  d(; 
(2)  distinctes,  bien  déterminées  et  liiiies.] 

En  elïet,  si /'est  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme  F, 
on  aura 

V  ~-^  ^^  l 'f  i  ""^  ^^  2  ^  2  ~^  •  •  •  +  ^^  «  't*  //  ~T~  y  1 

et  en  annulant  cp,,  cp^?  •  •  •?  '-^/o  <^ii  ^<^^t  que  /sera  égal  a 
F;  y  est  donc  déterminé  par  toutes  les  valeurs  de  .r,, 
Xo,.  »  '-)OC,i  annulant  les  c:-,  en  vertu  du  tliéorème  précé- 
dent; il  aura  donc  une  valeur  unique  et  bien  déterminée. 

Pour  calculer  le  polynôme  réduit  équivalent  à  F,  on 
n'a  pas  besoin  de  connaître  les  solutions  des  équations 
(  2  )  :  c'est  ce  (jue  nous  allons  établir. 

Soient 

les  identités  qui  définissent  les  fonctions  c^^  multiplions 
la  première  pai-  tous  les  arguments  d'un  polynôme  île 
degré/»  —  ///,,  la  sin^onde  par  Ions  les  argumenls  d'un 
polynônu' (1(;  degi-(''   y;  —  ///_..    ci,  ainsi  de   siiilc   .    on   oh- 


(    i^o    ) 
liciidra 

N (/>  —  /»,)  -f-  N  (/?  —  //î.,  )  -f  ...+  N  {p  —  m„  ) 

équations,  ]N  (A  )  désignant  en  général  le  nombre  des 
ternies  d'un  polynôme  complet  de  degré  A  à  n  variables. 
Je  dis  que  ces  équations  sont  en  nombre  suffisant  pour  dé- 
terminer tous  les  arguments  non  réduits  de  degré  aumoins 
égal  hp  en  fonction  des  arguments  réduits.  Cherchons  en 
effet  le  nombre  deces  arguments  non  réduits  ;  considérons 
en  particulier  l'un  d'eux  divisible  par  .r"''^  si  l'on  y  sup- 
prime le  facteur  x"''^  il  se  réduit  à  un  argument  de  degré 
p  —  /??,  ou  de  degré  inférieur.  Prenons  donc  tous  les  ar- 
guments de  degrés  p  —  ?7i,,  p  —  ni^-,  ...  ou  de  degrés 
inférieurs.  Multiplions-les  par  x"'',  Jo"'-^  ....  nous  ob- 
tiendrons tous  les  arguments  cherchés  au  moins  une  fois  : 
le  nombre  des  arguments  cherchés  est  donc  au  plus 

N  (p  —  Jlli)  -'r-  N  (p  m.2  )-(-...  +  N  (p  Jlln  ), 

qui  est  celui  des  équations  dont  on  dispose  pour  les  cal- 
culer ^  quand  on  aura  calculé  tous  les  arguments  non  ré- 
duits qui  entrent  dans  un  polynôme  F  donné,  on  pourra 
le  mettre  sous  la  forme  F  ^=  A,  'Ô1  -h  .  .  .  -i-  A/zf/.-  -+"/?  ^^J 
sera  son  expression  réduite.  Kien  n'empêche  d'ailleurs, 
puisque  l'on  sait  que  le  polynôme  réduit  y  existe,  de  le 
déterminer  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

o.   Il  existe  une  injlniié  de  polj  iiôines  A,,  Ao?  •  •  •  î  ^^n 
donnant  lieu  à  l'identité 

hi  Cij  —  Ao  '-po  -h  .  .  .  -i-  /y/i^/i  =  O. 

Si  en  effet,  par  exemple,  on  fait 

Ao  ^^^  ^21  '-^1  ~^  ^^22  '-^2  "^  •  •  •  ""1~  ^iii  '-^ n  1 
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l'identité  en  question  aura  lieu,  quels  cjue  soient  d'ail- 
leurs les  quantités  a^j. 

11  résulte  de  là  que,  s'il  n'existe  qu'un  seul  polynônie/^ 
réduit  équivalent  à  un  polynôme  F,  il  existera  une  infi- 
nité de  polynômes  A, ,  Ao,  .  .  . ,  a,;,  donnant  lieu  à  l'iden- 

tite 

F  =  )v, 91  -^  Xo cp, -+- . . . -4-  X„ o,i~/. 

Aussi,  quand  on  cherche  à  rendre  cette  formule  iden- 
tique par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  ne 
faut-il  pas  s'étonner  d'être  en  face  d'un  problème  indé- 
terminé. 

On  remarquera  l'analogie  du  problème  que  nous  ve- 
nons de  résoudre  avec  celui  qui  a  pour  but  de  trouver  le 
quotient  et  le  reste  de  deux  polynômes  entiers  par  rap- 
port à  une  seule  variable. 

Supposons  par  exemple  c:j,  =  x^ —  a, ,  '^.,  =  x-2 —  a^,.. ., 
Ofi  =  Xfi  —  y.,i ,  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme 
F(jri,  ^2i  .  .  .^  Xfi)  sera  indépendant  de  .ri,  Xo,  .  .  . ,  x,i 
et  égal  à  F(a4,  ao,  .  .  .,  a,^)^  il  y  aura  d'ailleurs  une  in- 
finité de  polynômes  P,,  Po,...,  P//,  tels  que  l'on  ait  iden- 
tiquement 

F(  j-j.  X.2,  .  .  .,  x,i)  —  Pi (^1  —  a,  )  -i-  PofwTo —  ao)  -T-  .  .  . 
-^  P«(^«— 5C/,)  -r-  F(a,,  7.0.  .  .  .,a„  ). 


On  pourra  prendre,  par  exemple, 

p    ^  ^(-ri.To .r„)  —  F(  g,,  .r-, .r„) 


F{a,.  x<i, .r,,)  — F(a,,  a., .r„) 

I  2  —  

^'0 —  a.) 


p    _  Im  ai,  g..  .  .  . ,  .T„  )  —  F (  g,,  g., a„  ) 

*  «  —  • 

Cette  dernière   remarque  sera  utilisée  dans  vv  (\u\    mi 
suivre. 


(   i5>.  ) 

().  Dans  la  suiic,  nous  aurons  besoin  de  savoir  résoudre 
le  problème  suivant  : 

li'ousH'r  un  polynôme  rcduii  nul  pour  I  oui  es  les  va- 
leurs (le  X,,  Xj,  .  .  . ,  x,i  égales  aux  termes  d'une  solu- 
tion deséquations  (2),  excepté  pour  X  ^^=  a/, ,  x,  =  y-i-i, . .., 

JL  II  =^   1-1,1  • 

J^e  polynôme  obtenu  en  remplaçant,  dans  A,  a/i  parxi, 
y.i>  par  .r^,  .  .  . ,  est  une  solution  de  la  question,  mais  on 
peut  en  trouver  une  autre  plus  utile.  D'après  ee  que  nous 
avons  vu  au  paragraplie  jjrécédent,  onpeut,  et  eela  d'une 
infinité  de  manières,  déterminer  des  polynômes  P/y,  tels 
que  l'on  ait  idi;ntiquement 

?l(-^l,^2, ^n)  —  'flC^-l,  3C/2, %in) 

=  Pi  1  (  ^'1  —  a/i  j  — - .  .  .  +  Fi ,1  ( a^n  —  ^in  ). 

0.2(^1,  ^2?    •  •  •  •  ^11)  'f'i(  ^/l7  ^/2?   •  •  •  '  ^/«) 

=  ^'2\{.X\  —  a/^  )  -^  .  .  .-+-  V=in{x,i  —  a/,,). 


Posons  alors 


\ 


l/^ 


F21 


P-2. 


^  «1 
'  nn 


ee  polynôme  V  s'annulera  pour  x^  =^  y.ji^  .r^^  a/o,-.-, 
quel  que  soit  /,  excepté  pour  i  =  y;  car,  pour  /  =y,  il  se 
réduira  à  D(  a/, ,  a/o,  •••)•)  qui  est  différent  de  o  par  hy- 
pothèse. Pour  le  prouver,  il  suffit  d'observer  que,  d'a- 
près la  définition  même  des  polynômes  P/y,  pour 


^1  =  ^il-       -^i  —  '^iii 


on  a 


'?! 


<iy., 


I    ,2  - <! 


(  «53  ) 
Le  polynôme  réduit  équivalent  à  V   sera  une  solution 
de  la  question,  puisqu'il  est  égal  à  V  quand  les  équations 
(2)  sont  satisfaites. 

7.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'éliminer  Xi , 
x^t  .  .  . ,  X/i  entre  les  équations 

(2)  îpi  =  o,     02=0,      ...,     <f„=0, 

(4)  F  =  o, 

la  dernière  étant  de  degré  p  en  x^,  x^-,  ,  .  .  ^  x,i  el  z. 
A  cet  effet,  posons 

/5N     o  =  y ^ 

(6)  M/  =:  ÇoOO-  .  •  +  3(/i  ^100  •  .  •  +  3C/2Ç010'  ..-!-..•• 

Ui  est  un  polynôme  linéaire  et  homogène  par  rapport 
aux  variables  \  dont  les  coefficients  sont  les  arguments 
d'un  polynôme  réduit  en  a./,,  a/2,  .  .  .  par  rapport  aux 
diviseurs  g,  (a/,,  a/o,  •  •  •),  '^2  (^/i^  '^-ri^  -•■)■)  t^n  sorte  que 
le  déterminant  de  la  substitution  (6)  qui  permet  d'ex- 
primer les  u  en  fonction  des  ç  est  précisément  celui  que 
nous  avons  appelé  A. 

Le  discriminant  du  polynôme  Q  bomogène  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  ç  est  égal  au  discriminant 

relatif  aux  u^  à  savoir  n  t^?  multiplié  par  le  carré  du 
déterminant  de  la  substitution  (6),  à  savoir  A-=  IIGI)  : 
il  est  donc  éeral  à  777^' 

Cbangeons  de  variables  et  posons 

(7)      •2-/^7.•.  = 


^^'^         V____i^£^LlA 


•2  0\,y,j,_,        .Éad  F  (  a,-, ,  a,-2,  . . .  )  *J  (  «/l  '  ^ri . . .  ) 

Commençons  à  cet  effet  par  résoudre  les  équations  (  j  ). 
A  cet  (îffet,  appelons  /',  un  polynôme  réduit  nul  en 
même  temps  que  C2,,  '^i/o?  •  •  •  '  'f/o  excepté  pour  .r,  =:=:  7,1. 
X2=  y-i-i^  •  •  •  •  alors,  en  muhipliant  les  équations  (7)  par 


(  î:>i  ^ 

les  coofliciciits  de  ce  polvuùnio  cl  en  les  ajoulaiiL,  on 
trouve  la  forinule  sjmboli(jiie 

dans  laquelle  il  faut  supposer  que,  dans  le  développement 
du  premier  membre,  on  remplace  x^  x?y .  .  .  par  Xp^„.... 
Or  on  peut  supposer  y}  (a/,,  a/o,  ...)  =  A,  d'après  ce  que 
l'on  a  vu  au  paragraphe  précédent 5  donc,  en  rempla- 
çant ui  dans  (  5  )  par  sa  valeur  tirée  de  (8),  on  a  symbo- 
li(|uement 

(9)       Q  =  >  ^^"''■'''''■^•••^ /-UoL-    a \ ' 

formule  dans  laquelle  il  faudra  faire  # 

1      2  •  •  •  —      l  -^o  •  •  ■  —  •'<  /J  7' •  •  1 

après  avoir  développé  le  second  membre.  Appelons  o  b; 
nouveau  discriminant  de  Q  par  rapport  aux  variables 
x^^y,  ...  ^  le  discriminant  de  Q  relatif  aux  u  que  nous 

avons  trouvé    égal  à     „.    est  égal  à   0  multiplié  par   le 

carré  du  déterminant  de  la  substitution  donnant  les  x  en 
fonctions  de  u  [formule  (7)].  Ainsi  on  a 


d'où  l'on  tire 


ifFD  ~'^^  (riFD)2' 


^^  FD  _  IlF(a„,a/2,  ...,a,.) 


A2  G  .     ■ 

le  discriminant  0  égalé  à  zéro  donnera  donc,  en  v(irtu 
d'un  théorème  connu,  la  résultante  des  équations  propo- 
sées. Donc  : 

La  résultante  de  plusieurs  équations  algébriques  peut 
être  mise  sous  la  /orme  (Vun  déterminant  sj/nélrique. 

La  fonction  Q,  dont  le  discriminant  égalé  à  zéro  foui- 


(   i5j  ) 

iiitla  résultante,  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  plus 
avantageuse  pour  le  ealcul. 

Prenons yi(x<,  x^,  .  .  . ,  x,^)  égal  à  l'équivalent  réduit 
de  S  zh  Ph  Poo  .  .  •  P,/,o  les  polynômes  P/y  étant  définis 
comme  au  n"  G;  alors/)  (a,,,  a/o,.  •  .)  sera,  comme  on 
l'a  vu,  dans  ce  numéro,  égal  à  D(a/,,  a/o  •  .  .)^  on  aura 
alors  plus  simplement 


(lo)      Q  =^F(a/i,a/2,.. 


Maintenant,  désignons  par  /'(x,,  j:^  ^•••î  ^iî^^^---)  ce 
que  devienty/(  jr;,,  Xo,  ...)i  quand  on  y  remplace  a,,  par 
a|,a/2  par  ao,  ...,  a/„  par  a,;,  et  considérons  le  polynôme 
Q  avant  d'y  faire  x^^xl .  .  .  =  a^  y.:{ .  ,  .  =  x.p^^. . .  ;  ce  poly- 
nôme est  alors  un  polynôme  réduit  (jui,  pour  X)  =  a,,, 
Xo  =  a,.j,  ...  se  réduit  à 

F(aii,a,2,  .  .  .,ai„ )//(>!,  a.,,  .  .  .), 
qui,  pour  x,  =  ao» ,  J:..  =^  a-^o,  ....  se  réduit  à 

F(a2i,  ao,,  .  .  .,  'J-2n)fi{^\,  ^-2,  .  ..)• 

Ces  conditions,  comme  on  l'a  vu  au  n^'  4,  le  déterminent 
complètement.  Or  le  polynôme  réduit,  équivalent  à 

F{Xi,  Xi,.  .  .)/(ai,a2 ;  .r,.  .r,,.  .  .). 

jouit  exactement  des  mômes  propriétés^  il  est  donc  égal 
à  Q  quand  on  y  suppose  x^\r'( .  .  .  :^  a^  a^  .  .  .  :r=  x^,,^ .  .  . , 
et  il  est  évident  que,  dans  la  môme  hypothèse,  on  aura 
aussi  (^  égal  à 

F(a,,  a2,.  ..)./\-^i"^'-"  .  .  .;  a,,  a..  .  .  .)• 

Ainsi  ta  résultante  des  ê(/uatio/is  (  '2 ),  (4^  f'-^f  /<" dc^cri- 
fnina/it,  c^alcà  zcf  o,  du  /k>/\  /uh/ir  fu^nioi^ciw  du  second 


(  I  ."''i  ) 

(li'grc  obtenu  en  /(lisd/il  .t''^x'!,  .  .  .  =:=:y/^y.'f,  .  .  .  ■=:.Xi,_^,f  .  .  . 
dans  l'expression 

F(ai.  a.,  .  .  .)f{Ti,x.2,  .  .  .;  a,,  aj,  ..  .). 

Pour  la  lacilitc  des  calculs,  on  fera  bien  de  prendre  les 
polynômes  P,,  comme  il  a  été  indi(jué  à  la  lin  du  n"  5  :  la 
réduction  est  en  efiel  alors  partiellement  effectuée. 

8.   Faisons  toujours,  comme  plus  haut, 

(il)  cp/(jri,.r2,...)  — ^/(«i,«2v)  =  P/(-^i  — ai)-^...-4-P,«(^/,— a„): 
faisons  de  plus 

(   F(^i,-3".2,  ...)—  F(ai,  a.,  .  ..) 


(II) 


eniin  posons,  en  écrivant  simplement   cp,,  o^,  .  .  . ,  V  au 

lieu  de  cp,  [x^^  Xo,  .  .  . ,  j:-» ),  'f  2 (•^»  1  -^2,  •  •  •  -'^'/i)-,  •  •  •  ? 


(ri) 


e 


n-hl  1 


'    2/i         •  •  •         •   /l/l        '    «  (-1  'i 


Le  déterminant  H  est  de  la  forme 

(  l3  )  B  =   Aj  cpi  H-  À.,  Oo  -r-  .  .  .  -f-  À„  Cp„  -r-  X  F, 

A,,  Ao,  .. .,  )wi  désignant  des  polynômes  entiers  en  Xi. 
jTo,  ■',  Xn  <^'t  z.  Si  nous  désignons, pour  simplifier,  par  Z)\ , 
cp!,,  ...,FMes  polynômes  'f,(a<,  a.>,  ...),  cp2(a,,  7.0,...),..., 
F(a,,  7-2,...),  obtenus  en  changeant  OTi  en  a, ,  x-2  en  a.j,..., 
danser,,  '^o,.  .  .,  F,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  encore 

(i4)  e  =  Xio;  +  Xo'-p;  +. . .+  )>„9;,+  àf'; 

en  d'autres  teiincs,  le  second  membre  de  (1  i)  n'est  pas  al- 
téré(juaiul  ()ntem[)la(('  la  prcMuière  ligne  par  9,  ,cp^,...,l'  '; 
cela  rcsulLc  'les   lormult.s  (ii),  eai-,  >»i   l'on  i)udli[)li('  la 


(    '5;  ) 
seconde  ligne  du  déterminant  S  par  —  (x,  —  a,  ),  la  sui- 
vante par  —  (xo —  7.2), ... ,  et  si  on  les  ajoute  à  la  pre- 
mière, on  remplace,  en  vertu  de  (i  i),  cette  première  ligne 

par cp;, cp;,  ...,F. 

Supposons  maintenant  que  Xi  =  y,i^  x.2  =  y-2',  •  •  •  ? 
x,i=aifi  soit  une  solution  commune  aux  équations  (2) 
et  (4)»B  sera  nul  en  vertu  de  (i4)^  donc,  en  vertu  de  (i3)  : 

Si  les  équations  o,  =  o,  00  =  o,  .  .  . ,  F  =  o  ont  une 
solution  commune,  il  existera  une  infinité  de  systèmes 
de  multiplicateurs  X, ,  ).2  7  •  •  •  ?  >*vz  ff^l^  ^''^  Von  ait  iden- 
tiquement 

Xi  cpi  -h  X2 cp2  -+-•••  -^  X„ca,j  -i-  X  F  —  o  ; 

le  multiplicateur  X.^,  en  général,  est  de  degré 


'Lm  -^  p  —  n  —  nii 


Cela  posé,  le  polynôme  0  étant  identiquement  nul, 
en  le  réduisant  par  rapport  aux  variables  x^y  X2,  .  .  ., 
avec  les  diviseurs  a,,  C52,  •  .  .,  O/^,  et  par  rapport  à  a,, 
a2,  .  .  . ,  avec  les  diviseurs  '^\ ,  cp.,,  .  .  . ,  cp^^  qui  sont  nuls, 
on  obtiendra  un  nouveau  polynôme  0,  réduit,  qui  sera 
aussi  identiquement  nul;  d'ailleurs,  il  est  évident  que 
le  polynôme  ©i  peut  également  s'obtenir  en  réduisant 
seulement  X.F',  puisque  la  réduction  de 

B  =  X,  ^'j  +  X,  cp'^  -+-...-+-  X  F' 

(îst  déjà  laite  partiellement  en  supprimant 

Xicp'i+...-r- x„(p;,. 

Ainsi  le  polynôme  ("),  s'obtiendra  en  réduisant  XvF'  ou 
F'S  ziz  Ph  P22  •  •  •  l\///i  mais.  H,  étant  identiquement 
nul,  les  coef(ici(jnts  des  arguments  x^^x'i  .  .  .  de  ses 
divcH's  termes  seront  nuls-,  en  égalant  ces  coeliicients  à 
xéro,  on  aura  un  systèmes  d'équations  en  a,,ao,..., 
(jue  j'ap[)ellerai    (K),  salisl'ail   eu  supposant    a,,a.j.  ... 


(  >^^«  ) 

remplacés  par  une  solution  commune  k  (  '2)  el  à  (4).  Ces 
équations  (E)  sont  en  nombre  égal  à  iii^m^  »  .  ,  in,t^ 
nombre  des  arguments  d'un  polynôme  réduit;  elles 
contiennent  m,  w/o  .  .  .  in,i  arguments  a^  a!^  .  .  .  sous 
forme  linéaire  et  homogène;  entre  ces  écjuations,  on 
pourra  éliminer  les  arguments  a^  a!^  ...   en  question. 

Je  dis  que  la  résultante  sera  précisément  la  résultante 
des  équations  (  2  ) ,  (  4  ) . 

En  elï'et,  le  polynôme  0,  n'est  autre  chose  que  le  po- 
lynôme que  nous  avons  appelé  Q  dans  le  paragraphe 
précédent,  avant  d'y  supposer 

1         9  •    •    •  I    "^  '2  •   •    •  *^  0  (J         1 

les  équations  (E)  ne  sont  autres  que  les  équations 
==  o,  quand  on  y  suppose 

OC  j  X.,  •  .  •  —  00 p  (7..., 

et,  par  suite,  leur  résultante  n'est  autre  que  le  discrimi- 
nant de  Q  égalé  à  zéro. 

Cette  remarque  nous  fait  voir  que  la  solution  com- 
mune aux  équations  (2),  (4),  quand  il  y  en  aura  une,  sera 
donnée  par  les  équations  (E),  qui  non  seulement  feront 
connaître  a, ,  a^,  .  .  . ,  ^/^  mais  encore  tous  les  arguments 
réduits  que  l'on  peut  former  avec  ces  quantités. 

9.  La  possibilité  d'appliquer  notre  méthode  d'élimi- 
nation suppose  que  les  équations  données  soient  telles 
que  l'on  puisse  en  choisir  /z,  telles  que  leurs  premiers 
membres  ',54,  c^o?  •  •  •?  '^«  puissent  servir  de  diviseurs  à 
un  système  de  réductions;  pour  cela,  il  est  nécessaire 
que  les  équations  (2)  n'aient  pas,  quel  que  soit  z,  une 
solution  multiple  ou  infinie;  le  cas  où  les  équations  (2) 
auraient  une  solution  infinie  peut  être  facilement  écarté 
au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  mais  le  cas  où  il 


(  '59  ) 
existerait  une  solution  double  ne  peut  pas  être  écarté 
aussi  facilement,  qu'elle  soit  finie  ou  infinie;  si  donc 
cette  particularité  se  présentait,  on  la  ferait  disparaître 
en  faisant  varier  infiniment  peu  les  coefficients  d'une 
ou  plusieurs  des  équations  données,  ce  qui,  comme  l'on 
sait,  ne  fait  varier  que  très  peu  les  solutions. 

Reprenons  les  équations  (E)  :  leur  déterminant  étant 
désigné  par  Z,  la  résultante  cherchée  sera  Z  =  o,  et  si 
l'on  suppose  que  les  coefficients  des  équations  proposées, 
qui  sont  de  degré  Jç  par  rapport  à  la  variable  r:,  con- 
tiennent une  variable  £  à  la  puissance  h  au  plus,  l'équa- 
tion Z  =  o  sera  satisfaite  pour  Wni.p  valeurs  de  t\  con- 
sidérons l'une  d'elles  en  particulier. 

Si  tous  les  mineurs  de  Z  ne  sont  pas  nuls,  alors  les 
équations  (E)  se  réduisent  à  Wm  .p —  i  distinctes  et  font 
connaître  un  système  de  valeurs  des  arguments  a^a^... 
unique,  plusieurs  d'entre  eux  pouvant  être  infinis. 

Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  Z  sont  nuls, 
d'abord  Z  =  o  admet  t  pour  racine  double,  car,  en  appe- 

A7 

lant  e  un  élément  de  Z  et  -r-  le  mineur  correspondant, 

on  a 

dZ  _  "^  r)Z  de  _ 
~dt  ~  2^'dë  ~di  ^  ^  ' 

les  équations  ( E  )  ne  sont  plus  qu'au  nombre  de  II  m,p —  2 
distinctes;  entre  ces  équations,  on  pourra  éliminer  tous 
les  arguments,  excepté  x,  et  o:^,  par  exemple,  ce  qui 
fournira  deux  valeurs  de  x^  et  deux  systèmes  de  valeurs 
correspondantes  des  autres  inconnues. 

Si  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  Z  sont  nuls, 
Z=:o  admet    t  pour   racine   triple;   en  (îllct,  appelant 

e  et  e' deux  éléments  dcZ,  et  -; — r-,  le  mineur  de  z  du  se- 

'        de  de 


{ >'i"  ) 

cond  ordre  ('orrcspondaiil,  on  a 

d'-  Z         V^  /   ')■-  Z     de   dr'         07.   d^  c  \  _ 
It^   ~  2à  \J)c  0»?  ~dt'di~'~Te'di^)''^^' 

les  équalions  (E)  se  réduisent  à  Wm.p  —  3  distinctes  et 
font  connaître  trois  systèmes  de  valeurs  des  inconnues, 
et  ainsi  de  suite^  de  sorte  que,  si  Z  n'est  pas  identique- 
ment nul,  le  système  (•;>),  (4)  admettra  Wm.p  solutions, 
en  comptant  en  général  pour  h  solutions  une  solution 
multiple  d'ordre  A. 

Lorsque  le  déterminant  Z  sera  identiquement  nul,  quel 
que  soit  t^  les  équations  proposées  auront  une  solution, 
elles  seront  alors  satisfaites  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  t, :C|,jr2,  .  .  .  ,x«  \  mais,  Z  étant  identiquement  nul, ses 
mineurs  ne  le  seront  pas  en  générai,  mais  pourront  le 
devenir  pour  une  valeur  particulière  de  t\  pour  cette 
valeur,  il  y  aura  alors  deux  systèmes  de  valeurs  corres- 
pondantes de  Xi,  ^2,  .  .  .,  ^/i^  on  voit,  du  reste,  comment 
on  achèverait  cette  discussion,  en  examinant  le  cas  où 
les  mineurs  du  premier,  du  second  ordre,  etc.,  seraient 
identiquement  nuls. 

Lorsque  trois  surfaces  du  second  ordre  se  coupent  sui- 
vant une  même  génératrice,  leurs  points  communs  se 
composent  de  cette  génératrice  et  des  points  communs  à 
leurs  courbes  gauches  d'intersection  ^  dansée  cas,  la  ré- 
sultante de  leurs  équations  est  identiquement  nulle,  et 
les  mineurs  de  leur  résultante  s'annulent  accidentelle- 
ment. 
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Î^OTE  Slïl  LA  P01\CTl]ATI0IV, 

Par  m.  J.  CARON, 

Directeur  des  travaux  graphiques  à  l'Ecole  Normale  supt'rieure. 


On  se  propose  de  représenter  un  système  composé  d'un 
certain  nombre  de  surfaces  P,  Q,  R,  S,  ...  et  d'établir  la 
ponctuation  en  projection  horizontale  par  exemple,  ces 
surfaces  étant  d'ailleurs  opaques  et  prolongées  indéfini- 
ment. 

Considérons  une  verticale  quelconque,  et  représentons 
par  p,  q^  /%  .y,  . . .  les  points  de  rencontre  de  cette  verticale 
avec  les  surfaces  correspondantes.  ]\ous  supposons  ces 
points  nommés  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent,  le 
point  p  étant  le  plus  élevé.  D'après  les  conventions  ad- 
mises, c'est-à-dire  en  supposant  l'observateur  placé  à 
l'infini  au-dessus  du  plan  horizontal,  le  point  p  est  le 
seul  vu  en  projection  horizontale,  et  il  cache  tous  les 
autres  q,  i'^  s^  .... 

Voyons  ce  qui  se  passe,  lorsque  la  verticale  variable 
se  meut  de  manière  à  avoir  son  pied  successivement 
dans  toutes  les  régions  du  plan  horizontal. 

Nons  entendons  par  région  du  plan  horizontal  tout 
contour  formé  par  les  projections  horizontales  des  in- 
tersections des  surfaces  données  prises  deux  à  deux,  et 
par  les  contours  apparents  horizontaux  en  projection 
de  ces  surfaces. 

Soit  (/;,  q)  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
des  deux  surfacc^s  P  et  Q  :  nous  remarquerons  (jii Cn 
faisant  traverser  uniquemcMit  hi  limite  (/;,  ij]  y.w  le  [)ied 
de  la  verticale,  il  se  produit  une  inversion  dans    lOrdic 
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des  points  p  et  y  sur  la   verticale   variable,   c'est-à-dire 
qu'au  lieu  de  lire  sur  la  verticale  primitive  les  points 
dans  l'ordre  p,  //,  /•,  5,  . . . ,  on  les  lira  sur  la  nouvelle  verti- 
cale dans  l'ordre  </,  /),  /•,  s^  .... 

Plus  généralement,  en  traversant  uniquement  une  li- 
mite (m,  /?),  il  se  produit  dans  l'ordre  des  lettres  une  in- 
version des  mômes  lettres  ui  et  «,  autrement  dit,  on 
passera  de  la  disposition  j)qr  .  .  .  ntn  .  .  .  xy  à  la  dispo- 
sition pgr  .  .  .  7ini .  .  .  jcy. 

Nous  remarquerons  également  qu'en  traversant  uni- 
quement le  contour  (^în,7i)^  il  ne  doit  exister,  dans 
l'ordre  des  lettres  sur  la  verticale,  aucune  lettre  entre 
??i  et  n  avant  ou  après  le  passage  sur  la  limite  considé- 
rée^ c'est-à-dire  qu'il  ne  se  produit  jamais  d'inversion 
qu'entre  deux  lettres  successives. 

Enfin,  en  supposant  que  les  deux  lettres  p  et  q  entre 
lesquelles  se  produit  l'inversion  soient  placées  les  pre- 
mières, c'est  que  la  limite  (p,  ^),  intersection  des  deux 
surfaces  P  et  Q,  est  vue  en  projection  horizontale,  car, 
d'un  côté  de  cette  ligne,  on  voit  la  surface  P,  et  de 
l'autre  la  surface  Q.  Autrement,  la  limite  (p,  q)  est 
cachée. 

Dans  la  série  des  points  /?,  r/,  /',  5,  ...,  on  peut  en 
avoir  appartenant  à  une  même  surface-,  représentons- 
les  par  la  même  lettre  affectée  d'un  indice,  /?,  </,  p^J  p^^ 
7',  s,  ^,,  ....  Si  le  pied  de  la  verticale  traverse  le  con- 
tour apparent  de  la  surface  P,  les  deux  points /?,,  ;?2 
disparaissent  en  même  temps,  et  il  nous  reste  les  points 
/?,  q,  r,s,  r/,, 

A  1  aide  de  ces  considérations,  nous  allons  démontrer 
deux  théorèmes  dont  l'emploi  permet  d'elfectuer  assez 
rapidement  une  ponctuation. 

THÉORi;\iE  1 .  —  Si  UN  point  M  conmiun  à  trois  surfaces 
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P,  (  ),  H  est  vu,  en  représentant  an  sj  stèine  de  sur j aces 
opaques  P,  Q,  R,  S,  .  .  . ,  il  existe  trois  lignes  passant 
par  le  point  NI  et  formant  six  rayons  alternativeinent 
vus  et  cachés,  en  supposant  toutefois  qu'il  n'existe  pas 
de  plan  tangent  commun  en  M,  ni  que  le  point  M  ap- 
partienne à  un  contour  apparent. 

Les  trois  lignes  passant  par  le  point  M  sont  évidem- 
ment les  intersections  des  surfaces  P,  Q,  R  piises  deux 
à  deux,  et  de  plus  il  n'y  aura  pas  d'autres  limites  pas- 
sant par  le  point  M,  que  ces  trois  courbes  (/?,  ^),  i^q^  r), 
(r,p).  Cependant,  il  peut  exister,  dans  le  voisinage  du 
point  M,  d'autres  limites  correspondant  aux  mêmes  ré- 
gions de  surfaces,  mais  on  peut  toujours  tracer  une  cir- 
conférence C,  ayant  pour  centre  le  point  M  et  n'attei- 
gnant aucune  de  ces  limites.  Enfin,  nous  négligeons  les 
limites  passant  accidentellement  par  le  point  M  en  pro- 
jection, parce  qu'elles  ne  correspondent  pas  à  des  li- 
mites passant  par  le  point  M  de  l'espace,  ce  dernier 
point  étant  supposé  vu.  Ces  nouvelles  limites  ne  jouent 
alors  aucun  rôle,  et  1  on  peut  raisonner  comme  si  l'on 
ne  représentait  que  les  régions  de  surfaces  P,  Q,  R  voi- 
sines du  point  M. 

Faisons  marcher  le  pied  de  la  verticale  sur  la  circon- 
i^rence  C,  en  partant  d'un  point  quelconque  a  de  cette 
circonférence,  et  en  tournant  dans  un  sens  déterminé. 
Dans  ce  mouvement,  nous  allons  rencontrer  successive- 
ment les  six  rayons  formés  par  les  limites  (/>,  q)^  (<7,  /•), 
(r,  p),   et,  par  suite,  nous  établirons  leur  ponctuation. 

Son  p^  q,  r  Tordre  des  points  sur  la  verticales;  en 
marchant  sur  la  circonférence,  nous  reticoutrons  l'un 
quelconque  des  rayons  en  un  point  a  que  nous  pouvons 
toujours  supposer  vu^  autrement  dit,  nous  supposons 
le  rayon  Ma  vu.  ^ 

En  liaversanl   la  limite  Ma  au  poiul  a.  il  se  produira 
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une  inversion  cnlie  doux  lettres  successives^,  q  uu  q^  /•; 
de  plus,  le  point  a  étant  vu,  l'inversion  ne  peut  se  pro- 
duire qu'entre  les  deux  premières  lettres  p  et  q.  On 
passe  donc  de  la  disposition  p-^q-^r  à  la  disposition  q^  p^  /•, 
après  avoir  traversé  le  rayon  Ma,  qui  d'ailleurs  ne  sera 
autre  cliosc  que  l'intersection  des  deux  surfaces  P  et  Q. 

Continuons  de  marcher  sur  la  circonférence  C,  nous 
atteignons  un  nouveau  rayon  M[j  qui,  assurément,  ne 
sera  pas  la  limite  (/;,  q)^  puisque  le  point  M  est  supposé 
simple.  En  traversant  ce  nouveau  rayon  Mp  au  point  p, 
il  se  produira  une  inversion  qui,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  ne  peut  plus  avoir  lieu  entre  p  et  q. 
L'inversion  possible  a  donc  lieu  entre  p  et  /•,  et  nous 
passons  de  la  disposition  </,  ;?,  /•  à  la  disposition  q^  /',  p. 

Cette  nouvelle  inversion  n'ayant  plus  lieu  entre  les 
deux  premières  lettres,  la  limite  traversée  M  ^  est  cachée. 

En  continuant  de  tourner,  nous  traversons  le  rayon 
My,  la  dernière  disposition  des  points  était  q^  /',  /?,  et  il 
ne  peut  plus  se  produire  d'inversion  entre  les  lettres 
p^  /•;  on  passe  donc  à  l'ordre  /',  </,  /?,  ce  qui  prouve  que 
le  nouveau  rayon  M  y  est  vu. 

On  a  donc  bien  rencontré  successivement  un  rayon 
vu  et  un  rayon  caché  et,  par  suite,  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Cette  discussion  peut  se  résumer  dans  le  Tableau 
suivant,  dans  lequel  nous  avons  donné  le  signe  4-  aux 
rayons  vus,  et  le  signe  —  aux  rayons  cachés. 

Marche  de  la  verticale. 
a.       a.        b.       ta.        c.       y.       a,.       a,,      b^.       [i,.       c,.      y^ .     a. 

Ordre    des(P       P^       Q        <1         <J        'V        ''         ''         r       rp       p        p        p 
points     sur  ^7  p  f  q  P  ^  9 

la  verticale.  ^  ^  ,•         r       pr       P        P        P        <7P       1        1         q        rq        r 

Ponctuation 
du  ravon.  -^ipq)  iP'')  '^(Çf)         —  ipq)  -i-{f'p)         ~{rq) 
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Citons,  comme  application  de  ce  tliéorème,  la  re- 
présentation d'un  système  de  plans  opaques  et  prolongés 
indéfiniment. 

Après  avoir  déterminé  les  intersections  de  tous  les 
plans  deux  à  deux,  on  coupera  tous  ces  plans  par  un 
même  plan  vertical,  ce  qui  donnera  un  système  de 
droites.  Parmi  tous  les  points  de  rencontre  de  ces  diffé- 
rentes droites,  on  peut  toujours  en  choisir  un  m  placé 
au-dessus  de  toutes  les  droites*,  ce  point  est  donc  vu  en 
projection  horizontale.  La  limite  passant  par  le  point  m 
sera  vue  aussi  en  projection  horizontale,  dans  le  voisi- 
nage du  point  m,  jusqu'au  premier  point  commun  à 
ti'ois  plans.  En  ce  point  commun,  on  aura  l'occasion 
d'appliquer  le  théorème,  ce  qui  donnera  deux  nouveaux 
rayons  vus,  et  l'on  continuera  par  cheminement,  jus- 
qu'au moment  où  l'on  ne  rencontrera  plus  de  points 
communs^  tout  le  reste  sera  caché. 

Théorème  IL  —  Lorsqiiiuie  courbe  d'intersection  de 
deux  surfaces  traverse  le  contour  apparent  dans  l'es- 
pace de  l'une  des  deux  surfaces,  en  un  point  vu,  la  ré- 
gion vue  de  cette  courbe  Jait  suite  à  un  contour  appa- 
rent vu,  en  représentant  le  système  des  deux  surfaces 
opaques. 

Soient  (]  le  contour  appaient  en  ])rojection  de  la  sur^ 
face  Q,  et  1  la  projection  de  l'intersection  des  deux  sur- 
faces P  et  Q.  Par  hypothèse,  les  deux  courbes  1  et  C 
sont  tangentes  en  projection  au  point  vu  .M,  la  courbe 
de  l'espace  1  n'étant  pas  tangente  au  contour  apparent 
de  l'espace  C.  JNous  supposons  également  que  la  courbe  1 
ne  présente;  ni  point  double,  ni  point  diî  rel)i<)ussemenl 
en  j\L 

De  même  (jue  dans  \v  llK'orèiMc  piécédciil,  nous  pou- 
vons ne    nous   occuper   (jue   tles  ri'gions    des  suilaces    P 
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rL  ()  M>isiii('s  du  puint  lM.  Tracuus  alors  une  circoiifé- 
reiico  A  ayant  sou  cculre  au  poiuL  M,  et  dout  le  rayou 
sera  choisi  assez  petit  pour  que  cette;  eireouférence  n'at- 
teigne aucune  limite  voisine  du  point  JM  autre  que  1  etC. 

Faisons  uiarclier  le  pied  de  la  verticale  sur  la  circon- 
férence A,  en  partant  d'un  point  a  extérieur  au  contour 
apparent  C  Cette  verticale  a  coupera  seulement  la  sur" 
face  P  en  un  point  p.  La  verticale  se  déplaçant,  elle 
coupera  d'abord  le  contour  aj)parent  C  en  un  point  c, 
puis  la  courbe  I  au  poin  \i.  Comme  le  point  M  sert  de  li- 
mite entre  les  parties  vues  et  cacbées  delà  courbe  I,  on 
peut  toujours  supposer  que  le  point  i  est  un  point  vu^ 
nous  allons  en  déduire  la  ponctuation  du  point  c. 

Or,  en  passant  par  le  point  c,  la  verticale  coupe  les 
deux  surfaces  aux  points  p  el  q  placés  dans  l'ordre  p,  q 
pu  dans  l'ordre  r/,  p^  puis  au  delà  du  point  c,  le  point  (f 
se  dédoul)le,  et  nous  avons  les  dispositions  suivantes 
/7,  q,,  q.  ou<7,,  <7,>,  p. 

En  arrivant  au  point  /,  il  se  produit  une  inversion 
entre  les  lettres/?  et  q^  abstraction  faite  des  indices; 
comme  le  point  i  est  supposé  vu,  il  faut  que  les  deux 
lettres  sur  lesquelles  se  produit  l'inversion  soient  placées 
les  premières  :  donc  la  première  disposition  /?,  q^^  q^  est 
la  seule  possible.  Si  nous  revenons  au  point  c,  l'ordre 
des  points  était  donc  /?,  <;,  et  non  </,  p^  ce  qui  veut  dire 
que  le  point  c  du  contour  apparent  de  la  surface  Q  est 
caché. 

La  seconde  partie  du  contour  apparent  de  la  surface  Q 
est  alors  vue  :  donc  elle  fait  suite,  comme  nous  l'avions 
dit,  à  une  région  vue  Mi  de  l'intersection.  En  résumé, 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  les  régions  vues  de 
rinterscction  et  du  contour  apparent  ne  présentent  ja- 
mais l'aspect  d'un  point  de  rebroussement. 
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Sllll  LKS  TUIA^GLES  r.O\JllGlÉS  A  UNE  COMQllE 
ET  SUU  LES  TÉTRAÈDRES  COXJIJGIÉS  A  WM  QIADRIQUE; 

Par   m.  IIUMBERT, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


Je  me  propose  d'exposer  dans  cette  Note,  relative- 
nient  aux  triangles  polaires  des  coniques,  aux  diamètres 
conjugués  dans  les  surfaces  du  second  degré  et  aux  té- 
traèdres polaires  de  ces  surfaces,  une  méthode  de  calcul 
que  je  crois  nouvelle. 

Triangles  polaires  des  coniques. 

1.  Nous  supposerons  l'équation  de  la  conique  donnée 
en  coordonnées  homogènes^  soit 

(  n       A  X''  H-  A>2  -+-  A"^2  _|_  2  Byz  h-  2  B'zx  4-  1  Wxy  =  o 

cette  équation. 

IjC  premier  luemhre  peut  se  mettre  identiquement 
sous  la  forme 

où  P,  P',P"  désignent  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  x,j)  ,  z, 

P  ^  ax  -h  Oj  -+-  cz, 

P'^  a'x  -h  l>'y  -+-  c'z. 

P^-aV  >   h"r-\c"z. 

Introduisons  maintenant  les  neuf  cosinus  directeurs 
de  trois  droites  rectangulaires  a,  [j,  y,  a',  [i',  y',  a'^,  p'\  v", 
<'t  choisissons  le  système  pouf  h'((uel   h^ir  déterminanl 

{y-p'^;"}  est  é-al  à  4-  I. 
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Nous  a\()iis  riclenlilé 

^    V-i.^  |>'2  _t_  p"-i  .^  (  a  P  -  L-  a'  V  -;    a"  P"  )2 
^■^  ^       j        -f-  (?P  -f-  ?'P'-^  .3"P")-^  H-  (Y  p  -f-  y'  P'-i-  fp-'y 


ou 


en    posaiiL 


P2  _^  p'2  _|.  p"2  ^=  Q2  _|_  Q'2  _i_  Q"2^ 


P 


;'    Q  -  aP  +  a'P'+a"P", 

(3)  Q'-^  3P-i-pyj>'+  3"P", 

(  Q"_:yPh-y'P'-+-y"P". 

Les  trois  droites  Q  =  o,  Q'=  o,  Q''=  o  sont  les  trois 
côtés  d'un  triangle  polaire  delà  conique  (i),et;  si  l'on  y 
regarde  a,  J^,  y,  a',  ji',  y',  a^',  [y^,  v^^  comme  neuf  quantités 
variables  liées  par  les  six  relations  connues,  on  voit  que 
ce  sont  les  équations  générales  des  trois  côtés  d'un 
triangle  polaire  de  la  conique  (i).  Les  expressions  géné- 
rales des  coordonnées  des  trois  sommets  d'un  triangle 
polaire  s'obtiendront  en  résolvant  les  trois  systèmes 
d'équations 

\  Q'-o,     i  Q"^o,     (    Q  =  o, 

par  rapport  à  x,  7 , z. 

Résolvons  le  premier  système,  nous  aurons 


d'où 
Or  on  a 


pP-f-p'P'H-  |3"P"=0, 


P'         P" 

6. 


(^'y'O     (-?")      (?Y) 


et  l'on  peut  multiplier  toutes  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  par  un  nombre  (pielconque.  Donc  un  sys- 
tème de  valeurs  dos  coordonnées  homogènes  du  premier 


(   '<"'9  ) 
sommet  sera  donné  par  les  trois  équations 

P  =:  a,     P'  =  a',     P"  =  a", 


axi-\-  bj'i 

-^CZi 

=  a, 

a'xi  H-  b'j'i 

-4-  c'^i 

=  a'. 

a"x,  +  b"yy 

-f-  c"Zy 

=  a". 

ou 


Ou  eu  tire 

/  X,  =  [b'c")^  +  (6"c)a'^-  (èc')a', 

(5)  I  ji  =(c'a")a  -^(f"a)a'+(ca')a", 
(    z,  =  (a'b" )x  ^^  {a"b)oL' -\-  {ab' )ol" ; 

de  mènie,  en  résolvant  les  deux  autres  systèmes  d'équa- 
tions (4), 

(6)  7,  =  (c'a")?  +  (c'^a)'^'  +  (ca')  ?", 
•(   z,  =  {a'b")'^-^{a"b)'^'-h{ab')^''; 

i  x,^(b'c"yi^{b"c)i  -^{bc')i\ 

(7)  73-(c-V)Y  +  (c"a)Y'4-(ca')Y", 
.      (   z,=:{a'b")^(-i~ia"b)Y-v-{ab')Y. 

T«dles  sont  les  expressions  générales  des  coordonnées 
des  trois  sommets  d'un  triangle  polaire  quelconque 
d'une  conique. 

2.  Rappelons  que  les  eoeflicienls  a,  Z>,  c,  a',  b\  c\ 
a"^b",c"  sont  liés  aux  coefdeients  A,  A',  A'^  B,  B',  B'^ 
par  les  relations  suivantes  : 

/    A  =  «2  -+-  rt'2  .4_  a"K 
A'--=  b'-  -v-b'i    ^-6"^ 

A"=C2    -r-c'2    -VC"2, 

(8)  ^ 

IV  —  crt  -h  c'a'-f-  c"a". 
En  tenanl  compte  de  ces  relations,  on  a,  entre  .r,,  i  ,,  r,, 


'9' 


(   '7"  ) 
.r,.,  lo,  r.j,  j;, ,  )  ;, ,  T;,,  It's  relations  suivantes  : 

J'ï  -h  a'I-^  a:l  ==  A'A"-  -  B'-  =  X, 

z] -^  zl -^  zl  =.  AA'  ~^-B"^=X\ 
ri  -1  "\i  2  -2      .r3  -3  ^  B'  B"    -  A  B    =  ill>, 
3i.ri  -f-  Go.r.    r  53X3  =  B"B     -  A'B'  =  MW . 
•^i7i  -^  ^-âjo  ^-  -^373  =  BB'  —  A"  B"  =  Dî,"; 

les  coefficients  X,  ^1>',  =l'',   a)l),  iJi/,  ap/  sont  les  coefficients 
de  la  forme  adjointe  ou  de  l'équation  tangentielle. 

Remarque  I.  —  Dans  le  cas  général  où  le  discrimi- 
nant n'est  pas  nul,  les  trois  points  1,-^,3  ne  sont  ja- 
mais en  ligne  droite,  car  le  déterminant  des  lettre's 
j^;,,j)  , ,  c,,  Xo,  725  ^2î -^30  37  ^3  ^^^  é^^  au  déterminant 
des  neuf  cosinus,  multiplié  parle  suivant     , 


{b'd')  {b"c)  ibc') 
(c'a")  {d'à)  {ca') 
ia'b")     (a"b)     (ab') 

cjui  est  égal  au  carré  du  déterminant  des  fonctions  li- 
néaires P,  P',  P^',  c'est-à-dire  au  discriminant.  Nous  ne 
nous  servirons  de  nos  formules  c[ue  dans  ce  cas. 

Remarque  II.  —  Au  lieu  de  l'équation  ponctuelle, 
on  eut  pu  se  donner  l'équation  tangentielle  de  la  co- 
nique sous  la  forme 

(10)     A  ?/2  _L_  A V2  -h  A"tp2 ._!_  ,,  15  ç^^  _|_  .^  i^\^if^  ^  2  B"lw  =  o  ; 

on  eût  obtenu  de  la  même  façon  les  cooidonnées  homo- 
gènes des  trois  côtés  d'un  triangle  polaire  quelconque. 
Tl  n'v  a  (]u'à  mettre,  dans  (5),  (6),  (7),  /^,  v,  -w  à  la 
pl;H  (;  de  x,  j> ,  z,  pour  les  obtenir.  i)e  même,  en  mettant 
//,  s',  tv  à  la  jdace  de  j:",  >  ,  c  dans  les  r(;lations  (c)),  on 
aura  les  six  iclal  ions  (jui  existenl  rntrcjc^  nciil  coordon- 
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nées  liomogèiies  des  trois  eôtés  d'un  tiiangle  polaire  quel- 
conque; al.,  a',  ri.'',  ijb,  1)1)',  ojî,'' seront  ici  les  coefficienls 
de  la  forme   adjointe   à   la   forme   (lo),  c'est-à-dire   d(î 
l'équation  ponctuelle  de  la  conique  (lo). 

3.  Oji  obtient  aisément  de  nouvelles  relations  en  ré- 
solvant (5)  par  rapport  à  a,  a',  a",  de  même  (6)  par  rap- 
porta P,  P',  |3'^  (:?)  par  rapport  à  7,7',  7"  : 

/    Aa  =  au\  -v  hy'i    —  c z^   =^  \\. 
Aa'=  a'xx     -  ^'jj  H-  c'^i  =  V\, 
^y."=a"x,  +  6"j',  H    c"^,  =  P';, 
A[j  =  ax-i  -;-  ^j'o    H-  c^2   =  ï^2  5 
(II)  y  Afi'  =  a'^-..  H-  b'y.  A-  c's,  =3  P'g . 

A|^"  =  «'v.  -h  6"j-2  +  c"5,  =  p;, 

Ay  =  ax-i   -f-  /^>';j  -f-  c^3   =  P3, 
Ay'  =  a'iTs  -h  /.''ja  -+-  c'53  =  P3. 

>  ay''=.«'>3.-6>3  +  c"^3  =  p;. 

De  ces  relations,  on  déduit  encoie 

1,1,         ;       I     j       —    -X     , 
l>2      ,      p'-2      ,      |y'2   _    ».) 

^  p^^- p;^  +  p;^  =  A^ 

V\  +  P^   ^-  P5   =.  A^ 

Adésigne  le  déterminant  des  fonctions  linéaires  P,  l*',  P", 
dont  le  carré  A-  est  le  discriminant  de  la  conicjne. 

i.  Cherchons  maintenant  si  une  conique 

l  o(x,  V,  z)  —  a x-       a')'-    •    a"z'- 

(  ■    'ihvz         xh' z.r        ■ih'.rv  t-  o 

f'st  ou  non  (Mrconsciile  à   iiii   liiaiii;le  p<)lair('  de  la   co- 


(    '7'-  ) 
ni(]ue  (i).  Il  lautlia  pour  c;ela  que  les  liois  équations 

cç(.ri,  >'i,^i)  =  ajcl  -r-  a'rl  -h.  .  .+  •2b"j'iyi  ~  o, 

soient  simultanément  satisfaites^  leur  somme  devra  être 
nulle,  et  Ton  aura 

«f  (^1,71,^1)  +  ?(-^2,72,  S2)  +  ^{^3,y3,^z) 

Ainsi,  pour  que  la  conique  (i3)  soit  circonscrite  à  un 
triangle  polaire  de  (i),  il  est  nécessaire  que  la  relation 

aX  -{-  a'A'-i-  a"X"-\-..  .+  26" DV  -  o 

existe  entre  les  coefficients  de  l'équation  ponctuelle  de 
la  première  et  de  l'équation  tangentielle  de  la  seconde. 

Je  dis  que,  réciproquement^  si  cette  relation  est  exacte, 
la  conique  (i3)  est  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
polaires  de  (i)^  car,  prenons  un  point  quelconque  de 
(i3),  nous  pouvons  déterminer  a,  a',  7/'  de  façon  que 
x^^J  i,  Zi  soient  les  coordonnées  de  ce  point;  la  polaire 
de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  (i)  coupe  (i3)  en 
deux  points;  nous  déterminerons  [3,  ^\  [B'Me  façon  que 
Xo,  j'2-)  ^2  coïncide  avec  l'un  de  ces  points;  alors  les 
neuf  cosinus  directeurs  seront  parfaitement  déterminés 
et  l'on  aura 

o(xi,Ti,Zi)  =  o,     o(.T.i,r.2,z.i)  =  o,     çpi -4- cso -I- -P3  —  o  ; 

donc  çi3  =  o,  et  le  troisième  point  est  aussi  sur  la  co- 
nique .p  =  o  :  c'est  le  second  point  où  la  polaire  du  pre- 
mier, relative  à  (i),  rencontre  la  conique  (i3).  Donc 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  co- 
nique (i3)   soit  circonscrite  à   une   infinih*  de   triangles 
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polaires  de  (i)^   i^  y  ^  ^>ï*  pareil   triangle  p(mr  chaque 
point  de  la  conique  (i3  ). 

Remarque.  —  Le  point  (^2^J)  25  ^2)  étant  déjà  sur  la 
polaire  du  point  (jr,,ji,  ^,),  quels  que  soient  (3,  [^',  ^'',  il 
n'y  aura  qu'une  relation  à  établir  entre  [^,  ^3',  [j'^pour  que 
le  point  (.r2,  j'2î  ^2  )  soit  aussi  sur  la  conique  0  =  0. 

5.  Enfin,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  des  coordon- 
nées tangentielles, 

aal>  +  o!X  -h  .  . .  +  2  b"'^V  =  o 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  co- 
nique (1)  soit  inscrite  dans  une  infinité  de  triangles  po- 
laires de  (i3).  On  obtiendrait  ce  résultat  en  se  servant 
des  formules  analogues  relatives  aux  coordonnées  tan- 
gentielles. 

Système  de  diamètres  cofijiigués  dans  les  surfaces 
du  second  degré. 

6.  Nous  regarderons  (i)  comme  étant  l'équation  du 
cône  des  directions  asymptotiques' d'une  surface  du  se- 
cond degré  à  centre  unique,  et  :r,j)^,  z  comme  étant  pro- 
portionnels aux  cosinus  directeurs  d'une  droite  passant 
à  l'origine  (c'est  ce  que  nous  nommerons  des  coeffi- 
cients directeurs).  Alors  ^",,^1,2:,,  J^^*20  2'^27  •^35j>'^3î^3 
seront  les  expressions  générales  des  coefficients  direc- 
teurs de  trois  directions  conjuguées  de  la  surface. 

L'équation  de  la  surface  rapportée  à  son  centre  pourra 
se  ramener  à  la  forme 

Aa72  + A.>'-+-...-+-  aBVvz^i      ou     V^    1    P'2 -i    P''^ -=  i . 
en  prenant  pour  origine  le  centre  de  la  surface. 


(   -Tl  ) 
La  rclal  loii 

a  A.  -\-  a'X'  -f- ...-(-  u  b"  \\V  ^-  o 

rst  la  condition  nécessaire  et  sullisantepour  que  le  cône 
(i3)  soil  circonscrit  à  un(^  inlinité  de  trièdres  polaires 
du  cène  (i),et  aussi  pour  que  le  cône  (i)  soit  inscrit 
dans  une  inlinité  de  trièdres  polaires  de  (i3). 

Applications,  —  Nous  allons  donner  diverses  appli- 
cations de  nos  formules.  Calculons  d'abord  les  coordon- 
nées X,,Y,,Z,,  X2,Y2,Z2,  X3,Y3,Z3  des  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués  quelconques.  On  a 

Xi        Y,        Z,       ,^. 

•^1        Ji        ^1 

en  exprimant  que  l'équation  de  la  surface  est  satisfaite 
pour  X  =  .r,  Y  =  /,  Z  =  :^,  on  a 

À2(p?-i-p'^f-Pr)  =  i, 

ou,  d'après  (i  5.  ), 


À  2  A2 

—  I . 

X  = 

1 

— .    • 

A 

On  a  donc 

iX, 

~    A  ' 

V, 

A  ' 

^-T 

(»4.) 

A  ' 

V2 

Z-,    =3      ^ 

A 

|x. 

V3 

J3 

z,  =  f 

Cela  posé,  appelons  ciiydo^^-:^  les  longueurs  des  trois 
demi-diamètres  conjugués,  nous  aurons 


d] 


fiî) 


y 

Tl 

H- .ri 

-f- 

2 

i2 

^l 

+yi 

-^- 

2 

-^8 

A2 
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1°  La  somme  des  caifés  des-  longueurs  de  trois  dia- 
mètres conjugués  est  constante. 

Car,  en  ajoutant  les  trois  égalités  (i5),  on  a 


(16) 


d\  -h  dl-\-  dl  — 


A2 


2®  La  somme  des  projections  de  trois  diamètres  con- 
jugués sur  un  axe  quelconque  est  constante . 

Car  on  peut  regarder  l'axe  des  x  comme  une  droite 
quelconque  passant  par  le  centre,  et,  d'après  (i4),  ou  a 


Xj+X^-f-X^ 


or: 


T\ 


T. 


A^ 


.1. 


3"  Le  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  arêtes  trois 
demi-diamètres  cojijugués  est  constant. 


En  elïet  on  a 

(17)  6V  = 


Xi  Y,  Z, 
X2  Y2  Z2 
X3      13     Z3 


^'1 

y\ 

-1 

I 

X-i 

J'2 

•3o 

x% 

J'3 

-3 

et  nous  avons  vu  que  le  déterminant  (.x'i  jj  -3)  est  égal 
à  A^-  donc 


(18) 


6V=-. 


7.  En  cherchant  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  des 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués,  on  arrive  à  une 
quatrième  propriété. 

En  ed'et,  le  plan  des  trois  extrémités  a  pour  équation 


(»9) 


r       y       z        I 
.r,     _r,      r.,      A 


-I 


X 


(  >:<>  ) 

Le  [)6\ii  est  à  rintLM*sectiou  des  trois  plans  tangents 

PoF       P.P'+P;!"^.  A, 
P3P   ;   P'sP'h-  P3P"--  A. 

Remplaçons   dans  ces  équations  P,,  Po,   ...  par   leurs 
valeurs  tirées  des  égalités  (11),  nous  aurons 

/   aP-4-a'P'-+-a"P"=:=r, 

(20)  |3Ph-?'P'+!B"P"=.i, 

'  YP-hY'P'+Y"P"=:i; 
d'où 

P  -  ^  --  ?  -+-  T. 

P"=  a"-!-  ^"-1-y". 
Il  n'y  a  donc  plus  qu'à  résoudre  les  équations 

aX^bY  -T-cZ  =  a  H-  p  +7, 
a'\-^b'Y  -f-c'Z  =  a'+  |3'+y', 
a"X  -f-  6"Y  +  c"Z  =  a"+  3"+  y", 

pour  avoir  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  pôle  du  plan  (19). 

On  a  ainsi 

^  _  .r,  -f-  ^2  -L-  .r., 

Y  = 
Z  = 

A 

Cela  posé,  l'équation  de  la  droite  qui  joint  l'origine  au 

pôle  est 

.T        y        z        ^     ■ 
X  =  Y  ="  Z  =^  ^• 

En  exprimant  que  le  point  (^ô  j>  ,  -)  est  dans  le  plan  (19), 

on  a 

r 

'■""Ta' 


A 

.>'l  - 

^Jî-^r.s 

A 

^,  - 

1-^2-^-23 

(   '77) 
tloiic  les  coordonnées  de  ce  point  sont 


a: 


y 


Xi 

-4-372-1- 

•^3 

3A 

7i 

-f-JK2-4- 

73 

3A 

^1 

+  Z2  ^- 

3 

3A 

Donc  :  la  droite  qui  joint  le  centre  dune  surface  du 
second  degré  à  centre  unique  au  pôle  du  plan  qui 
passe  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  cojijugués 
est  coupée  au  tiers  de  sa  longueur  par  ce  plan,  et  ce 
point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  des  trois 
extrémités . 

Pour  avoir  le  lieu  de  ces  pôles,  il  suffit  d'élever  au 
carrelés  équations  (20)  et  de  les  ajouter^  on  a  ainsi 

P2  -h  P'2 -4- p"2  ==  3. 

C'est   un(\  surface  homothétique    et    concentrique  à  la 
première,  le  rapport  d'homotliétie  étant  y/3. 

8.  Formons  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois 
faces  du  tétraèdre^    en    appelant  Ai,  A 2,  A3   ces   aires, 

nous  avons 

f^k\  =d\dl  sin2(2,3); 
or 

sin2(7.,  3 )  =  I  -  (^2^3+7273+^2^3)'-'  ^ 

(^2 +72 -f- -2  )  (^3 +7?  +  2?  )  ' 

et,  si  Ton  se  rappelle  les  valeurs  de  d \^d'i^d2^,  on  voit  que 

/   A2   _    (^2+72   +-32)  (^3  +73  +^3)  — (^2  ^3 +7273 +-32-33)'' 

ou  bien 

.  *  2        (  Vs  ^3  —  <•<*  r.s  )  -    \-  { -Co  -''3  —  .'?'••'  -.«  y^  H-  (  JTo  y:^  —  r.,  ^3  )' 
"  ^*  =   " '— ^^ ^ 

Ann.dr   Mucliêmac.  ,  3*'  scric,  l.ll.  (.Vvril  iSS3.)  12, 


(  I?^  ) 

Or 

r2-3  —  -2J3  =  A(aa  -i-  a'a'^-  aV), 
Z2X3  —  372 ^3  —  A  ( 6 a  +  b'ct.' -+-  ^"a" ), 

•'^27a  — 72^3  =  A(ca  -h  c'a'  -f-  cV); 
donc 

4  AJ  =  -^  [(«2  H_  ^2  _^  c2)a2  +  (a'2  +  6'2  +  c'2)a'2  +...], 

et,  en  formant  de  même  4-^i  et  4Aj;,  puis  ajoutant,  on  a 

4(A^+A1  +  A^) 

__    a2  4,  62  +  C2  +  a'2  -4-  è'2  +  C'2  +  «"2  +  b"^  +  c"2 

c'est-à-dire 

A  +  A'  +  A" 


4(A?  +  A1  +  A1)  = 


A2 


9.  Cela  posé,  si  l'on  appelle  p,,  p2,  p3  les  trois  demi- 
axes,  on  a 

2  *>  2  '^^^  "^  "'^^    -'-  eAo  _^ 

P?-^Pi+pl  =  j3 '      D  =  A2, 

>>         O  9        9  9         9  -^    "~H   .A-     ~T~   A 

P2P3   +P3PÏ   +PÏP2"    =     - 


D 


,2  ^2  ^2 


I 


P1P2P3  =  Y)' 

où  D  désigne  le  discriminant   du  cône  des    directions 
asymptoliques,  et  où 

J(o  =  A'A"—  B2,     X'  =  A"A  —  B'2,     ,1,"  =  AA'—  B"2. 

L'équation  qui  donne  les  carrés  des   trois  demi-axes  est 
donc 

Dp*^  -  (  A'A"+  A"A  -!-  A  A'—  B2  —  B'2  —  B"2)pV 

_^(  \..„A'+A")p2  — 1^0. 

L'équation  en  —  est  bien  connue  sous  le  nom  d'équation 
en  S. 
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10.  N'oublions  pas  que  ^l, -{- x' -j- X"  est  la  somme  des 
carrés  des  neuf  déterminants  mineurs  de  A  et  que 
A-t-A'-f-A^'  est  la  somme  des  carrés  des  neuf  coeffi- 
cients rt,  b^c,  a\  b\  c' ,  a^\  h" ,  c" . 

11  résulte  de  là  que  les  deux  ellipsoïdes 

{ax-\-by  +  c^  )2  +  {a'x  +  b'y-^  c' zf-  +  {d'x^  b"y-\-  d'zy  =  i , 
{ax^  a' y  +  aJ'zf  ^{hx^h'y  ^ h" zf  H-  {ex  +  c'y  +  d'z^-  =  i 

sont  égaux  (Jacobi);  car  l'équation  en  p-  est  la  môme 
pour  ces  deux  surfaces. 

11.  Il  serait  facile  d'obtenir  les  coefficients  directeurs 
des  diamètres  conjugués  de  cette  seconde  surface.  Dans 
l'expression  de  x^  on  ferait  des  permutations  circulaires 
sur  les  lettres  a,  b^  c  et  non  sur  leurs  accents;  on  aurait 

ainsi 

x^  =  {b'c")oi-h(c'a")^-^(a'b")^(, 

y,  =  {b"c)0L  -i-(c"a)p  +(«"è)T, 
•      zi=ibc')oL  -t-(ca')^   +(a6')Y, 


On  pourrait  faire  de  nombreuses  applications  de  ce  qui 
précède  ^  nous  n'en  donnerons  plus  que  deux  pour  mon- 
trer comment  ces  formules  s'appliquent  à  la  résolution 
de  certains  problèmes. 

Premier  problème.  —  On  cojisidère  deux  surfaces 
du  second  degré  à  centre.  Par  le  centre  de  l'une 
d^  elles  y  on  mène  trois  droites  parallèles  à  trois  dia- 
mètres conjugués  de  la  seconde.  On  demande  le  lieu 
du  pôle  du  plan  des  trois  extrémités. 

Soient 

(i  )        ((.r~  -1-  (t'  y-  -\-  a" z'-  -\-  xbyz  -■-  *  h  z'x   !    •.»,/>' m •   -  i 


(   >8o  ) 
réquatiou  cle  la  prcMnièio  surface,  et 

(  a )         A  x'^  +  A>2  +  A"^2  _;_  2  \^yz  -h  2  B'^^  -h  2  B":r7 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans  l'équation 
de  la  seconde. 

Appelons  Xi,  Y,,  Zj,  Xo,  Yo,  ZoîXg,  Y3,Z:î  les  points 
où  les  trois  parallèles  aux  diamètres  conjugués  de  la  se- 
conde surface  percent  la  première,  et  x j  ,j , ,  s , ,  Xo,^  2^  ^2, 
^3?73î  -3  leurs  coefficients  directeurs.  On  a 

V  "^1  Y    —  ^'1  7     —  ^' 

Aj  ^   —  >         Il  —    —  5        /^i  —   —  > 

Pl  Pi  Pl 

p5  =  ax\  +«>?  -i-.  ..-h  2Z*"x,7i 

et  des  formules    analogues   pour   les    coordonnées  des 
deux  autres  extrémités. 

Le  pôle  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points  ainsi 
déterminés  est  à  l'intersection  des  trois  plans  tangents 

en  ces  points 

dcû  (^cp  do 

dx  ày  oz 

do  do  do 

dx       ^     dy  dz  ' 

do  do  do 

^3  -r-  -+"73  T^  +  ^3  ^r-  =  2  p3. 
dx       -^     dy  dz 

OU,   en  remplaçant  x,,  j)  i, -i,  Xo,  J)  2? -^21  "^'35  J)  s?  "3  par 
leurs  expressions  et  posant 

.X  =  (.'c')|^(cV')|.H«'*")g, 

,.Y  =  (è-c)g^(o"a)|-^(«"6)£2, 

do  ,.  do  ^     j ,     do 


on  a 


aX-4-a'Y4-a"Z=  p„ 
.^X-h7'Y-.7''Z  =  P3- 


(   -Si   ) 
Elevant  ces  trois  égalités  au  carré  et  ajoutant,  on  a 

X2  H_  Y2  _^  Z2  =  a  ,1,  +  a'X'  -4-  a"X"  H-  26  Dl,  H-  2  ^'  ^\V  -{-  2  b"  ^o'. 

Le  lieu  est  donc  une  surface  du  second  degré;,  concen- 
trique à  la  surface  donnée,  et  ayant  pour  plans  diamé- 
traux les  trois  plans  X=:izo,  Y  =0,  Z  =  o. 

Deuxième  problème.  —  On  donne  les  extrémités  de 
trois  diamètres  coJijugués  dan  ellipsoïde  de  révolution  i 
troiwer  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  cet  ellipsoïde. 

Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  quel- 
conques, que  nous  fixerons  dans  la  suite*,  et  soient 
X, ,  Y,  ,Z,  ,X2,  Y2,Z2,  X3,  Y3,  Z3  les  coordonnées  des  trois 
points  donnés  A,,  Ao,  A3,  comme  extrémités  des  trois 
diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde.  Appelons  x^j^  z 
les  coordonnées  du  centre.  L'équation  de  cet  ellipsoïde 
sera  de  la  forme 

(i)  A(X  — ^)2  +  A'(Y— 7)2+...H-2B"(X  — ^)(Y— 7)=  i. 

Cela  posé,  appelons  x^^j-^^  ^\-,  J^2^  ^27  ^2-,  ^'^i  Tsy  -3 
les  coefficients  directeurs  des  trois  diamètres  conjugués 
déterminés  comme  nous  l'avons  dit^  nous  aurons 

1x1=  Xi  —  -27,     ^^JKi  =  Yi — y,     'Xzi  =  Zi — 3. 

Or,  si  l'on  met  Xi  ,j)  < ,  ^,  à  la  place  de  X  —  x,  Y  — y^ 
Z —  z  dans  le  premier  membre  de  (i),  il  se  réduit  à  A-  : 
on  a  donc 

X2A2=:    I,        OU        l   =    -^ 

donc 

(   .r,=.  A(\,  — .r),     j,z=  A(Y, —.)-),     .-, .- A(Z,  -  j  ), 

(2)       (   j-2=  A(X2  — o^),     r.2=M,\\_—r),     -32=A(Zo-a), 

(   .r3=  A(X3— j-),     -,'3=  A(Y3-j),     «3=A(Z3  — ^). 

(Le  signe  qu'on  doit    picndrc  pour  A  daii-s  cliacjuc  svs- 
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tôiiii'  de  trois  lonuiilcs  iiVîst  pas  déterminé;  mais  nous 
n'aurons  pas  besoin  de  le  faire.) 

Telles  sont  les  expressions  des  eoefficients  directeurs 
de  nos  trois  diamètres  conjugués. 

En  tenant  compte  des  relations  (9),  on  a 

A2[(Xi  -  ^)2  H-  (X2—  :r)2  +  (X3  — ip)2]  =  A' A"—  B2, 
^n(Yi-7)^  +  (Y2-r)^H-( Y3-7)2]  =  A"A  -  B'^, 

A2[(Zi—  ^y+(Z2—  ^)2  +  (Z3— ^)2]    =:AA'    —  B"2 , 

(3)  {  A2[(Y,-7)(Zi-5)  +  (Y2-j)(Z2-z) 

+  (Y3-7)(Z3-^)]  -  B'B"-AB, 
A2[(Zi  — ^)(Xi  -a7)+...]  =  B"B  — A'B', 
A2[(Xi  — .r)(Yi-7)+...]  =  BB'  -A"B". 

Ces  relations  étant  homogènes  en  A,  A',  A'',  B,  B', 
B'',  A^,  on  peut  faire  A-  =  i .  Nos  relations  peuvent  alors 
s'écrire 

XX?— 2^SXi+  S^'-'^  A'A"— B2, 
SYf  — 27SYi  +  372  =  A"A  —  B'2, 
^'3^       j  SZr— 2^SZi4-3z3  =  AA'   — B"2, 

SYiZi  — ^SYi— jSZi  4-3jK^=  B'B"  — AB, 
SZiX,  — .rEZi  — ^SX,H-3^^=B"B   —  A' B', 
EXiYi  — ^SYi-7EXi  +  3^7=BB'    —  A"B". 

Les  formules  (3)  montrent  qu'il  faut  prendre  pour 
axes  de  coordonnées  trois  droites  rectangulaires  passant 
au  centre  de  gravité  des  trois  points  Ai,  Ao,  A3,  telles 
que  les  axes  Ox  et  Oy  soient,  dans  le  plan  des  trois 
points,  les  axes  principaux  d'inertie  de  ces  trois  points 
considérés  comme  ayant  même  masse.  On  a  alors 

SXi=  2Yi=  SZi=  o, 
vY,Z,  =  EZ,Xi=  2X,Y,  =  o, 

SZj  =  o. 

Désignant    en    outre    1<îs   deux    moments    principaux 
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d'inertie  par  3  A^  et  3  Z^^  nous  aurons,  en  divisant  chacun 
des  coefficients  du  cône   des  directions  asymptotiques 
par  3, 

JK2_,_/2    :=|A"A    -    B'2, 
-r2  _    A  A'     'R"2 

(4)  {  '      ' 

zx  =  B"B  —  A'B', 
rcy=.BB'  —  A"B". 

D'ailleurs  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  surface  du  second  degré  soit  un  carré  parfait,  c'est 
qu'on  puisse  trouver  une  valeur  de  S  pour  laquelle  les 
six  équations  qui  suivent  aient  lieu  simultanément 

B'B"— (A  _S)B  =  o,  (A"— S)(A'— S)— B2  =  o, 
B"B  —(A  — S)B'=o,  (A  — S)(A"— S)— B'2=o, 
BB'   — (A"— S)B"=o,     (A'  — S)(A  — S)  — B"2=o. 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  les  relations  (4) 
deviennent 

x^-]-k'=  S(A'-h  A")— S^ 

J2+/2  =  s(A"  +  A)- S2, 

•      ^^=.  S(A  +  A')  — S2, 

yz  =  —  SB, 

zx  =  —  SB', 

xy  =  —  'èB". 

On  peut  multiplier  tous  les  coefficients  de  l'équation 
du  cône  asymptotiquc  par  un  mémo  nombre  S  et  l'on  a 
(car  S  n'est  pas  nul  ) 


(<>) 


^2_|_/,-2  ^  A'  -h  A"-S% 
j2h-  l-i  =  A".+ A  —  S2, 

32  rr:   A     +   A  '    —  S2, 

yz  -  —  r,,       z,r  -  —  ir,    TV  r-.  —  B^ 
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Pour  obtenir  les  conditions  de  révolution,  on  examine 
deux  cas  :  d'abord  celui  où  aucun  des  coefficients  B  n'est 
nul  5  dans  ce  cas,  les  conditions  de  révolution  sont 

B'B"  B"B  ,       BB' 

ensuite  le  cas  où  l'un  des  coefficients  B  est  nul,  B  =  o 
par  exemple  :  il  faut  alors  qu'un  autre  des  coefficients 
B  soit  nul,  B'=  o  par  exemple,  et  qu'on  ait  en  outre 

(A  —  A")(A'—  A")—  B"2=  o. 

Dans  le  premier  cas,  on  a 

A  H-  ^2  =  A' 4- 72  =  A" +  ^2. 

En  tenant  compte  des  premières  relations,  on  aurait 

^  =  /  =  o, 
ce  qui  n'est  pas. 

Il  faut  donc  se  placer  dans  le  second  cas;  alors  z  est 

nul  et  ly'  =  —  xy\  des  trois  premières  relations  (6),  on 

tire  par  soustraction 


On  a  donc 


;r2— 52_^^2^  A"— .A', 
f  —  ^^  /2  =  A"— A'. 


(A"— A)(A"— A')  — B"2 

et,  comme  ^=0,  on  a  pour  le  lieu  des  centres  laconique 
imaginaire 

^=0,        Z2^2_i_  ^2j2  +  /2^2  =  o. 

Si  l'on  suppose  B  =  o,  B'^=::  o,  on  a  en  second  lieu  la 
coniqu(î 

r  =  o.     i'-j-^  —  (  /2  —  /-a  )  ^2  _  /2  (  /2  _  /,-2 )  =  o  ; 


(   '85  ) 
et  enfin,  pour  B'=  o,  B'^=  o,  on  a  la  conique 

X  =  o,     k-^y^  H-  (/:2  _  /2 )  ^2  _  k^^  ( ^2  _  /2  )  =  o. 

Ainsi  le  lieu  des  centres  se  compose  de  ces  trois 
coniques.  Si  nous  supposons  /^  K,  la  première  est  une 
ellipse  imaginaire  ayant  pour  axes  Ox,  O j^  la  seconde 
une  ellipse  réelle  ayant  pour  axes  O^r,  O  z  ;  la  troisième 
une  hyperbole  ayant  pour  axes  Oj^  Oz.  Ce  sont  les  trois 
focales  de  l'ellipsoïde  infiniment  aplati 

X-        y^        z'^ 

F  +  7^^0  •^'  =  ''- 

Tétraèdres  polaires  des  surfaces  du  second  degré. 

12.  Nous  allons  donner  rapidement  des  expressions 
analogues  pour  les  coordonnées  homogènes  des  quatre 
sommets  d'un  tétraèdre  polaire  quelconque  d'une  surface 
du  second  degré 

(l)  P2H-   P'2+P"2P"'2=0, 

où 

P  =«   X  -^  b  y  -\-  c  z  -\-  dl^ 

P'  ~a'  X-+-  b'y-^c'  z-\-d't, 

P"=  a"  x+  h" y  H-  c" z^  d"t, 
P"'=  a!"  X  -+-  b"'y  +  c'"  z  +  d'"  t . 

Nous  désignerons  par  A  le  déterminant  de  ces  quatre 
fonctions  linéaires,  par  A,  B,C,D,  .  .  .  ses  déterminants 
mineurs  du  premier  ordre. 

Cherchons  l'expression  de  la  forme  adjointe  de(r). 
C'est  ce  que  devient  le  premier  membre  de  (i)  nuiltiplié 
par  A-,  lorsqu'on  y  fait  la  substitution  linéaire  suivante 

^/  P  -f-  a  P'  -h-  n"  P  "  -u  o!"  V"  ==  u. 
h  |>      -/>'P'-4-  //P"- ://"P"'^.  r. 
rP-^c'P'-;-r"  P"-^r"'P"'  =  u-, 
dV       d'V'-h  d"V"-\-d"V"  ^-p. 
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De  CCS  cquations,  on  lire 

AP   =Ai<    -hBç   -hCw    +  D/?, 
AP'  =  X'u  +  BV   +  G'w  +  D'p, 
AP"  =  \"u  +  B"v  +  G"(v  +  D>, 
AP'"  =  A"'w  H-  B"'v  +  G"'(»^  -f-  D">. 

Or  la  forme  adjointe  est 

A2(p-2+p'2+p''2+p"'2); 

c'est  donc 

2  A2  1^2  _^  S  B2  t;2  _|_.  .  .  +  2  2  CD  WjO. 

Nous  désignerons  les  coefficients  de  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  surface  donnée  par 

oil911,eJl9225  t/lo33j  <^!t!ty  ^12-)  <^13  5  ^^Htj  o'«>23j  o^24>  o-^3i* 

Cela  fait,  introduisons  les  seize  quantités 

a,   p,  Y,  0,     a,  P',  y',  o', 
aMB",Y",8",     a'",f/',Y"',o"' 

satisfaisant  aux  dix  relations  suivantes 

a2  _i-  a'2  +  a"2  +  a'"2  =  i , 

P2^.  P'2_)_    p"2_^p"'2=,i^ 

Y^H- y'''+T"'-hy""^=  i» 

(2)  ;    82_^Ô'2+S"2+S"'2  =  j, 

ap.+  a'[B'-t-a"P"-|-...=  o, 


Y  0  +  Y  ^    ^  "  Y   '^ 


et  prenons  le  système  pour  lequel  le  déterminant  de  ces 
seize  quantités  est  égal  à  H-  i  ^  alors  chacun  des  détermi- 
nants mineurs  de  ce  déterminant  est  égal  à  l'élément 
correspondant. 

D'ailleurs  on  a  identiquement 

p2  +  p'2  H_  P"2  _i_  P'"2  ==  Q2  H_  Q'2  _^  Q"2  +  Q"'2^ 
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OÙ 

Q  ^  aP  -I-  a'P'-l-  a"P"-f-  a"'P'", 

Q'  ==  pp  +  <^'P'^  i^"P"-^  ^"'F"\ 

Q"  =  Y  p  +  y'  P'  +  y"  P"  +  y'"  P'"' 

Q'"  =  3  P  +  8'  P'  +  o"  P"  -4-  o'"  P'". 

Les  plans  Q=:  o,  Q'=o,  Q''=  o,  Q'''=:=:  o  sont  les 
quatre  faces  d'un  tétraèdre  polaire  quelconque  de  la  sur- 
face. En  prenant  les  points  de  rencontre  de  ces  plans 
trois  à  trois,  on  a  les  quatre  sommets.  Laissons  de  côlé  la 
première  équation  et  prenons  les  trois  équations  suivantes 

[3P  _i_  p'P'_^  [3"P"-+-  p'"P"'  =  o, 
yP  +  y'P'-h  y"  P"+  7'"P"'  =  o, 
8P   .   3'P'4_5'"P"_}_  3'"  P'"  =  o. 


Elles  donnent 


P  _  r  _  ir  _  r 

â  ~  ^  ~  "7"  ~  ■? 


Nous  prendrons 

axi  -\-byi  -h  c^i  -^dt^  =  a, 
a' Xi  -r-b'yi  -h  c' Zi  -\-d'ti  =  a', 
a"a;i  -4-  ^"ji+  c"^i  H-  ^"^,  =  a", 
a"'^j  4_  ^'"  jj  H_  c"'^i  H-  ^'"  /i  =  a'", 

a:<,j^4,  i^i,  Z<  étant  les  quatre  coordonnées  homogènes 
du  premier  sommet.  Ces  équations,  résolues  par  rapport 
kjCi^yi,  Zij  tij  donnent  un  des  systèmes  de  valeurs  des 
quatre  coordonnées  x^^y^^z^,  t^   : 


(3) 


iCi  =  A  a  +  A'  a'  -f-  A"  a"  +  A'"  a'", 

ji  =  B  a  4-  ir  a' -H  B"  a"-f-  B'"a'", 

^1  =  Ga  -H  G'a'-h  G"  a"+  G'" a'", 

/,  =  D  a  -h  D'  a'  +  D"  a"  -h  D'"  a'". 


On  aurait  de    même  les  coordonnées  des  trois  autres 
sommets  en  mettant  successivement  P,  Y,3  à  la  place  de  a. 
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On  on  déduit  immédiatement,  en  tenant  compte  des 
relations  [2),  les  dix  relations  suivantes 


X 


,        2    ,       .2  2  a 


2 


,,2 


■  J3  -^Jv 


1 


n 


eAû22? 
-"3  +  ^ï  =  =-'^33> 
^3  +  ^4    =   «^44, 


(-î> 


/    ^O'I  -\-  ^27-2  H-  ^373  -H  -2^474  =  X12  , 


•27 1  5]  —1—  .372  ^2  ~f~  "^3  -^3  "^~  "^4  -^4  -—  <i'»i>13  ? 
•  ?'l  fi  — !~  .272  (^2  "^  "^3  ^3  ~t—  .274  ^4  =  aAsi4, 
>'l^l  +72^2-^  ^^3 -^3  +  7'V -^4  =  tt1o23, 
7l  ''1  "^.^'2  ^2  +73  ^^3  +74  h  =  0^924» 
1     -5i  ^1  -j-  -32  ^2  ^~  ^^3  ^^3  "^^   -^4  ^4  -^  i^34- 

On  en  déduit  aussi  les  formules  suivantes 

|'Aa=3Pi,     Aa'=P',,     lx"=r\,     Aa"'=P7, 


(5) 


A[B==P2,     Ap'=P;,     AP"=P;,     A?'"=P^, 

ay=p3^    ay'=p„    Af=.P';,    ay'"=p^, 
iAa  =  P4,   Ao'=:p;,   a8"=p';,   ao"'=p^ 


On  déduit  aisément  de  ces  formules  que  la  condition 
nécessaire  et  suflisante  pour  que  la  surface 

Ail  :r2+ .4227^-1- .  .  .-t-2A34-G^  =:  O 

soit  circonscrite  à  une  infinité  de  tétraèdres  polaires  de  la 
surface 

oiUli  U^  -r-  cilû22  ^"^  -i-  .  .  .  H-  2  Jla34  "'/>  =  O 

est 

Ail  °^l  1  ~^  -'^22  o>»322  ~T~  •  •  •  ~T~  2  •''*34  ci»034  ^  O. 

C'est  aussi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  seconde  surface  soit  inscrite  dans  une  infinité  de 
tétraèdres  polaires  de  la  première. 
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ADDITION  A  l^E  mn  SLR  UN  MODE  DE  DÉTERMINATIOIV 
DES  COURUES  PLACES  {')-, 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 

Elève-Ingénieur  des  Ponls  et  Cliaussées. 


Soit  la  courbe 

y  =  F{x). 

En  chaque  point  de  cette  courbe,  portons  sur  la  tan- 
gente, dans  un  sens  déterminé,  la  longueur 

s  étant  l'arc  compté  sur  la  courbe  entre  le  point  consi- 
déré et  une  origine  fixe. 

L'extrémité  de  la  tangente  décrit  une  courbe  dont  la 
normale  coupe  la  normale  à  la  première  à  une  distance  o 
du  centre  de  courbure  de  celle-ci.  On  a  démontré,  dans 
la  Note  citée,  que 

0  =  po  (s), 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée. 

Supposons  maintenant  la  longueur  /  donnée  en  fonc- 
tion de  l'abscisse 

s  et  .r  étant  liés  par  la  rt^lalion 

s—/(.t). 
Ou  a 

o(.ç)  ---^  •l(.r). 


(')   .Vo/M'.  ./fin.,  y  '^rrii'.   t.   I.   p.   \( 
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Dérivons  par  rapport  à  x 

cp'(0./"(.r)=:f(.r). 

D'ailleurs,  de  la  reialioii 

cJs  =  \/dx^  -+-  dy'^ , 


on  tire 


Par  suite, 


et 


?'(*)  = 


v/i  +  F'(ir)2 


y/i-h  F'(^)2 

Si  a  est  l'angle  de  la  tangente  considérée  avec  l'axe  des 

x,  on  a 

I 

cosa  =  • 

L'expression  précédente  peut  donc  s'écrire 

8  =  '^' {x)p  cosa  ; 

pcosa  est  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  l'axe 
desj'^. 

En  particulier,  si  l'on  porte  sur  cliaque  tangente  une 
longueur  égale  à  l'abscisse  du  point  de  contact,  on  a 

0  =  p  cosa. 

On  peut  aussi  modifier  l'expression  de  o  à  l'aide  de  la 
relation 

P  ~  ¥"{x) 

Cela  donne 

._   ^'{x)[i  +  ¥'{xf] 

¥'\x) 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  '\  de 
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façon  que  la  longueur  o  soit  égale  à  une  constante  h.  On 
a,  dans  ce  cas, 

,,.    .  k¥"(x) 

d'où,  en  intégrant, 

/  =  t|/(a7)  =  it  arc  tangF'(^) -i- G, 
ou,  si  a  est  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x, 

d'où  ce  théorème  : 

Si  y  sur  les  tangentes  à  une  courbe  plane,  on  porte  des 
longueurs  proportionnelles  aux  angles  que  font  ces 
tangentes  avec  une  même  droite  du  plan,  la  normale 
à  la  courbe  ainsi  obtenue  coupe  la  normale  à  la  pre- 
mière courbe  à  une  distance  constante  du  centre  de 
courbure  de  celle-ci. 

Remarquons  que  le  centre  de  courbure  E  à  la  courbe 
en  question  (P)  s'obtient  très  facilement  si  l'on  connaît 
le  centre  de  courbure  Ci  de  la  développée  de  la  courbe 
(M)  donnée. 

En  effet,  la  normale  PD  coupant,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  démontré,  la  normale  MC  à  une  distance  constante 
du  centre  de  courbure  C,  la  normale  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  D  passe  par  le  centre  de  courbure  C,  de  la 
développée. 

Cela  posé,  on  a,  entre  les  déplacements  infiniment 
petits  correspondants  des  points   M,  P,  D,  les  relations 

d{M)  _  MC       d{P)  _  PK       d{D)  _  DC, 
d{V)~V\)'      di\y)~  \)o'      r/(^lM)  "~   MC/ 

EÔ  étant  la  normale  à  l'enveloppe  de  PD. 
D'où,  en  faisant  le  produil, 

PE  X  ne,  _ 

PD  X  Dô  ~^ 
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t)ii 

PE  _    PI) 

Ce  qui  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Porter  \)V'=^  PD  ;  par  le  milieu  jj.  de  PD,  tirer  ma 

parallèle  à  CjP';  abaisser  la  perpendiculaire  a^  sur 

PI)^  porter  ay  =  J^a;  [xy  coupe  C<  D  e/z  o^  /e  />>iW  E  /^e 

la  perpendiculaire  abaissée  de  8  5«f/*  PD  est  le  centre  de 

courbure  cherché. 

En  effet,  tirons  oo'  et  yy'  parallèles  à    aa;    puisque 

ay=  j3a,  on  a  a [ii  =  v' a -,  par  suite,  o'jjl  =  tjiE,  et,  eonime 

[JL  est  le  milieu  de  PI),   Do'=:Pl^    d'ailleurs,  ixa  étant 

parallèle  à  C,  P', 

Do'       PD 


D8        DG, 
Donc 

PE         PD 


Do        DCi 

Par  suite,  le  point  E  ainsi  obtenu  répond  bien   à  la 
question. 


OllESTIOlV. 

1437.  Uf,  désignant  le  ^/'«"'^  terme  de  la  série  de  Lanié^ 
on  a 

(  '2  II  +  I  )"  —  U^"^  =  O, 

pourvu  que  l'on  remplace  les  exposants  par  des  indices. 

(E.  Cesàro). 

ERRATA. 


l'âge  02.   ligne  h  en  remontîtrit,    au  lien  de  —p^  ■<   usez  -p^  - 

CL  A  fl\. 

[*;ige  ')8,  ligne  j  en   ternonfjint.  an  lieu  de  dt\  dz,  lisez  St,  Zz. 
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HELATIOXS  mJU  LES  DISTA!\CES  iriliV  FOYEU  iriJlVE  COMQIE 
A  OIATHE  IMMi\TS  OU  A  OIATUE  TAXGE^TES; 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


lïNTRODUGTION. 

1.  Les  propriétés  focales  dont  il  va  être  question  sont 
relatives  aux  distances  d'un  foyer  à  quatre  points  ou  à 
quatre  tangentes. 

Trois  points  et  un  foyer  déterminent  une  courbe  du 
second  dearé^  par  conséquent,  étant  donnés  un  foyer  et 
quatre  points,  il  doit  exister  une  relation  entre  les  élé- 
ments qui  déterminent  ces  cinq  points. 

De  même  un  foyer  et  trois  tangentes  déterminent  une 
courbe  du  second  degré.  Il  y  aura  donc  une  relation 
entre  les  éléments  qui  déterminent  un  foyer  et  quatre 
tangentes. 

Ces  relations  n'ont  pas  été  remarquées  jusqu'ici,  du 
moins  à  notre  connaissance.  Elles  sont  susceptibles  d'ap- 
plications intéressantes  et  permettent  en  particulier  de 
déterminer  simplement  les  foyers  dans  les  sections  co- 
ni([ues. 

Nous  avons  divisé  notre  travail  en  deux  Parties  : 

J)ans  la  |)r(Mnière  Partie,  nous  nous  occupons  de  la 
iHîlation  entre  un  foyer  (;t  quatre  points;  counne  nous  le 
\ errons,  (!ette  relation  a  lieu  entre  les  distances  du  lover 
aux  quatre  points.  jNous  l'applicpions  à  la  recUerclie  des 
foyers  dans  les  trois  courbes,  et  nous  terminons  par  une 
propriété  de  quatre  conicjues  circonscrites  à  un  qu.ubi- 
latère. 

.4im.tlr   M,iflt<'-m.t(.,  .l""  s.îiu- ,  l.  II.  (Mai   iSS.i.)  \'\ 


(  '94  ) 

Dans  la  (It'iixièinc  Parlic,  dous  nous  occupons  de  la 
relation  ciiUc  un  lovci'  cl  ([ualre  Lang(întes  :  c'csL  uni' 
relation  cnire  les  distances  du  loyer  aux  quatre  tangentes. 
Nous  rappliijuons  aussi  à  la  recherclie  d(!s  foyers  et  nous 
terminons  j)ar  une  propriété  de  quatre  coniques  inscrites 
dans  un  (piadrilatère, 

PREMIÈIIK  PAiniE. 

IIKLATIOJV    EINTRE    LKS     DISTANCES     u'iIV     rOYKIl 
A    QUATRK    POIINÏS. 

!2.   Soient  a  et  [j  les  coordonnées  d'un  toyei", 

/n  X  -\-  71  y  -i-  h  =  o 

l'équation   de   la  directrice   correspondante.  L'équation 
de  la  courbe  peut  alors  se  nietti'c  sous  la  l'orme 

(x  —  'x)--\-  (y  —  [i  )■-  =1  {nix  -^  jiy  -^  h  f. 

Désignons  par  J)  la  distance  d'un  point  (.r,  y)  de  la 
courbe  au  foyer,  on  aura 

1)  —  ±:  ( nix  -4-  ny  -r-  h). 

Considérons  quatre  points  appartenant  à  une  même 
brandie,  et  appelons  [x^y)^  (x,,  j  ,  ),  (<i-'-2,  J  2),  {^':i^r:i) 
les  coordonnées  de  ces  (|uatre  points,  D,  D,,  Do,  I):i  les 
distances  au  foyer. 

Pour  ces  quatre  distances,  il  faudra  prendre  le  même 
signe  devant  les  parenthèses  :  supposons  que  ce  soit  le 
signe  -f-.  On  aura 

D  =  /nx  -h  /ly  -'-  h, 

l)i  =  mxi-r-  nyx  -•-  /i, 

D2  =  inx-i  -f-  iiy-2  -h  h , 

1)^^=  nix:\--  /f}':i--  h. 

ï/<''liminaLion  de  ///,  //  cl  A  ciiLic  ces  cpialrc  ('(pialions 


(   >9'>  ) 


doiiiH!  la  l'clalioii 


(') 


]) 

Do     .r.y     y-i      I 

1>3       ^i      .l'a        I 

Celte  relation  est  homogène  en  D,  D,,  Do,  1);,.  Ainsi  : 


Théorème  I.  —  Etant  donnés  quatre  points  d'una 
conique  appartenant  à  une  même  branche,  il  j  a  une 
Telalion  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  de  ces 
quatre  poijits  à  un  foyer. 

Remarque.  —  La  relation  serait  encore  linéaire  etlio- 
iriogène  si  les  quatre  points  n'appartenaient  pas  à  la  même 
branche.  Le  théorème  précédent  peut  donc  être  énoncé 
d'une  manière  générale  : 

.//  y  a  une  relation  linéaire  et  homogc7ie  entre  les 
distances  de  quatre  points  (juelconques  d' une  conique  à 
un  foj  er. 

Bemarque  II.  —  L'équation  (i)  développée  peut  s'é- 
crire 

(j.)  AD  — AiDi-H  A2D2  — A3D3=:  (), 

en  posant 


A. 


.r, 

.Ti      ' 

.7" 

y      I 

Xi 

J-2        '■ 

<      \.- 

.ro 

y  2     i 

^'■.\ 

.1';5       • 

■^•.î 

.Ti      ' 

:r 

r      1 

.r 

r       I 

■fi 

.'1      ' 

,     A. 

•/•i 

.'  1      ' 

•'•.i 

.»■•{     1 

.T., 

lo      I 

Soient  A,  B,  C,   f)  les  quatre  points  et   1^'  \v  ïo\ci.  S\ 
l'on  constriiil  le  (piadrilatère  AHCJ),  on  \()it  lacilenienl 


(   M)'!  ) 
(jii<\  si  l'on  adopte  pour  sens  positif  le  sens  indiqué   [)ai' 


les  llèelies,  on  a  (  fi^.  i) 

x\   =g.?iirf.  BGD, 
Al  =  2  surf.  AGD, 


de  sorte  que  les  quatre  quantités  A,  A,,  Ao,  A;,  sont  lié<'s 
par  la  relation 

A-;-  A2=  A,+  A,3=  1  surf.  ABGD. 

Nous  pouvons  maintenant  compléter  l'énoncé  du  théo- 
rème I,  et  nous  voyons  que  : 

Si  les  sommets  d'un  quadrilatère  convexe  inscrit  dans 
une  conique  appartiennent  à  une  même  branche  de 
courbe,  et  si  Von  multiplie  la  distance  de  chaque  som- 
met au  foyer  par  l'aire  du  trian }^le  formé  par  les  trois 
autres  sommets^  la  somme  des  produits,  correspondant 
à  deux  sommets  opposés,  est  égale  à  la  somme  des  deux 
autres  produits. 

3.  Supposons  maintenantque  trois  sommets  seulement 
appartiennent  à  une  même  branche  de  courbe.  Alors  l'un 
des  sommets  sera  à  l'intérieur  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  [fi g-   2). 

Si  les  trois  points  A,  B,  C  appartiennent  à  la  même 
branche,  le  point  H.  ])ar  exemple,  sera  à  l'intérieur  du 
lri.nii:h-  ACf). 


(   '97  ) 
Adoptons  pour    sens  positif  le    sens   indicjué   par  les 


Via.  2. 


llèelies.  Le  triangle  ABC  étant  parcouru   en   sens  con- 
traire, la  quantité 

X      y      I 

X-i       y.y       I 


H' 


représentera  le  double  de  l'aire  du  triangle  ABC  changé 
de  signe.  D'autre  part,  le  point  1)  appartenant  à  la 
deuxième  brandie,  la  distance  D^  devra  être  prise  avec 
le  signe  — ;  de  sorte  que  Ton  aura  encore 

AD  —  Al  Di H-  A.2 D2—  A3  D3  =  o, 

A,  A{,  Ao,  A.j  ayant  la  même  signification  que  précé- 
demment, et  l'énoncé  du  théorème  (1)  subsiste  ici  sans 
modilications. 


4.  Examinons  enfin  l'hypothèse  de  deux  points  sur 
chaque  branche.  Le  quadrilatère  ayant  pour  sommets  ces 
quatre  points  sera  forcément  convexe. 

Soient  A  et  1)  les  deux  points  appartenant  à  la  preniiciv 

branche,  C  et  1)  les  deux  autrtîs.  Les  distances  Do  et  l)-» 

devront  cire  prises  avec  le  signe  — ,  et  la  relation  d<*- 

vient 

AD  —  A,  I),—  A,  I).  ;    A,  !>;,--  o 
ou 


(^-^ 


Al) 


A..  !>.,      \,n 


I  '  '1 


\A' 


(  ';»«  ) 

A,   A,,   Ao,    A.i  désignant  rcspoclivcincnl   le  doubla  de 
raire  du  triangle  opposé. 
Ainsi  : 

Théorème IJ.  —  Etant  donné  un  (/uad/iltitèrc  inscrit 
ddiis  nue  hjpcrhole,  et  tel  (/ail  y  ait  deux  sommets  sur 
chaijue  brandie,  si  l' on  multiplie  la  distance  de  chaque 
sommet  au  foyer  par  V aire  du  tri(Ln^le  formé  par  les 
trois  autres  sommets,  la  difjéi'ence  des  produits  coi'- 
respondant  à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la  dif- 
férence des  deux  autres  produits. 

Théouème  III.  —  Etant  donnés  un  point  fixe  Y .^  trois 
points  fixes  B,  C,  I)  et  un  point  variable  A,  si,  en  multi- 
pliant la  distance  au  pointV  de  chaque  sommet  du  qua- 
drilatère AJ^CD  par  l'aire  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  sommets,  la  somme  ou  la  différence  des 
produits  correspondant  à  deux  sommets  opposés  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  autres,  le 
point  mobile  décrit  une  conique  ayant  pour  fojej'  le 
point  F. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  la  somme  des  produits. 
Soient  i^x^^j)  les  coordonnées  du  point  mobile ,  [x ,  ,j}  ,  ) , . . . 
les  coordonnées  des  points  fixes,  D,  D,,  Do,  1);$  les  dis- 
tances lespeetives  au  point  F,  On  devra  avoir 

AD  —  Al  Di  -h  A,  D2—  A;>  D3  =  o, 

A  désignant  l'aire  du  triangle  BCD  [fg-  i),  A,  celle  du 
triangle  ACD,  .... 

L'équation  précédente  peut  évidemment  s'écrire 


{  i  ) 


D 

.7/ 

y    » 

D. 

■^•1 

.ri     ' 

r>2 

,Vl 

J'2         I 

i). 

•^•3 

J'3         1 

(   '9V  ) 

Sous  ccLLc  lurnie,  ij  ('.si  inanileslc  qu  ellf  rc;[)rL'sonlo 
une  conique  ayant  pour  foyer  F. 

La  déinonstratioji  serait  la  même  clans  le  cas  Je  la  Ji(- 
iérenee. 

Théohème  IV  (lléeiprocjue  des  théorèmes  1  et  II).  — 
iSt  un  point  Y ^pj'LS  dans  le  plan  d' un  (luadrilaièrc  ABCI) 

{jig-  i),  est  tel  (fue  l'on  ait 

(îj       (BGD)D  — (AGI))Di-!-(ABD)l)2— (ABG;D3  =  o 

ou 

(  >)      (BGD)l)  — (AGD)Di  — (ABD)D2-l-(ABC)D;3  =  o, 

les  quatre  points  A,  B,  C,  ])  sont  sur  une  même  conique 
ayant  pour  foyer  le  point  F. 

Occupons-nous,  par  exemple,  de  l'équation  (4),  et  re- 
Tuarquons  d'abord  que  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion (o)  ])asse  par  les  trois  points  (j",,  7  ,  ),  (x^,)^^ 
(.r;(,j  .{)  :'  c'est  donc  la  conique  définie  par  le  point  F  et 
par  les  trois  points  B,  C,  1). 

Considérons  actuellement  cette  même  conique.  Son 
équation  sera,  d'après  cela, 


(<i) 


A  \  Y  I 

l)|  x^  r,  I 

1>2  x-i  r-i  I 

•Vi  .^•:5  r-.i  1 


o. 


Or  on  a,  en  vertu  de  l'écjuation  (4), 


(7) 


1)  .r  r  I 
1),  ./•(  r,  I 
I).,     .r.,     r.,      I 


vv  (pli  exprime  (pie  le  poinl  i./",^)  )  esl  sur*  la  eourlx'  •  ()    , 


1). 

J'i 

I 

Di 

.^•1 

I 

l>i 

.r. 

J'I 

1). 

}'-> 

I 

J' 

Do 

.r.y 

I 

-+- 

D, 

j:y 

J'2 

1^3 

Xi 

I 

D3 

.^•.•J 

I 

1)3 

•^■3 

J';j 

ni- 


(    '>.()()    ) 

et  par  siiilc'  (juc  les  cjualre  jxjiuts  soiil  sni'  une  luèiiic  co- 
iii(jiie  ayant  pour  iovcr  le.  point  F. 

7.  Il  résulte  Je  ce  (jui  précède  cjue,  si  l'on  prend  la  dil- 
lérence  des  produits,  la  courbe  du  lliéoiènie  111  sera  tou- 
jours une  liyperbole,  tandis  que,  si  l'on  prend  la  somme, 
elle  pouria  être  l'une  quelconque  des  trois  courbes  du 
second  degré. 

Reprenons  donc  l'équation  (3)  et  voyons  le  genre  de 
courbe  qu'elle  pourra  représenter. 

L'équation  de  la  directrice  est 


i^) 


Pour  abréger,  nous  désignerons  par  7?i  le  coefficient 
de  X'  et  par  — 71  le  coefficient  dej)  ,  de  telle  sorte  que 
nous  aurons 

jti  =  Di(j>'2— 73)  —  D.fj'i— 73)-^-  Dafr,— J2), 

fl  =  Di(^2 —  -2^3)  -i-  D2('^l -^3) 1^3  (-^^l  —  ^2) 

etj  par  suite, 

^[(^,-^3)2-H(7i-73P]D^ 

—  iDi  D2  [(j2  —  J3)(jl  —73)  +  (-2^2  —  ■r3)(^l  —  J"3>] 

—  2DiD3[(ji— 72)(:>'3— 72)-H(^1  — •>P2)(^3— -2^2)] 

—  2021)3  [(73— 7i)(72—7l)+(-2"3— ^l)(^2  —  ^-l)]' 

Soient  F  le  foyer  et  BCD  le  triangle  formé  par  les  trois 

points  (a:,,  j,),  (x^^j.),  (^3,  J-'O  if  S-  ^)- 

On  voit  sans  difficulté  que  la  relation  (9)  devient 


71- 


froj 


\       _  o.ArD,  r>2  rosD  — •ï./pr/D,  Da  co?C  —  9.c«r/I>2  ï^acos  H. 


(  ■'•"'  ) 


Oi-  le  triaiii^le  liCI)  nous  donne 

1  hc  cos  D  z=  b--^  c-  —  6/- , 
1  bd cos  C  =  b'-T-  d- —  r-, 
'jt  cd  cos  B  =  c-  H-  d-  —  b- . 

Fig.  3. 


Tlcni])la(;ons  dans  l'équation  (lo),  elle  devient  par  une 
liansforniation  simple 

+  62(Di— D2)(D,  — D3) -h  c'2(  Do— Di)(  n^— 1>3,». 


D'autre  part,  le  eoeflieient  de  J),  dans  l'cupiation  (3), 


est 


•^3  j'i    I 


=  2  s, 


S  désignant  la  surface  du  triangle  BCI). 

Il  en  résulte  que  la  courbe  sera  une  ellipse,  une  hyper- 
bole ou  une  parabole  suivant  que  l'on  aura 


Cl) 


dHD,-~[),Xlh—Do 


8.  Théouème  \.  —  Il  existe  une  relation  du  second 
degré  entre  les  distances  au  Jo}er  des  trois  soni/ncts 
d'un  triangle  inscrit  dans  une  parabole. 

Vax  eJlet,  nous  venons  de  \oif  (pie,  si  la  courlx'^vî  )  esl 


(     'AO-?.    ) 

iiiic  [)arai)()l(',  on  a 

i  d-'{\h-  1),,)(  l>,  —  I),)  -/;^1),  --D,  )(L)i     -  1),0 

Celle  ici  a  lion  est  du  second  degré  par  rapport  à 
I),,  J).,  i).. 

1).  Théorème  \I.  —  Si,  jmr  les  divers  points  d'une 
conique,  on  èleve  sur  le  plan  de  la  courbe  des  perpendi- 
culaires égales  respectivement  aux  rayons  vecteurs 
allant  au  foyer,  les  extrénntés  de  ces  pejpendiculaires 
sont  situées  dans  un  même  plan. 

Supposons  en  eiret  que,  dans  l'équation  (  3  ),  D,  D , , . . . 
représentent  les  z  des  points  (a:,,')i),  ....  Le  premier 
niend)re  de  celle  équation  exprime  alors  que  le  volume 
du   tétraèdre,    ([ui    a    pour   sommets    les  quatre   points 

(x,j  ,  J)),   (^,,7  j,D,  )^  .  .  .  .  est  nul,  c'esl-à  dire  que  ces 
(piatre  points  sont  dans  un  même  plan. 

Cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  Téquation 

D  =  inx  -h  nr  -i-  A  ; 

car,   si,  dans  celte    équation,  on  remplace  D  par  z^  elle 
représente  un  plan  :  ce  plan  passe  par  la  directrice. 

Remarque  J .  —  Plus  généralemeut,  si  par  les  divers 
points  d'une  conique  on  mène  des  parallèles  à  une  direc- 
tion fixe,  proportionnelles  aux  rayons  vecteurs  respec- 
tifs menés  d'un  foyer  à  ces  points,  les  extrémités  de  ces 
droites  seront  dans  le  même  plan. 

En  etFet,  en  remplaçantD  par  j  dans  la  même  équation, 

on  obtient  une  nouvelle  équation  représentant  encoie 
un  [)lan. 

Ixcinanjuc  II.  —  Deux  parallèles  à  la  direction  lixe 
(IcMonl  ''lie  d<'  même  sens  ou  de  sens  contraires  suivant 


(   ■^o^  ) 
([lie  les  deux   points   appartiennent  à  la  même  branclnî 
ou  à  deux  branehes  difïérentes. 

A  l'aide  des  remarques  précédentes,  on  démontre  sini- 
plementdeux  tliéorèmesbien  connus  :  ce  sontlessuiv  ants  : 

10.  TiJÉouiîME  Vil.  —  Toute  section  plane  d' un  cône 
de  révolution  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  mené  par  le  sommet  suivajit  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  sommet  du  cône. 

Soient,  en  eiïet,  F  \v.  foyerd'une  conique (//^.  4),"^  ii'» 
point  de  la  courbe  et  M//i  =  K.  //zFune  perpendiculaire 


au  plan  de  la  coui'be  menée  par  le  point   ///.    Joii^nonsr 
M  et  F.  Le  triangle  M  m  F  donne 


IM  m  —  m  F  i  ant;  //iVM . 


en  re suite 


L'angle  /;/ FM  étant  constant,  la  droite  IMl'  engenchc 
un  cône  de  révolution  lorsque  le  point  ///  (b'-ciil  la 
(H)niqne. 

J)'ailleurs  la  conique  peut  être  considérée  comme  la 
projection  sur  son  plan  de  la  section  faite  dans  ce  cône 
par  un  plan  sécant  (juclconcpu'  r  =  K[/N.r  4-  /m  -f-  //); 
(Ton  le  llu'orèine  énonié. 
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1 1 .  THKORkME  \  111 .  —  Joute  seclioîi  plane  d Un  cône 
lia  sccorui  ordre  se  projette  sur  an  plan  cjclupie  mené 
par  le  sommet,  et  lorsque  les  projetantes  sont  parallèles 
au  diamètre  conjugué  au  plan  cj  clique  considéré,  sui- 
\'a/it  ujie  conique  ayant  pour  j'ojer  le  sommet  du  cône. 

Kii    cllet,    si    la    direction    ]M//i    [fig-   1)   n'est    plus 

perpendiculaire  au  plan  de  la  conique,  l'angle  m  FM 
n'est  plus  constant,  et  MF  engendre  un  cône  quelconque 
du  second  ordre.  Seulement  ce  cône  admet  le  plan  de  la 
conique  comme  plan  cyclique. 

Application  a  la  iji'Ltermijvatiojv  hes  foyers 

DANS    les  courbes    DU    SECOND  ORDRE. 

l!2.  Nous  allons  appliquer  les  résultats  qui  précèdent 
à  la  détermination  des  foyers  dans  les  courbes  du  second 
ordre. 

Avant  d'aborder  cette  question,  il  est  bon  de  faire 
quelques'remarques. 

L'équation  d'une  courbe  du  second  degré,  quand  elle 
possède  un  foyer  (a,  [j),  peut  se  mettre  sous  la  forme 

( 1 3  )  {x  —  a  )'^  H-  ( J  —  P  )-  —  ( mx  -\-  ny  -h  ay  =  o. 

Si,  dans  cette  équation,  on  fait  x  =^  a,  ^'•=  ^,  le  ré- 
sultat de  la  substitution  est  —  [my,  4-  /z  [ii  H-  h)-  :  il  a 
donc  le  signe  — . 

Si  l'on  remplace  xclj  par  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  directrice,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion est  [Xi —  a)--f-  [ji —  (3)-,  Xi  et  Ji  étant  les  coor- 
données de  ce  point  :  ce  résultat  est  donc  positif. 

Donc  : 

Théorème  1  \ .  —  Dans  foute  courbe  du  second  degré, 
le  foyer,  s'il  \   en  (L  un,   cl  un  point  quelconque  delà 
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directrice  correspondante  appartiennent  à  des  j-e'^io/is 
différejites. 

Il  en  résulte  que  : 

i"  Dans  l'ellipse  et  dans  la  parabole,  les  foyers  sont 
intérieurs  à  la  courbe  et  la  directrice  ejctérieure. 

Car,  si  un  foyer  était  extérieur,  ou  si  la  directrice 
coupait  la  courbe,  il  y  aurait  des  points  de  la  directrice; 
qui  appartiendraient  à  la  même  réi^ionque  le  foyer. 

2"  Dans  l'hyperbole,  la  directrice  est  dans  la  même 
région  que  les  asymptotes. 

Même  démonstration  que  plus  haut. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  des  foyers. 
Nous  examinerons  pour  cela  séparément  chaque  genre 
de  courbe. 

I.  —  Foyers  de  l'ellipse. 

13.  INous  avons  vu  qu(;,  si  un  quadrilatère  A  nCD(//'^»'.  i) 
est  inscrit  dans  une  ellipse,  on  a  la  relation 

AD  —  A 1  Di  -f-  A  2  D.  —  Aj  D3  =  o. 

^i\  rappelle  que,  si  D  est  la  distance  du  foyer  au  point 
A,  la  quantité  A  est  l'aire  du  triangle  BCT),  .  .  .. 

Supposons  que  le  quadrilatère  inscrit  devienne  un 
parallélogramme.  On  aura 


(;t,  par  suite. 


on 


A  =  A,  =  A2=  Ai, 
1)  _„  D,_(_  !),_  |).j    . 

D-h  1).,  =  n,-i-l>,. 


Ainsi  : 

'rnitoiiÈME  \.   —  Si  un   p</r{//lc/oii/'{tn/nie  est  itiscnl 


dans  une  ellipse,  la  somme  des  disl a/ices  cl  ' un  foyer  à 
(J(UiA'  sommcis  opposes  es/  ê<^(tle  à  la  so/nme  des  dis- 
lii/ices  du.  memcjo^ci'  diix  dcnix  aiiires  sommets. 

C(î  ihéoiùnio  est  évident  si  l'on  part  de  la  déiinitioii 
i^éométrique  de  l'ellipse.  Nous  le  trouvons  iei  direete- 
nicnt  eoninie  consécpienee  du  tliéorèiiie  J,  et  nous  allons 
nous  en  servir  d'abord  pour  établir  la  délinition  géomé- 
trique, et  ensuite  pour  déterminer  les  foyers. 

1  i.  Définition  géomélrujuc.  — Pour  arriver  à  la  défi- 
nition géométrique  de  l'ellipse,  remarquons  que,  si  la 
courbe  admet  un  Toyer  F  [Jig-  5  ),  le  point  F'  symétrique 

Fig.  '). 


du  point  F  par  rapport  au  centre  sera  aussi  un  loyer. 

D'autre  part,  si  un  parallélogramme  est  inscrit  dans 
une  ellipse,  les  diagonales  sont  des  diamètres  de  la 
courbe,  de  sorte  que  le  théorème  X  peut  s'énoncer  : 

J^a  somme  des  distances  d' luijoj  er  aux  deux  extrè- 
inités  d'un  diamètre  est  constante . 

Soient   alors   M   et    iM'  deux   points    diamétralement 

opposés.  La  ligure  ÎM F  M/ F' est  un  parallélogrannne^  v\^ 

puis(pu! 

MV    -  Ml-  =  K. 

K  (';tant  une  constante,  il  en  résultiî 

M  b  -i-AlF'=  K. 

Ainsi  : 

Tni^oRÈME   \l.   —    Dans  toute  ellipse,    la  somme  des 


(  ^^^>7  ) 
(lisiaiiccs  d'un poinf.  r/ue!con(/ue  fia  la  courlx'  (nix  (Jaix 
foyers  est  conslante. 

lo.  Déiej'iiLuiaiion  des  foyers.  —  A  i'aidc  du  tlico- 
rèmeXI,  et  sans  connaître  la  position  exacte  des  foyers, 
on  démontrera  parle  procédé  ordinaire  (p^e  la  tangente 
à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  jaj  ons  sec- 
teurs allant  des  foyers  au,  point  de  contact. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  bien  con- 
nue, et  nous  ne  la  iappelli;rons  pas.  Cependant  nous 
ferons  remarquer  qu'elle  repose  uniquement  sur  cette 
propriété  :  La  somme  des  distances  d'un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  aux  deux  foyers  est  constante,  et 
la  position  exacte  des  foyers  n'y  joue  aucnn  rôle. 

Considérons  alors  le  diamètre  qui  contient  les  foyers. 
Soient  M  l'extrémité  ^de  ce  diamètre,  TT^  la  tangenti.' 
en  M  {fig-  6)^  les  rayons  vecteurs  sont  confondus. 

l''ig.']6. 

T 
M 
1' 

Or  l'angleTMF  doit  être  égal  à  l'angle  T'iVlF:  donc  le 
diamètre  FF^loit  être  normal  à  la  courbe,  et  les  foyers, 
s'ils  existent,  ne  peuvent  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes. 

Supposons  que  les  foyers  soient  sur  le  petit  axe.  Soient  .p 


riin  (les  foyers  cl   A  A'  le  grand  axe  [Jig-'y)' 
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PiiisrjiKî  la  somme  des  clistaïKîcs  aux  extrémités  d'un 

(li.nuclrt'  est  eonslanic,  ou  aura,  eu  la  désignant  par  S, 

S  =  o  lî  -h  cp  l>'  =  es  A  -h  cp  A , 
ce  (|ui  est  impossible,  puisque  l'on  a 

'^  A  -H  oA'>  A  A' 
et,  à  plus  jorte  raison, 

cpA-i-o\'>Hir. 

Ainsi  les  foyers  sont  sur  le  grand  axe,  et  la  somme  S 
est  égale  à  2r^,  a  désignant  le  demi-grand  axe. 

O/i  obtient  par  suite  les  foyers  en  décrii^a/it  du  point 
B  comme  centre  une  circonférence  de  rayon  é^al  à  a. 
Cette  eircouférenee  coupe  A/V  en  deux  points  et,  par 
suite,  il  y  a  deux  foyers  dans  l'ellipse. 

16.  On  aurait  pu  arriver  aux  mêmes  conel usions  sans 
faire  intervenir  la  propriété  de  la  tangente.  En  ellet, 
soient  F  un  foyer  intéiieur  à  la  courbe,  iMiM'le  diamètre 
(pii  passe  par  ce  point  [ji^-  8)  et  AA'  le  grand  axe.  La 

Fijj.  8. 


somme  des  distances  du  point  V  aux  extrémités  d'un 
diamètre  étant  constante,  on  aura,  en  la  désignant  par  S, 

S  =  FM  -I-  FM'  ^  FA  -t-  FA'. 

Or  1  \h-FV'^AA'  cl  à  ])lus  ff)rle  raison  plus  grand 
(jU(.'  MM'  :  donc,  pour  que  l'égalité  précédente  puisse 
avoir   lieu,   il  faut,  rpie  le   point    F   soit   sur  AA',  et  1  on 

acIicNcra  coiniiK"  plus  liant.  [yl  suivre})  • 
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ÉQlIAÎIOi\  Alix  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES  DE  L'ÉOllATION 
GÉ!\ÉRALE  DU  QliATRIÈ^IE  DEGRÉ  ; 

Par  m.  forestier. 


1.   Soit 


X*-^  Pl  X^  H-  JO2  ^    +  jP3  ^  -î-  Pti  =  0 


J'équation  générale  du  quatrième  degré. 

Pour  trouver  l'équation  aux  diiïérences,  on  doit  rem- 
placer X  par  X  -hj  ,  ce  qui  donne 


X* 


47 

^3  _!_   (Jj2 

^•^--4j3 

X  —y'*        • 

Pi 

-^  'ipxy 

-  zp,r^ 

-r-Pil'    1 

H-/?2 

^Pz 

-^p^y  \ 

■^Pw       1 

=  0 

et  l'on  doit  éliminer  .r  entre  l'équation  donnée  et  celle-ci. 
L'équation  résultante  en  y  est  l'équation  cherchée. 

2.  Si  l'on  effectue  cette  élimination  par  la  méthode  de 
Sylvester,  on  est  conduit  à  un  déterminant  du  huitième 
ordre  qui  contient  40^20  termes,  dont  chacun  est  le 
produit  de  huit  facteurs,  qui,  pour  la  plupart,  sont  dos 
polynômes  en  7  pouvant  avoir  jusqu'à  cinq  termes.  Plu- 
sieurs d'entre  eux  sont  nuls,  parce  que,  parmi  les  soixante- 
([uatre  facteurs  qui  concourent  à  les  former,  il  v  en  a 
dou/.e  qui  sont  égaux  à  zéro.  Néanmoins,  malgré  la  sim- 
plilication  considérable  que  cette  circonstance  apporte 
dans  l'expression,  le  calcul  parait  inq^raticablc. 

3.  En  employant  la  métliode  d'élimination  de  Bézout, 
on  obtient  un  déterminant  du  quatrième  ordre,  dont  1»' 

.-/////.  r/t'  Mtttliémat.,  .V"  srrit».  l,  11.  (INtai    iSS.'i.  )  I .'[ 
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développement  n  a  plus  (jue  vingt-quatre  termes.  Mais 
chacun  de  ses  termes  est  un  polynôme  de  degré  élevé  par 
rapport  à  y.  Plusieurs  sont  du  seizième  degré,  quoique 
le  résultat  final  doive  se  réduire  au  douzième.  En 
outre,  les  coefficients  des  j)uissances  de  j  sont  eux- 
mêmes  des  polynômes  dépendant  de  ptf  Jh-)  ••••  il 
serait  encore  très  dillicile  de  mener  à  bien  un  pareil 
calcul. 

Les  autres  méthodes  d'élimination  ne  réussissent  pas 
mieux. 

4.  Les  méthodes  que  j'ai  employées  sont  relativement 
très  courtes,  quoique  l'ensemble  soit  encore  un  travail 
de  longu(î  haleine.  Ces  procédés  ont  le  grand  avantage 
de  fractionner  le  calcul.  Chaque  coefficient  s'obtient  sé- 
parément et  indépendamment  des  autres.  Chacun  de  ces 
coefficients  est  lui-même  calculé  par  fractions  indépen- 
dantes, ce  qui  donne  une  grande  simplicité  et  surtout 
une  grande  sûreté. 

5.  Le  but  de  ce  travail  est  d'exposer  ces  méthodes  et 
d'entrer  dans  tous  les  détails  du  calcul  de  deux  des  coef- 
ficients. Il  est  inutile  de  les  reproduire  pour  chacun  des 
autres.  Il  suffira  de  donner  les  résultats  soigneusement 
contrôlés. 

6.  Soit 

l'équation  du  quatrième  degré.  L'équation  aux  diffé- 
rences seia  du  douzième  degré,  et  l'équation  aux  carrés 
des  difrérences  sera  du  sixième  degré.  Soit  donc 

celte  équation. 


( .,,  ) 

Les  coeflicieiils  Q<,  Q.j,  (^3,  ...  sont  des  fonetions 
des  diirérences  des  quatre  racines  de  l'écjualion  (i).  Si  je 
désigne  ces  racines  par  a,  |j,  "',  0,  nous  aurons 

-  Q,  =  ^(a  -  fi)2(a  -  y;2(,^  _  ?,y^      .... 

Le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  différences  que  l'on  peut 
faire  entre  les  quatre  racines. 

7.  Chaque  coefficient  Qi,  Qo,  Q3,  .  .  .  est  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  de  l'équation  (i),  et  son 
expression,  en  fonction  de  p^ ,  j?^-,  Jh  ^t  /j>4,  est  une  fonc- 
tion entière  de  ces  coefficients.  En  outre,  la  somme  des 
indices  des  facteurs  p\^p2i  p-i-,  P\-,  dans  chaque  terme; 
de  chacune  de  ces  expressions,  est  constante  et  égale  au 
degré  de  l'expression  en  Jonction  des  racines:  ainsi,  dans 
Q3,  cette  somme  d'indices  sera  égale  à  6. 

En  elfet,  soit 

—  Q3=  '^ipx,Pi,Pz,Pk)=  :S(a— 3)2(a  — 7)2(a  — 0)2. 

Je  multiplie  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  par/». 
Cette  équation  devient 

x'*-^  kpix'^-{-  k^p^x^-\-  k^p^x  -f-  A-*/?4  =  o. 

En  général,  le  coefficient  p,i  de   l'équation   (1)   devient 
h" pn  dans  la  nouvelle  équation.  Nous  aurons  donc 

çp(A7?i,  A-2/?2,  k^pz,  /^Vv) 

=  S|(/a— Â-;B)2(A-a  — /vY)2(Xa  — ÂoVil 

Donc  la  fonction  o  est  homogène  par  rapport  aux  indices 
de  p  et  du  sixième  degré. 

8.  Jj(î  degré  (h*  'f  (/^i ,  Pi-,  p.i-, P\  )?  expression  (\v  —  (^,, 
(''est-à-dire  h;  nombre  des  faeteuis  du  terme  (jui  en  a  \c 
plus,  esl  égal   à  la  plus  liaule  puissance  des   racines  en- 
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tiaiil  tlciiis  l'oxprcssioii  de  ce  cocllicieiiL  eu  loiicLion  des, 
racines. 

En  elFct,  désignons  par  </,  la  somme  des  trois  racines 
,3,  y,  0,  et  par  y^-»  V:!-.  </ /.  les  sommes  de  leurs  produits  deux 
à  deux,  trois  à  trois  et  quatre  à  quatre.  JNous  aurons 

Substituons  ces  valeurs  daus  o^p^^p^^p^-fP^).  Nous 
devons  reproduire  S  [(a —  ?)"(^-  —  T)'(^  —  ^)']-  C)r,  si 
la  fonction  es  contenait  des  termes  supérieurs  au  sixième, 
le  résultat  de  la  substitution  contiendrait  des  puissances 
de  a  supérieures  à  6,  qui  ne  pourraient  pas  se  réduire, 
et  l'on  ne  retrouverait  pas  le  résultat  prévu.  Donc  la 
fonction  o  n'est  pas  d'un  degré  supérieur  au  sixième. 
On  voit  de  même  qu'elle  n'est  pas  d'un  degré  inférieur. 

9.  Ces  deux  propriétés  nous  permettent  d'écrire  im- 
médiatement l'expression  littérale  de  chaque  coefficient. 
Ainsi  on  trouve 

-f-  Ep^p\  -i-  ¥pl  -h  Gp\p\  -^  Yip%p\  -^  lp\ . 

Dans  Q,  =  v[(a_^i)-^(a-y)^(a_o)'^(^i_y)^],  la 
somme  des  indices  de  chaque  terme  doit  être  8,  et  le 
degré,  6.  On  a  donc 

Qi  =  Api  -h  Bp!,piPi  H-  Cp!,pl  -h  Dp,,pip\ 
+  E/?4/?;-i-  F/?^/>2-f-  (^plpl-^^lpzPlPx 
-\-  \pzp\-v-  Kp.p^pl-^Lp'^-^  Mplp\-i-^plp'{. 

jjîs  mêmes  lettres  dans  les  deux  expressions  ne  repré- 
sentent pas  les  mêmes  nombres.  Les  expressions  sont 
indépendantes  l'une   d(;  l'autre,  et  les  lettres  A,  1>,  ... 
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représentent  les  eoefticients  inconnus  de  chaque  poly- 
nôme, coefficients  qui  restent  à  déterminer. 

10.  Nous  avons  vu  que  Q,,  Q.>i  •  •  •  sont  des  fonctions 
des  différences  des  racines  de  l'équation  (  i).  Mais  toute 
fonction  de  la  didérence  des  racines  d'une  équation  doit 
satisfaire  à  une  équation  différentielle  qui  provient  de 
ce  que  cette  fonction  ne  doit  pas  changer  quand  on 
augmente  d'une  même  quantité  toutes  les  racines  de  cette 
équation.  Je  vais  étahlir  cette  relation,  qui  me  servira 
dans  le  calcul  des  quantités  Q<,  Qo,  Q3,  .  .  •  • 

Soit 

(3)  I  ou 

une  équation  donnée,  et 

(4)  ?(/'l'/'2v/?3,    "',Pn) 

une  fonction  quelconque  de  la  dilférence  de  ses  racines 
exprimée  au  moyen  *des  coefficients  de  l'équation.  Je 
remplace,  dans  l'équation  (3),  .r  par  x  -\-  A,  ce  qui  re- 
vient à  augmenter  de  —  A  chaque  racine  de  cette  équa- 
tion. Je  développe  le  résultat  /(x  -h  A)  =  o  suivant  les 
puissances  croissantes  de  A  : 

L  /(  .r  )  ~-  -  [n  X" -  '  -h  (//  —  I  )p ,  .r-"'-2  -u  (^,1  _  .2)/>,  r" -•< -h . . .  | 
f  .  -! I  //(//-  -  0.r"-2  -4-  .  .  .  I .  .  .  :-  o. 

.l'ordonne  maintenant  cette  équation  suivant  les  j)iii^- 
sances  décroissantes  de  .r,  j'aurai 


(  ■■'■^\  ) 

fil  posant 

1 V,  =  p^-i^  //  X , 

1,7. 
P/.'  =  /?/.  +  (/'  —  /•  -h  I  )/?/,-!  À  — 

Le  coefficient  de  A  dans  cliacmie  de  ces  expressions  est 
donné  par  la  quantité  dans  la  première  parenthèse  de 
l'équatiou  (5). 

La  fonction  (4)  de  la  di(îérence  des  racines  deviendra 

Je  la  développe  suivant  les  puissances  de  X  : 

..)-Hil 

/  \    .1 


/  f/'-p  f/p, 

\  dp  1    dX   ^ 

d'o    dV,         d'o    dV, 
dp. 2    d\         dpi    dl 

ais 

dPi               dV., 
dl    ■""'      d\ 

,           dV, 

=  (n  — 2)/?,,    — 

Cette  fonction  ne  change  pas  avec  )^,  donc  chaque  coef- 
ficient de  A  est  nul,  et  l'on  a 

(6)     n  -j-'-  -\-  (n  —  \)pi  -^—  ^-  (/i  —  •2)»2  -7--  -h-  •  •=  o. 
«/>!  dp2  dpi 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  /?,,  /^2?  P^i  • .  ••  Si  elle  est  entière,  le  coefficient 
de  chaque  terme  sera  nul,  ce  qui  donnera  autant  d'équa- 
tions qu'il  y  a  de  termes.  • 

Si  l'expression  z»  est  l'une  de  celles  que  nous  avons  à 
considérer,  où  la  somme  des  indices  des  facteurs  de 
chac[ue  terme  est  constante,  il  est  facile  de  voir  que 
l'équation  (6)  sera  du  même  degré  que  es,  mais  que  la 
somme  des  indices  dans  chaque  terme  sera  moindre 
(l'une  unité.  Cela  loinnira  un  coiilrolc  des  cahuls. 


(   .,5  )         . 

Calcul  du   coefficient  Qg. 
11.   Nous  avons  trouvé 

-+-  E/?3/? i  -h  F/?  '^  -1-  G/?  ^/»  5  +  H/»2/>  1  +  J/» î  • 

Je  fais  p^=  o^  jjj,  =  o.  Deux  des  racines  de  l'équation  (  i  ) 
sont  nulles,  et  les  quatre  racines  sont  a,  p,  o,  o.  L'expres- 
sion S{a  —  ?)'(^-  —  7)^(^-  —  ^)^  devient  facile  à  cal- 
culer^ on  trouve 

(  a  —  fi  )2  [(  a2  -H  ^2  )2  _j_  .;,  3(2  [32  J  +  2  a^  [32  (  a2  +  [i2  ). 
Les  racines  a  et  (3  sont  données  par  l'équation 

.T^-{-piX  -T-  p-2  =  O, 

et  les  fonctions  de  ces  deux  racines  qui  entrent  dans 

l'expression.précédente  s'obtiennent  presque  sans  calcul. 

On  trouve  (a—  ^jf- =:  p]  —  4  p^  a^ -|-  fi2^^,2_^^^^ 

et  aS^j  =  P2.  En  substituant,  l'expression  de  — C^..  de- 
vient 

—  i%pl  H-  'i^pIpI  —  8/?2/>l  — />ï- 

Mais,  d'un  autre  côté,  la  valeur  de  — Qj,  par  l'hypo- 
tlièst;  /7;j  =  o,  p',  =^  o,  devient 

¥pl  +  Gplp]-^-  Hpipl  -  -  I/>î, 
d'où  jii  déduis  par  coinj)araison 

1^^  ^^  —  .48,     G  =  24,     H  =  —  S,     !  -  I . 
et,   par  conséquent, 

(M  il  ne  icslc  [)lus  cpic  ('iii(|  cocilicicnls  à  ({('Icriuiiiti  . 


(•■'>) 

1^.  Pour  calciilci"  ces  <;oelïicieiiLs,  j'aurai  lecours  à 
recjuaLioiidincrt'iiLielIc  (6),  qui  devieiiL,  pour  l'é(jualioii 
cloimc'c, 

,  d'o         ^       do  do  do 

d/)i         ^     dp.2  dp:i       ^     dp', 

En  la  développant  pour  la  l'oyeLion  —  (^;,,  on  obtienL 

-h  (A  -i-  4C  -i-  4D)^3y>,  _H  (H  -1-  3D  -4-  ^1V.)p.,p\ 

H-  (2D  —  Go)/>2/>i  +  (2E  -!-  i6)/?2/'i  -^  (24  —  2Î  j/J'J  =  o. 

J'égale  à  zéro  chaque  coefticient,  et  j'ai  ainsi  une  iden- 
tité et  les  cinq  équations  suivantes,  pour  déterminer  les 
cinq  coeflicients  inconnus  : 

3A-^8B  =  0,     A-4-4G-4  4D  =  o,     B -1- 3D -i- i:>.E  =  0, 
2D  —  60  =  0,     2E-t-i6  =  o; 
d'où  l'on  tire 

A=  — 16,     B=:6,     G  =—26,     D  =  3o,     E  =  — 8. 

Par  conséquent, 

—   Q3  =  —   \*Ôpi,p.l  +    ^PkP\   —   26/?^  -T-   "iop^p^^px 

—  ^PzP'l  —  28/?o  -T-  MpIp\  —  ^Pip\  -- p\  ■ 

Calcul  de  Q/,. 
13.  Nous  savons  que 

Q,=  :i:(a-?)2(a-7;n^-^;n;^-7)- 

Son  expression  en  fonction  de  />>,,  /?o,  /j>3,  /;/,  sera  du 
sixième  degré  par  rapport  au  nombre  des  facteurs  (8), 
et  par  rapport  aux  indices,  elle  sera  homogène  et  du 
huitième  ordre  (7).  Nous  aurons  donc 


(  Qv  ^^  A/>;  -h  B/?.. />j/?i  H-  Cp,,pl  H-  \yp',p2p\ 

+  V^i',i>\      ypll'i-v-  Oplp\-^  Wp^plpx 


(  ^'J  ) 

14.  Oti  pourrait,  comme  dans  le  calcul  de  Q3,  faire 
y?^  =  o,  /^4  =■  0,  pour  exprimer,  dans  ce  cas  particulier, 
Q/,  en  fonction  de  />>^  et  /72,  et  déterminer  un  certain 
nombre  de  coefficients.  Mais,  pour  avoir  un  plus  grand 
nombre  de  vérifications  par  l'équation  dilïerentielle,  fai- 
sons seulement  /74  =  o.  Alors 

v:(a-fi)2(a-Y)n^--ô)n?-T)-' 
se  réduit  à 


(8)  {    X  k^-tp^?-t)'+(«-?)h?-ï)'-^(^-:')'(^-t)-] 


Les  trois  parenthèses  qui  dépendent  des  différences 
des  racines  sont  les  coefficients,  au  signe  près,  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  de  l'équation  du  troisième 
degré 

X^  -+-  />1  ^'2  -^  p;yX   -^  pz—    O. 

Cette  équation  est  connue  :  c'est 

X^  -t-  (  ()/'2  —  2/>  1  )  ^2  _^  (  9/?  ^  —  67?2/>  \  -^  P\  )  ^ 

-^  ('^//'I  +  4/?3/?î  +  1y->2  —  ^^P-iPiPi  —  p\p\  )  =  "• 
Nous  avons  donc 

(a-?)2+(a-Y)2-h(?-vy2  =  _6y,,-^.,.//2, 

(a-Y)2(p-Yr-  +  (a-?)2(3-Y)2-H(a-3)2(a-Yy2 
=  9/»!  — 67?2/>ï-+-/?iS 

(a_3)2(a-Y)M?-7)-^ 

=  —  ^7/>3  —  \P^P'\  -i-  ^'^P^PiPi  —  \pI  --p\p\  ' 

Les  trois  parenthèses  qui  dépendent  de  a,  3,  y  sont 
aussi,  au  signe  piès,  les  coefficients  de  l'équation  aux 
carrés  des  racines  de  l'équation  proposée,  équation  que 

l'on  obtient  va\  cliangeaut  dans  (  1  )  x  en  y.i*.  Cettcî  é([ua- 
tion  est 

.r3-i-  [•),f}.,—.i,'\)x--^  (pi—  'p-pi^r  —PÎ  =  <^  : 


(I Où  I  Ou  lire 

l'ii  subslituaiit  dans  l'expression  (8),  nous  obtenons 
i^PÎPi—'^^pIpI  —  ^iPiPÏPi 

l'.ii  faisant  /^-,  =  o  clans  (^),  et  comparant  le  résultat  à 
ce  dernier,  nous  en  déduisons 

F  =  48,     C,s=  —  '2.'),     n=  — 54,     I  =  — (3,     K  =  38, 
L  =  17,     iM  =  —  1-2,     N  =  2, 

et  il  ne  reste  plus  que  les  cinq  premiers  coefficients  à 
déterminer. 

J5.   ^ous  avons  donc 

Q*  =  A/? 5  +  \^p\P%p\  -+-  C7>4/?i  +  ^P'^Pipl 

+  E/Av/yJ  -4-  48/?37^2—  '-i5/9^//f  —  ^\PzpIp\ 
-r-'i^PiP.p\  —  ^Pip\-^\';p\  —  \'}.plp\-^-:ip'lp\. 

L'équation  diiférenticdle  (6)  appliquée  à  cette  fonction 
devient,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  (12), 

,  d'^        ^       d'o  do  do 

4  -7-'-  -+-  3 Pi  -j-^  -I-  2/>2  -j^  ^  Pi-r-  =  "' 
dj)\  dp^_         ^     dpi       ^     dp,, 

et  elle  donne; 

( '2  A  +  3  B  )P',p:i  -t-  2  (  B  -h  3  C  -+-  4  D  )P'^p2P  1 

-+-  (3D  -4-  iCyV:)p,p\  -+-  (  B  -  5G)7?3^y^i+  (G  -  •24)/?3y>.] 

-h  (D  H-  'i'?:}piP2p\  H-  (  E  —  Ç>)pip\  ^  O.plpi 

-4-  o./>2/rf  ^  ii.pi/y'i  —  o. 

Chaque  coefficient  devant  être  nul,  nous  obtenons  sept 
équations  et  trois  identités  cpii  sont  trois  vérifications. 
Eu  résoK  anl  b's  sej)l  ('-(pial  ions,  nous  nl)|enons  les  valeurs 


(  -''9  ) 
des  cinq  coefficients  inconnus,  et  deux  nouvelles  vériii 
cations.  Les  valeurs  des  coefficients  sont 

A  =  —  1 1'2,     B  =  56,     G  =  2i,     D  =  —  3'2,     E  =  6. 

Nous  avons  donc 

Qi  =  —  iiipl  -h  567?4/?3/>i  +  i\pi,p\ 

—  Zip',p^_p\  -f-  ^P',p\  -r-    iSp'lpi  —  '25plp'l  —  5ipi/>lPl 

-+-  ssp-iPip'l  —  (ipip'i  -^  17/^2  —  ^'^p\p\  -^  "^PllA  ■ 

Conclusion. 
16.   L'équation 

X''  -h  PiX'^  -h  p-i  X'  -hp^x  -h  p-,  =  o 

a  pour  équation  aux  carrés  des  différences 

Les  valeurs  des  coefficients  sont 

Qi=      ^/?2— 3/??, 

Q2  =       8/?4  —  2/>3 /?  1  -+-  22/> I  —  I  Gpip l  -f-  3/;  J , 

Q;{  =         iGp:,p-2  —  Gp',pl  -+-  26/>>;5  —  3o7?;j/>2/>i  +  8/>'3/^î  ^  •>'''^/'? 

Q4  =  —  T 19./?^  -f-  i)6p;p:iPi'^iip',pl  —  yi.p'^pip\  -\-  ^p:p\ 
-+-  -\^pIp^-—  "^^pîp'i  —  ^\p:ipipi  -^  '^^p-ipip'l  —  ^pspt 

Qs  =^  —  i^-iplp-i -4-  7'^'PIpI  -^  2 ifi/^i/»!  —  y>op;p^p.px 

-\-  lSp;,p:ip'l  -+■  32/?v/?.:!  —  ^P\P\P'\  —  5  Î/?;1/>1  —  I^/>3/^2 

-+-  \'^pIPiP\  —  9/^3PÎ  —  -^^Va/'i/M  -^-  ^\P^P\P\ 

-^^pI~p\p\i 

Qg  =       256/? 'J  —  1 9.>,/> lp:ip ,  —  I  •28y> ip l  -r-  i  j ^plp-ip \ 

—  "^IPlp'l  +  1  î  \P\pIpi  —  ^P\pIp'\  —  ^op;p3pl/>i 

H-  iS/?;î/>2/'i-  î/>;!/^î-  î/''/>î-^/>^/>2/'î- 


(     9.'>.()     ) 


sut  UN  AKiOKITII^ll*:  AiriËBUIQllË^ 

IVvu    M.    M.vuRiCR    D'OCAGNE, 

'Av\c   liiuéiiioiir    (les    l'oiils    cL    Chaussées. 


Jlcpréseiitoiis  \v.  dévcloppciîKînt  Je  la  ?n^''""^  puissance 
du  polynôme  a,  4-  a^-i-. .  .-f-  fip'  où  l'on  remplace  tous 
les  coefficients  par  l'unité,  à  l'aide  de  la  notation 

Cet  algorithme  jouit  des  propriétés  suivantes  (  '  )  : 
(  i)    [aia.2...  (t,,  1  '«'  =\a^...  aj,i  ]""'  -^  a^,  [ai  a....  ff,,]'-'"'^', 

(  "2  )  ' 

(        ={ftp^i—ai){aia,.  ..cip+iY"'   ^\ 
Dans  le  cas  où 

^1=   I,        r/.,  =   •>..         .  .  .,        Gp  —  p, 

nous  poserons 

\<(ia....ap\>n'^=  [f/>!'"'  • 

Nous  pourrons  facilement  calculej-,  ])ar  voie  récvn- 
rente,  les  quantités  [i/?]^"'^. 


(')  -Ma  Noie,  n'digcc  il  y  a  un  an,  à  IKrolc  l*olyleclinic|uc,  avait 
priiiiilivenrient  pour  but  l'étude  de  cet  algorithme  dont  je  croyais 
l'idée  nouvelle  et  dont  j'avais  trouvé  quelques  propriétés.  .Mais 
.M.IJrisse,  ni'ayanl  appris  que  cet  algorithme  avait  déjà  été  étudié  par 
WVonski  ((ui  le  nommait  fonction  aleph  et  en  avait  fait  un  fréquent 
usage,  je  me  borne  à  énoncer  celles  des  propriétés  dont  j'aurai  be- 
soin pfuir  la  prt'senic  appliralion.  extraite  de  mon  travail  primitif,  et 
i|iii.    je   ci-fjis.  tnI    iioiiNclJr.  Mil  imiiil  ion  (>s|  d'ailleurs,  au  signe  rtA'/^A 

[très,    relie    de   \\  I  nH'.ki. 


(  2...  ) 

Eu  elUîL,  la  formule  (i)  douuc,  daus  ce  cas, 
et  l'on  a  les  conditions  initiales 


[ii]""^=i,     [i/^]"'  = 


9. 


On  trouve  ainsi 


|ll](2)=:l,         \UY^^=^7,  [l;3](2'=25,        [u]'2^=65, 

[î,l'3)=r,     [i,](3^=i),     |t3]'-^'=9o/  [iv]^-^^  =  35o, 


Ces  nombres  sont  identiques  à  certains  coefiicienls 
envisagés  par  M.  SclilcHjiilcli  dans  un  Mémoire  sur  les 
facultés  analytiques.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce 
point. 

a  étant  un  nombre  entier,  faisons  maintenant 

^1  =  a,     «2=^  +  15      •••5     «/,  =  a-f-/>  —  I, 
et  posons 

Pour  calculer  les  nombres  [a^,]^'"^  à  l'aide  des  nombres 
[i^,]^'"\  appliquons  la  formule  (2)-,  elle  donne 


On  déduit  de  là  que 

ia„r""-[i//i<'"^-i-^/>[i,.H,i-"  " 

H-^ :^^ ^^/>(/>-rr)ll„^o]"'-2'--.. 

+  />(/> -!l)...(7>H-a-2)li/Ma    il'"    "^''. 


(    :.,..    ) 

Mais  on  peut  aussi  calciilei'  dircclcMncnt ,  ])ai'  voie  rr- 
(•nri"cnl(%  les  nombres  |  y.,,Y"'K  La  formule  (  i)  domu*,  eu 
elTet,  pour  ees  uoinhics, 

h/,  r'"'-|a/,   ,  |"«'-i-(a+y>  — i)|a/,  I'"    i', 

eL  lOu  a  les  eouclilious  iiiitiales 

[a,  ]'"')=:  a'", 

Tous  les  nombres  qui  viennent  d'être  définis  jouent 
un  rôle  dans  la  théorie  des  facultés  analytiques.  Je  vais, 
en  effet,  démontrer  que 

la  valeur  de  z  étant,  bien  entendu,  supposée  choisie  de 
façon  à  rendre  la  série  convergente.  On  a 


N,„^i  _  [a^] 


(m-t-i) 


^lais 

La  série  sera  donc  convergente  pour 

-S  >  a  -f-  .  .  .  -h  (  a  -+-  /?  —  I  ). 

La  formule  se  vériliant  immédiatement  pour  p  z=  i  ^ 
faisons  voir  que  si  elle  a  lieu  pour  la  valeur  p  —  i ,  elle 
est  encore  vraie  pour  la  valeur  p. 

Supposons  alors  que 


(  z  —  y. ) .  .  .{  z  —  {:t  -+-  jj  —  -1  )\ 

~/>    1  ^/'  z/''^^         zP  *  '"  ^ 


•       ^    l'^/^-iJ^'^  _^  l^P-iY'^    ,  ,     [a,,-,]'-' 


(  ..,3  ) 
Cclto   séries  est   évidemment  convergente  pour   toute 
valeur  de  z  qui  rend  la  précédente  convergente;  pour 
cette  valeur  de  r:,  on  a  également 


a  -h  /?  —  I 


—  (a  -t-  />  —  I)         z  z- 

(a-h/?  — i)-  Ca-h/»  —  iV 


*  Faisons  le  produit  de  ces  deux  développements:  hî 
coefficient  du  terme  en  — —  est 


■m-^P 


+  (  a  -^  />  —  I  )2  [  a,,  .1  \'n-'L)  ^  _  .  _|_  (  .^  _^  p  _  ,  yn^ 

ou,  d'après  la  formule  (3), 

La  proposition  est  par  suite  établie. 
Dans  le  cas  particulier  où  a  ==  i , 


t-»,..  -^ 


{z-~\){z  — -).).. .{z—p) 

~p  Zl'^^  Zl''^'^  '     '  zf'^'"  •  •  ■  • 

C'est  ce  développement  que  INI.  Scldomilcli  envisage, 
dans  son  Mémoire  Su?'  les  roefflcienfs  des  facultés 
aîialjtiques  (').  Il  désigne  le  coeflicient  du  terme  en 

3— —  par  C/„,  et  en  donne  l'expression 

I  \  .'.i  1  .'1  I 

I  .  '.i .  .>  .  .  .  I> 

Mais,  d'après  la  formule  précédente,  on  a 

— /' 

(')  JouriKil  (If  (^  relie.  I.  'l'i.  |>.  ,  1  î  ^ . 


(  ^^^  ) 

la  comparaison  de*  ces  doux  expressions  fournit  un  lliéo- 
rèiue. 

Il  est  facile  d'avoir  la  fonction  généralrici^  du  nombre 
I  7./,]^'"^  Multipliant  les  deux  membres  de  la  formule  (4) 

I 
par  zP  et  posant  -  =  x,  nous  avons 

(1  —  aj7)|  I  —  (a  -i-  i)xj.  .  .[  I  —  (a  -^/>  —  i)^| 
=  \^-\'Xp\^'x  ^  .  .  .-^[  ap  ]<'"'  x>"  -h 

La  fonction  génératrice  est  donc 

o 

r 

(i  —  'xx)[\  —  (a-f-i).27j...[i  —  (^  -^  P  —  Ox\ 

et  l'on  a 

[^^pV'"^=  ' 


i  .1.  .  ./n 

X 


L        (i  — a^)[i— (a-Hi)j-]...[i  — (a-+-/?  — i)a?]J^=o 

Tous  ces  résultats  relatifs  aux  facultés  analytiques  se 
généralisent  facilement,  la  démonstration  étant  identique. 

Soit 

/(z)  =  zP-^  Ai^/'-i  -t-.  .  .-i-  A;,^,^  -h  A^,=  o 

une   équation   ayant   toutes  ses  racines   a^^  a^y  ...^Up 
réelles.  On  a 

I  I      ,    [aiaî...ffpY'^    ,         ^  [«lii^2^j^iM^  _^ 

^     '  f{z)        ZP  ZP^^  ZP+'»^ 

et  cette  série  est  convergente  pour  z^<7| 4-(72-h...H-  (ip. 
iMultipliant  les  deux  membres  par  zP^  posant 

I 

""  X 

et 

'^(^)  =  I  -+-  Ai^  -^. . .-+-  hp-xxP^'^  -^  ApXP, 
on  a 

(6)     — ^  =i+|r/,^/.,.  .  .^/^,|"'.rH-...-i- [«71^7.2.  .  .apy'"^x"'  -h 

?  (  -^  ) 


(     225    ) 

La  fonction  génératrice  de   [«,  ^^^  •  •  •  <^/>] '"^   <^st  donc 
5  et  l'on  a  (  ^  ) 


Mais  la  formule  (5)  va  nous  conduire  à  un  résultat  plus 
intéressant. 

En  effet,  si,  d'une  manière  générale,   nous  désignons 
par  a  une  racine  de  l'équation 

nous  avons 


2 


fiz)       J^f'ia){z-ay 

ou,  en  supposant  toujours  pris(!  pour  z   une  valeur  (\\\\ 
r(înde  le  développement  de  -r-^  convergent, 


z.n  ^J"(a)  zn-^-'"  j^    /'(fi) 


Identifiant  cette  formule  avec  la  foruiule  (5),   nous 
voyons  que 

>     -r-, —'  O       pour   A        p  •>. 

que 


D 


(')  M.  Brisse,  en  nie  signalant  la  throrir  des  fonctions  (ilcph  tie 
Wronsivi,  m'a  indiqué,  dans  le  Journal  de  M.  BesaL  t.  ^'II.  p.  i.  nu 
article  (ie  M.  ^^>st  que  je  ne  connaissais  point  et  que  j'aurais  pti 
utilement  consulter:  j'ai  trouvé,  dans  cet  article,  une  lormule  qui 
est,  à  très  peu  |)rcs,  la  même  que  la  formule  ((i)  et  qui  est  attriluK^e 
à  M.  IIane£;raelV.  Je  tiens  à  mentionner  ce  fait,  (|ui  n'est  venu  à  nu 
connaissance  cpie   loni;tem|>s  après  la  rédaction  de  mon  travail. 

.4iin.  (If  Miithriiiai  .,.V  si'v'w  ,  t.   11.  (^  Mai  iSS.'î.)  l5 


(     2->Ji    ) 

t'ulin,  d'une  manière  générale,  que 

^"'"-••"'■1'"  -l/ÛÎT- 

formule  remarquable,  puisqu'elle  permet  très  aisément 
d'obtenir  la  valeur  de  [rti<'ïo. .  .a^,]^^  ,  quand  on  a  formé 
le  polynôme /( 2:)  qui,  égalé  à  zéro,  admet  pour  racines 
les  nombres  a,,  «o,  .  .  .,  rt^. 

Cette  formule  peut  aussi  s'écrire 


n  étant  supposé     p. 


DE  QIELOIJKS  PROPUIÉTÉS  WMl  FAWILLE  «E  POLYGONES 
QIE  L'ON  PEUT  FORMER  AVEC  M  POLYGONE  DONNÉ  ; 

Par  m.  L.-F.  IBACH, 

Etudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  iVIarseillo. 


I.  Considérons  un  polygone  dont  les  n  sommets  sont 
désignés  par  les  ii  premiers  nombres  :  i ,  2,  3,  ...,//,  et 
imaginons  que  ses  cotés  i:^,  9.3,  .  .  .  soient  divisés  dans 
des  rapports  a, 2,  ao;j.  ...  ^  la  figure  obtenue  en  joignant 
successivement  les  points  de  division  sera  un  nouveau 
polygone,  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par 
polygone  (a,^,  «23,  .  .  .)  du  premier  et  dont  nous  allons 
étudier  ([uelques  propriétés.  Nous  nous  bornerons  d'ail- 
leurs à  donner  l'expression  de  la  surface  du  polygone 
résultant,  pour  passer  de  suite  à  l'examen  d'un  cas 
particulier,  celui  du  triangle,  où  nous  rencontrerons 
(juelques  propriétés  qui  pourraient  être  dignt\s  d'atten- 
tion. 


(  ■'■-•:  ,1 

Jl.  7i.v/)/'e.ssi()fi  (le  hi  su? face  du  polygone  résullaul . 
—  Appelons  (1^21  ^-^^  lt*s  sommets  de  ce  dernier.  Il  est 
(•lair  que  la  surface  S  est  égale  à  la  surface  s  du  poly- 
gone donné  moins  la  somme  des  triangles  înialogues  à 
(a, 27  2,  a.,^).  D'ailleurs,  si  .r,,  )  ,,  .r.j,  1  ^,  ...  sont  les 
coordonnées  des  sommets  i ,  2,  3,  .  .  . ,  .r,.j,  )  ,2,  .  .  .  (M'iles 
de  r«,2,  /^/23,  .  .  .,  nous  aurons 


"^12  — 


a,.2.r, 


«12 


.ri  2  = 


'^12.1'|  —  .1'2 
«12-!-  I 


les  autres  s  obtenant  par  une;  permutati(ju  ciiculaiie. 
D'après  cela,  la  surface  du  triangle  (^'lo?  2? '^'2:1  '  ^^^'^^ 
donnée  par  le  déterminant 


2^12^1  +  -^2 

«12,}'t  ^.1'2 

I 

ai2-+-  I 

«12+  I 

^2 

J'2 

I 

• 

«23  •2^2+  •''".•{ 

«23  -î-  I 

se  réduit  à 

«]2(  IS>,S  ) 

-  ■>  où  ( 

J  2 

:n 


re- 


(  «12—  J)(«23-!-  I) 

présente  la  surface  du  triangle  formé  par  ces  trois  som- 
mets. Il  en  résulte  que  nous  avons 


S  --  s 


ai2(  r:>.3  ) 


âÊtàl  (  «12  -t-   0(  «23  -  -  I  "> 

le  signe    N      indiquant  f|u'il  faut   perninler  les   indices 

.^■■1 

n  fois,  afin  de  faire  le  tour  du  polygone. 

III.  Expressioîi  de  In  surface  du  triangle  résultant . 
—  Dans  le  cas  particulier  du  triangle,  la  formule  pi  é<  <•- 
dente  dey  lent 


S  .     .V 


«,2(19.3) 


l-fr^i^M) 


«3 1  (  3  I  9.  ) 


(«12     •      I)(a2.1---Ï>  ^«23-*     'M  «.If       M  I   «:n         l)(«to         1^ 

et,  en  remarquant  que  (^i  23),  (23i),(3i2i  ne  sont  autre 


(   a:,8  ) 

(1)  b  =  .V 


(a, 2+  i)^a2:j-hi)(a;(,  +  i  ) 
Lorsque  les  côtés  soiil  divisés  dans  le  même  rapport  a, 

La  formule  (  i  )  montre  que  la  su/face  du  résultant  est 
proportiojinelle  à  celle  du  triangle  donné.  De  plus, 
comme  elle  est  symétrique  en  a,2,  aoa,  a;{,,  elle  indique 
que  tous  les  triangles  résultants  que  l'on  pourra  former 
avec  cette  série  de  rapports,  en  changeant  l'ordre  de  di- 
vision, sont  équivalents;  par  suite  : 

Théorème  1.  —  Les  résultants  obtenus  en  permutant 
sur  les  côtés  la  même  séile  de  rapports  sont  é(jui\>a- 
lents. 

IV.  La  formule  (i)  montre  aussi  que,  pour  que  le 
rapport  -  soit  un  nombre  donné  A,  on  doit  avoir 

(ai2-i-i)(a23H-i)(a3i-4-i)  =  A(ai2a23a3i-f- 1), 

et  cela  indique  que,  deux  des  rapports  étant  fixés,  il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  le  troisième,  pour  que  la 
condition  ci-dessus  soit  remplie.  En  particulier,  la  con- 
dition, pour  que  le  résultant  («12^23^3,  )  soit  équivalent 
au  triangle  fondamental,  sera 

ai2-}-  «23+  «31  =  —  («12  «23  -H  «23  «31  "+-  «31  «12  )? 

c'est-à-dire  qu'il   faut  que  la  somme  des  rapports  soit 

égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  de  leurs  produits 

deux  à  deux.  Eu  d'autres  termes,  tout  faisceau  de  racines 

de  rétjuallou 

x^  -h  a X- -+-  ax  -+-  b  =  o, 


(  ■'^■>^9  ) 
dans   laquelle    a   et   b    sont  eoniplèleineuL    arbitraires, 
pourra  former  une  série  de  rapports,  tels  que  le  triangle 
résultant  correspondant  soit  équivalent  au  triangle  fon- 
damental. 

V.   Considérons  deux  triangles  T  et  T'  de  surfaces  s 
et  s' ^  et  imaginons    que    l'on    en    forme  les  résultants 

(  a,  o  7.23  aa  i  )  et  (  a', .,  a'^ .^  a^ ,  ) .  Si  S  et  S'  sont  les  surfaces  de 

ces  dei'niers,  nous  aurons 

» 

o 


S' 


Par  suite 


^  1 2  ^2  :î 

«31 

H-  I 

.ç 

(a; 

I2H-  !)( 

«23 

-+-I)... 

6-' 

1  2      2  :1 

;«3 

1  ^' 

S 

S' 

Supposons  maintenant  que  a',.^=  a, 2,  ^23^^^  ^-^^t  •  ••■• 
c'est-à-dire  que  l'on  prenne  pour  les  deux  triangles  la 
même  séiie  de  rapports  ^  nous  voyons  facilement  que  : 

TnÉoriHiME  II.  —  Les  surfaces  des  résultants  corres- 
pondant à  une  même  série  de  rapports  de  deux\triangles 
sont  entre  elles  comme  ceux  de  ces  derniers,  et,  en  par- 
ticulier : 

Les  résultants  correspondant  à  la  même  série  de 
rapports  de  deux  triangles  équis^alents  sont  équivalents 
au^Ssi. 

VI.  Si  l'on  a  en  même  temps  S  =  .v,  S'=,v',  c'esL- 
à-dire  si  les  résultants  sont  é(piivalents  au  tiiangle  (Corres- 
pondant, 1  ('(pialion  (3)  (Icîvicnl 

«12  «•>.(  «tl   -î-  (  «12  -^-   «23    f-    «3  1  -r     «12  «23  H"   «23  «3  1  +   «3  1  «12  ^ 

~  a',  a'.,  y'  -t-   (  y.'.  .,  -h  a'., ..  -f-  a', .  -i-  y\  .,  a', ). 


(  -•;5"  ) 
Or,  d'après  (IV  ),  le  second  terme  du   premier  membre, 
ainsi  que  celui  du  second  membre,  sont  identiquement 
nuls  :  il  reste  doue 

ai2«2.t^,{l  ^   ^'l2^2  3^:jn 

(jui  s'énonce  aiusi  : 

THÉorà:Mi:.  —  Lorsque  le  résultant  est  éijui\'alent  au 
triangle  de  base,  le  produit  des  rapports  est  un  nombre 
constant  quel  que  soit  le  triangle  de  base  que  l'oh  con- 
sidère. 

^  11.  Considérons  maintenant  n  triangles  T,,  T2,  •  .  . 
dont  les  surfaces  sont  S,,S2, .  ■•,^ni  ^t  imaginons  que  l'on 
prenne  les  résultants  de  ces  triangles  en  conservant  pour 
tous  la  même  série  de  rapports^  si  Cj,  o-^,  0-3,  .  . .,  t„  sont 
alors  les  surfaces  de  ces  résultants,  nous  aurons 

'1  -^  7 Si, 

a,  ;-  7S2, 


^//=  tS,, 


ajoutant, 

Si  donc  on  considère  un  triangle  équivalent  à  la  somme 
des  triangles  donnés  et  que  l'on  forme  le  résultant  de 
ce  triangle,  en  prenant  les  mêmes  rapports,  celui-ci  sera 
équivalent  à  la  somme  des  résultants  formés  avec  chaque 
triangle. 

VIII.  Des  triangles  résultants  de  divers  ordres.  — 
DenuMueque  nous  avons  considéré  le  triangle  (a,  o^^og,...) 
résultant  d'un  triangle  donné,  nous  pouvons  former  le 
résultant  de  ce  nouveau  triangle  avec  une  série  de  rapports 
( ^-,  .1  ^-  .3^  '^3 ,  )  •  <"t'  sera  alois  un  résultant  du  second  ordre 


(  23i  ) 
du  triangle  donné.  En  continuant  de  la  même  manière, 
on  obtiendra,  après  n  opérations,  un  triangle  qui  sera 
un  résultant  du  premier  ordre  par  rapport  au  («  —  1)1^™^ 
et  du  Tz''^^'"*^  ordre  par  rapport  au  triangle  donné.  La  série 
de  rapports  changeant  toutes  les  fois,  nous  nous  propo- 
sons de  résoudre  le  problème  suivant  : 

IX.  T/'ouucr  l'expression  générale  de  la  surface  d  un 
résultant  du  /z'^"*^  ordre» 

Soient  s  la  surface  du  triangle  donné,  et  81,82, . .  .,S„ 
les  surfaces  des  résultants  successifs.  Nous  avons,  en  ap- 
pliquant la  formule  (i), 


ai2  3'23  3C3i 


(ai2-l-ijia23-f-i,)(a3i-r- Jj 

'^  1  2  "A  3  ^3  1  -^  T 

(a',,-f-i)(a,3-i-i)(a3,-T-ij 


'"  ""'(<, ^-[)(a-'-v-i)(a:;,'-^i) 


,  "    1 


Multipliant  ces  égalités  membre   à  membre,  pour  éli- 
miner S<,  .  .  .,S„_,,  nous  avons 


S„  = 


^12^2.{^:m  h-  I 


a,  2  0C23  ag  j  -f-  I 


(  aïo  ^-  1  )(  a23  -+-  i ,)(  aai  -t-  1  )     (  a'j  2  H-  1  ) . 


^  «i2«2:>«3i-+-' 

(  a';  2  -1-  1  ) .  .  . 


a,  2    a^-t    a.,, 


Lorsque,  dans  la  formation  des  résultants  successifs,  on 
a  la  même  série  de  rapports,  la  formule  devient 


S« 


^12  3(23  a-,, +  1 


(  a|2-r-  l)(  a23-l-  l)(  «31  H-  I) 


et  enlin,  lorsque  les  côtés  sont  tous  divisés  dans  le  même 
rapporl  a, , 


S;,= 


(  ai  -~  I  )' 


(     •'-«'^2    ) 

X.  Ces  expressions  inoiitreiitqueles  résultants  d'ordre  J 
(|ueIconque  jouissent  d(;s  mêmes  propriétés  que  ceux  du  1 
second  ordre  et  leur  sont  absolument  analogues.  Ainsi, 

on  a,  comme  précédemment  : 

Les  résultants  d'ordre  quelconque  de  deux  triangles 
correspondant  à  la,  même  série  de  j  apports  sont  entre 
eux  comme  les  surfaces  de  ces  triangles. 

En  particulier,  ils  sont  équivalents  si  les  deux  pre- 
miers le  sont. 

XI.  Les  résultats  précédents  montrent  de  plus  que 
les  résultants  successifs  vont,  en  général,  en  diminuant; 
nous  pouvons  donc  elierclier  : 

La  limite  vers  laquelle  tend  la  sonmie  des  n  premiers 
résultants  d'un  triangle  donné,  lorsque  n  tend  vers 
l  infini. 

Pour  simplilier,  nous  sup})os('roiis  que  l'on  conserve 
la  même  série  de  rapports;  nous  aurons  alors 


S, 

= 

Y^' 

s. 

= 

r-s^ 

S.3 

== 

ts, 

s,, 

^^ 

Y".. 

En  ajoutant  membre  à  membre, 

2   S  =  y5-i-y25  4-...  =  y*(i-i-Y-!--..-^ï""''). 


c'est-à-flire 


V"^  Y 

>       ^  =  7  5  - 


Si  nous  faisons  tendie  n  vers  l'infini,  la  somme  tend  vers  la 
limite  (  licrc  bée  rt.  et  nous  avons 


(  .33  ) 

XI.  On  peut  appliquer  à  l'étude  précédente  la  méthode 
des  polaires  réciproques.  Considérons,  à  cet  elïet,  un 
triangle  (l'-iS),  son  résultant  {y-v2 y  ^23 i^-'n)  et  une  conique 
auxiliaire.  Au  triangle  (i?3)  en  correspondra  un  autre, 
et  aux  sommets  du  résultant,  divisant  les  côtés  12,  23, 
3i  dans  des  rapports  a^o,  0L23,  «3,,  correspondront  trois 
droites  passant  par  les  sommets  du  triangle  polaire  et 
partageant  les  angles  correspondants  en  des  parties  dont 
le  rapport  des  sinus  sera  0Li2',  «23,  ^3, .  Au  triangle  résul- 
tant correspondra  donc  le  triangle  formé  par  ces  droites, 
et  comme  la  surface  de  ce  résultant  est  donnée  par  une 
expression  S  =  y^,  s  désignant  la  surface  du  triangle 
donné,  la  surface  de  celui  qui  est  formé  par  les  trois 
droites  ci-dessus  sera  donnée  aussi  par  une  expression  de 
la  forme  S  =  y'o-,  o-  étant  la  surface  du  triangle  polaire  de 
(123).  Toutes  les  propriétés  des  résultants  s'appliquent 
donc  à  ces  derniers.  De  l'étude  précédente,  il  résulte,  par 
suite,  les  deux  faits  assez  singuliers  que  voici  : 

Si  Von  prend,  sur  les  côtés  d'an  triangle  y  trois  points 
(laelconques,  ou  si  l'on  mène  par  les  sommets  trois 
droites  aussi  quelconques,  les  surfaces  de  ces  triangles 
sont  proportionnelles  à  celle  du  premier  et,  par  suite, 
proportionnelles  entre  elles. 


mm.  m\  vm faisceai  m  surfaces  douore  oieixo\qie^ 

Par  m.  a.  LP:G0UX. 


Soit 

(l)  U   =  T'^y^Z'U^-r-  Au-rr.   O 

l'équation  d'un  système  de  surfaces  d'ordi'c  quelconque. 
On  suppose  que  .r,  j \  -,  //  sont  les  coordonnées  homo- 


I 


(  "M  ) 

gènes  d'un  point  de  l'espaee,  que  vv  =  ax  -\-bj  -\-c  z  -i-duy 
que  £  =  a-f-^-f--'-f-û,  et  que  A  est  un  paramètre  va- 
riable. 

Recherche  de  la  Jiessienne.  —  On  trouve  sans  diffi- 
culté 


——  =  kw"-  M  a  î ,      -T—  =  kw  '(6e  —  - — 

dx  \  X  ]        dy  \  y 

dz 


w  \         d\} 

z 


a  =  ^— r      =  kw 
dx'- 

b  =      .    .       =  kw 


du 

a-z{z  —  I  )         a (  a  — 


0  w  \ 


w 


a  —  I  )  1 
~r2       J 


dz- 


kw' 


C2£(£—  t)  y(T  —  I) 


W 


r2 


,      d'^l}  ,       Vd'zU  —  i)        0(0  —  , )) 

bct{z—-\)        |3y1 
w-  yz\ 


da- 
d^V 


dy  dz 

or    ^^ 

dz  dx 
d^V 


h  = 
1  = 

m  — 
n  = 


dx  dy 

dm 

dx  du 

d'-V 

dy  du 

dn]_ 
dz  du 


=  kiv' 
=  kw' 


cat(s  —  i)         va  I 
Jabz{t  —  i)        a3"| 

,     .  [ ads(t  —  i)        a8  1 

=  kw'     7, 

[  w-  xu  j 

rbdt(z  —  i)       [38 


=  kw 


f 


w^  yu] 

cdt{t  —  i)         70 
W'  z  u 


On  sait  que  l'équation  de  la  surface  hessienne  est 

a  b' c  cl  r  la'fmn  -1-  tJ)' gnl  h-  '?.c  hbn  -\-  id'fgli 

_  b' è:  V'  —  c  a  ni'  —  a' b' n'  —  «' ^/^  —  b' d' g''  —  r' d' h' 

+/'-  i'--  g-  m-  -j-  A-  II-  —  J,  ghm  n  —  >.  hfn  I  —  •?  f;;lni     -  o . 


(  ■^-•55  ) 
Le  résultat  de  la  SLibsLitutioii  des  valeurs  de  a',  b\  c', . .  . 
dans  cette  équation  paraît  au  premier  abord  extrême- 
ment compliqué.  Mais  si  l'on  ordonne  relativement  aux 

-,         S(  £  —  l)  ,       V  .  j 

puissances    de  — — ^ — -,    on    constate   a   1  inspection  de 
1  équation  que  les  coeilicientsde     ^^ —     ?     ^ —     > 


[ 


£(£-!) 


W 


W^ 


Zl1y,0.-'iy}-ï     -Y-2    ,^'Î-2 


sont  nuls  identiquement,  et  le  résultat  final 
peut  s  écrire  sous  la  forme 

X  ( '2 bcyz  -{-  icazx-\-  1  abxy 
H-  ladxu  H-  ibdyu  -+-  icdzu) 

~  Py^sC^-^T-ho  — i)a2.r2 
-f-  aYÔ£(a  -T-  Y  -h  3  —  i)è2j^2 
-f-a[38£(a-h?-^-o  —  i)c2^2 
-i-a[3Y£(a-4-  [B-h  Y  — i)<:/2w2 

Cette  équation  se  décompose  dans  les  suivantes 

(2)  '  lv3^-2=o, 

(3)  :c*-2 ri^-2  5Y-2  i^5_2  ^  o, 

apY^t**^ —  aj3Y0£(9. ècj/^  -h  2ca^^-  -f-  2. abxy 

-h  2 adxu  -\-  2  bdyu  -h  2  cdzu ) 

"f-.PY8e([3  -+-  Y  -h  ô  —  i)a2;^72-f-  aY8£(a-i-  y  -+-  ô  —  \)b^y' 
-r-apS£(a  -H  p  +  8  — i)c2^2_}_  apY£(a+  ^ -i-  ^r  —  i^ d'^  u"^  =  o. 

Cette  dernière  équation  prend  la  forme  plus  simple 


(4) 


P 


a2  3^2  . 


T 


? 


'2  r.î 


ot  ■  I  -  3  — f-  V 

C d'^  li^  -+-  ^  />('?'5  +  2  ca  5.2'  -h  2  abxy 

0 


\  H-  2  aty/j:-  1/  +-  2  bdy  u  +  2  rr/ 3//  --  o  ; 

il  suffit  pour  cela  de  remplacer  w  par  sa  valeur  et  £  par 
a  -f-  |3  -}-  V  .4-  0 . 

L'équatiou  (4)  représente  une  surface  conique  imagi- 
naire du  second  ordre. 


(  ..:i(i  ) 

Comme  les  équations  (2),  (3)  et  (4)  ne  contiennent 
pas  le  paramètre  yi,  elles  représentent  le  lieu  géométrique 
(les  courbes  paraboli(pies  (*)  tracées  sur  les  surfaces  du 
faisceau.  On  sait  que  la  surface  hessienue  passe  aussi 
par  les  points  sini^uliers  et  par  les  lignes  multiples  des 
surfaces.  Or  il  n'y  a  pas  d'autres  lignes  multiples  que 
les  intersections  des  quatre  plans  x^  p  ,  z,  u  avec  le  plan 
iv,  et  il  n'y  a  pas  de  points  singuliers,  comme  on  peut  s'en 

assurer   en   égalant    à   zéro  les    dérivées  partielles  -1— ? 

d\J    du    dU     j^  ,, ,  .         ,  ,.  ,  .        ,     ,.        j 

-j-;  y  -T7  '  -y-'   Uonc  1  équation   (4)    est  bien  le  lieu  des 

courbes  paraboliques  tracées  sur  les  surfaces.  Les  équa- 
tions (2)  et  (3)  représentent  les  plans  ^,  j> ,  -,  «,  vv; 
résultat  évident,  car  ces  cinq  plans  forment  des  surfaces 
singulières  du  système  que  l'on  obtient  en  faisant  soit 
A"  =  o,  soit  k  =  ce  .  Comme  l'équation  (4)  représente 
une  surface  conique,  on  voit  que  les  courbes  paraboli- 
ques sont  distribuées  sur  un  cône  imaginaire  du  second 
degré.  Si  le  degré  £  est  impair,  les  surfaces  ont  des  in- 
flexions suivant  les  quatre  droites  xw^  jiv^  zw,  mv^ 
c'est-à-dire  que  le  plan  tangent  suivant  ces  droites  coupe 
la  surface^  si  s  est  pair,  la  surface  est  tout  entière  du 
même  côté  du  plan  tangent  dans  le  voisinage  de  cliacune 
de  ces  droites.  (^  sulvi'e.) 


(')  On  sait  que.  (I<;  iih-uic  (jne  la  courbe  hessienne  clans  le  plan 
rencontre  une  couihe  aux  points  d'inflexion,  la  surface  hessienne 
rencontre  une  surface  suivant  une  courbe  dont  tous  les  points  ont 
une  indicatrice  parabolique,  et  qu'on  appelle  courbe  parabolique. 
I)an-^  le  plan,  la  hessienne  passe  aussi  aux  points  singuliers:  dans 
l'espace,  la  surface  hessienne  rontient  les  courbes  multiples  et  passe 
})ar  les  points  singuliers. 


(  ->:  ) 


1\0TE  DE  GEOllÉTKIE  I^TlNITÉSIMAlE , 

Par  m.  GENTY. 


Soient  deux  courbes  (A)  et  (B)  situées  dans  un 
même  plan^  a,  «',  a" ^  Z>,  //,  //les  points  de  ces  cour- 
bes situés  deux  par  deux  sur  trois  lignes  parallèles  in- 


iiniment  voisines^  s  et  >ç' les  points   d'intersection  des 

droites  aa!  et   hb' ,  a' a"  vX  h' h"\  a  et  [ïi  les  angles  ass'  et 

hs.^  respectivement;  £^,,  £/,  les  angles  de  contingence,  <'t 
p^^,  p^  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (A  )  et(B)  aux 
points  a  et  h  respectivement. 

Le  triangle  c^ ss'  donne,  aux  infiniment  petits  près. 


8  a 


SU)  a 


ss 


Or 

Donc 


^n    = 


aa 


A  .  S(f 


.V  ((  ,v.v 


SU)0( 


A .  .va 


cl  on  1  on  lire 
et,  à  la  limite, 

On  aura  de  même 

Donc 


Pu  - 


(  '>'^^  ) 


À     sa.  s' a' 


s  s       sina 


sa 

'  ?ina 


p6-=  [X 


Ça        -ff^  sin  ^ 
'^  .sV>  si  M  7. 


Soient,  par  exemple,  une  ellipse  et  le  cercle  décrit  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre,  et  considérons  les  points 


rt  et  Z>  de  ces  deux  courbes,  situés    sur   une   même  or- 
donnée. 

Les  tangentes  en  a  et  h  se  rencontrent  en  un  point  .s 
du  grand  axe,  et  l'on  a 

aso  —  a,     bso  =  [î. 
Soit  n  le  pied  de  la  normale  au  point  n\  on  aura 

Pa        ^a  sin  ^        s?i  sin  ^ 

Cf.  ,  -  ■  so  si  II  y 

'  y/y  s III  fi 


(  ^''9  ) 
et,  par  suite, 

oft.5Ai.sinj  sn.op  sn.oq 

pa  =  = ~  =  T^—  =■-  ~     =  tnn  . 

su .  s\i\'x  so .  sin  a  so 

On  déduit  delà  une  construction  très  simple  du  centre 
de  courbure  au  point  a  d'une  ellipse. 


QUESTIONS. 


1438.  La  diirérence  entre  le  nombre  des  diviseurs 
impairs  et  le  nombre  des  diviseurs  pairs  d'un  nombre 
entier  est  égale,  en  moyenne,  à  I2.  (E.  Cesauo.) 

1439.  Le  nombre  d(;s  diviseurs  de  /z  est  égal,  en 
moyenne,  kln.  (E.  Cesaro.) 

1440.  La  somme  des  inverses  des //^"®*  puissances  des 
diviseurs  de  n  est  égale,  en  moyenne,  à 

I  I 


(E.  CESAno.) 

1411.   Soient   <7,    ^,    6-,  ...    les    diviseurs   de   //.    \/d 

somme 

a         b  c 


p"-       p^        / 


'     1                                 '        ' 
est  égale,  en  moyenne,  a 

(  E.  Cesaro. "l 

Li42.  f{n)  étant  la  somme  des  restes  du  nombre  en- 
tier /z,  divisé  par  tous  les  nombres  entiers  qui  le  pré- 
cèdent, on  a 


htn  '—-  I 


(E.  Cesaro.) 


(  ■■•'<"  ) 

\  ï\'\.  J.a  soinmt'  (1rs  p*^"^^^  |)uissnii('('.s  des  diviseurs 
(le  //   esl   <''i;ale,  en    iiH^veime,  à  y.///'.  J^a  conslaïUe  a  est 

Il  iw  •  1 

eompnse  «Mitre  —  et  — \-  i .  Déterminer  sa  valeur. 
P       P 

(E.  Cesaro,) 

liii.   On   a 

/(i) -/(3)  4-/(5) -...±:/(o,„_  ,) 

=r  zh  \f{%  -i-  •?.  n)  4-  const., 

/^^0-/(4)+/(6)-...±/('^/O 

=  zb-J/(£  4-  9. //  -4-  I  )  -+-  eoiisl., 

pourvu  que  l'on  remplace  les  puissances  de  £  par  les 
nombres  d'Euler  correspondants,  définis  par  la  r(dation 
symbolique 

{z^^)P^{z  —  l)P—0,      (/?  —  1  ,  Ç5,  3, .  .  .  ). 

(E.  Cesaro.) 

1  ii5.  i"  La  somme  des  produits  m  à  ?n  des  n  premiers 
nombres  naturels  est  divisible  par  tous  les  nombres  pre- 
miers   compris   entre  m  -h  i    f^t    //  H-  2,    et     supérieurs 

à  71  —  /A/. 

2"  La  même  somme,  diminuée  de  i  .2.3.  .  .//i,  esl  di- 
sible  par  n  —  ///,  si  ce  nombre  est  premier. 

(E.  Cesaro.) 

111(3.  Les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler,  définis 
symboliquement  parles  relations 

(B  4-  ])P—Bp~o, 

(£-hl)/'4-(£  —  l)^=0, 

satisfont  aux  relations  symboliques 

(2B  +  !)/'—  (2  -o,/')B^, 

(/,B  4-  3)/'=:.  (2  -  9.n)B^  +  pz,,_,. 

(E.  Cesaro.) 


(    aU     ) 


DÉi\î01\STiUT!01\  m  TIIÉOIIÈIIE  DE  D'ALE^IBERT; 

Par  m.  WALEGKI, 
Professein^  de  MathémaLiques  spéciales  au  lycée  Condorcel, 


La  déinoDStration  cjui  suit  reproduit,  avec  quelques 
développements,  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus 
(19  mars  1882)  :  qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici 
M.  Laguerre  qui  m'a  indiqué  une  simplification  notable 
dans  le  mode  d'exposition. 

1.  A  l'égard  de  l'élimination  d'une  variable,  je  rap- 
pelle sommairement  comment  on  l'établit  sans  employer 
le  théorème  de  d'Alembert. 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  des  degrés  jn  et  7z,  si  l'on 
cherche  deux  polynômes  P'  et  Q'  des  degrés  m  —  i  et 
n  —  I,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(i)  •  PQ'— QP'  =  o, 

on  a,  pour  déterminer  les  m  -j-  71  coefficients  de  P'  et  de 
Q',  ni  -f-  n  équations  linéaires  et  homogènes,  dont  le  dé- 
terminant A  est  appelé  le  résultant  des  deux  polynômes 
P  et  (). 

La  condition  A  rz=  o  est  donc^  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  polynômes  P'  et  Q'  existent,  sans  être  à  la 
fois  tous  deux  identicjuement  nuls. 

Il  est  clair  dès  lors  que  A  est  nul  dans  chacun  des  trois 
(;as  suivants  : 

i"  Quand  l'un  des  polynômes  P  vl  Q  s  évanouit; 

S)/'  Quand  le  terme  de  plus  liaut  degré  s'évanouit  à  la 
fois  dans  P  et  dans  Q; 

Jini.  de  MiUhriiiai  ./y  <^vv\y-  ,{.   II.  (Juin  iSS^i.)  lO 


(  ^42  ) 

!V'  ()iiaiKl  l*  fl  O  admettent  un  di\  iscur  coninmii,  de 
degré  au  moins  égal  à  l'unité. 

Réeiproquemcnt,  si  A  est  nul,  les  polynômes  V  et  Q 
présentent  l'une  des  partieularités  énoncées.  En  elï'et, 
si  l'un  seul  des  polynômes  P' et  Q' s'évanouit,  soit  Q' 
par  exemple,  l'identité  exige  que  Q  s'évanouisse  aussi, 
et  Ton  est  dans  le  premier  cas. 

Si  aucun  des  polynômes  P^  et  Q'  ne  s'évanouit,  ou 
bien  les  termes  de  plus  haut  degré  disparaissent  dans  P 
et  dans  Q,  et  l'on  est  dans  le  second  cas;  ou  bien  le  terme 
de  plus  haut  degré  ne  disparait  pas  dans  l'un,  P  par 
exemple  5  je  démontre  qu'alors  on  est  dans  le  troisième 
cas. 

Je  divise  Q'  et  P'  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur, s'il  existe^  l'identité  (i)  devient 

(2)  PQi-QPi=.o, 

et  P<  et  Q,  sont  premiers  entre  eux.  Pi  divise  PQi,  il  est 
premier  avec  Qi  :  donc  il  divise  P.  Soit  o  le  quotient  qui 
est  de  degré  au  moins  égal  à  i ,  eu  égard  aux  degrés  de  P 
et  P,  ;  je  supprime  dans  (2)  le  facteur  P,,  il  reste 

oQi  -  Q  =  o  : 
donc  P  et  O  admettent  le  diviseur  commun  S. 

C.     Q.     F.     D. 

"2.  Pour  évaluer  le  degré  d'un  déterminant  D,  je  con- 
sidère le  cas  où,  dans  chaque  ligne,  les  degrés  des  élé- 
ments décroissent  en  progression  arithmétique  de  rai- 
son /•  (  '  ). 

Je  réduis  cliaque  élément  à  son  terme  de  plus  haut 


(')  Cette  démonstration  est  tirée  du  cours  de  M.  Ci'étin.  profcsseui- 
(le   M;irli(''rn;iliqiK'>-  s|)(''(i;iIos  ;iu  Ivrc'e  Saint-Louis. 


(  '^i'  ) 

d('grt''5  t^t  je  dis  que  le  nouveau  déterminant  J),  est  lioino- 
gène.  En  eÛel,  si  je  multiplie  dans  la  deuxième  ligne 
parj^'",  dans  la  troisième  par  j^'*,  et  ainsi  de  suite,  ie 
polynôme  D,  est  multiplié  par  une  puissance  de  j  ^  d'ail- 
leurs il  est  homogène,  puisque  chaque  ligne  l'est;  donc 
il  l'était  avant  la  multiplication. 

Le  polynôme  D< ,  s'il  n'est  pas  nul,  est  le  terme  de  plus 
haut  degré  de  [). 

Le  même  énoncé  subsiste  si  les  degrés  dans  cliaque  ligne 
croissent  en  progression  arithmétique. 

Toute  équation  algébricjue  a  une  idcine. 

3.  Je  traite  d'abord  le  cas  où  le  degré  ni  est  impair^ 
le  théorème  est  déjà  démontré  si  l'équation  est  réelle  :  je 
la  suppose  donc  imaginaire.  Soit  P-i-i'Qson  premier 
membre,  soit  f(^x)=^V--\-  Q-.  Si  f[x)  admet  une  ra- 
cine, cette  racine  ou  sa  conjuguée  appartient  à  P  H-  /Q  : 
il  suffit  donc  de  démontrer  que  l'équation  réelley(a:)  de 
degré  m  =  2/7,  où  p  est  impair,  admet  une  racine. 

A  cet  effet,  je  pose  x=j-\-z^  et  je  développe 
J{j-\-z)  en  séparant  les  termes  de  degié  pair,  et  les 
termes  de  degré  impair  en  ^, 

^  ^  ml  {m  —  2) !  ./  v^  / 

/•m- 1  -| 


('«-')! 


/O')] 


cp(::-)  est  en  z-  de  degré  —  ?  son  premier  coeflicient  est 
une  constante  non  nulle,  que  je  suppose  égale  à  i  ;  ti/  (  3-  ) 


1     1        '  '^' 
est  de  deerre i  en 

^       1 


Je  cherche  à  déterminer  y  de  façon  ([ue  o  et  ^1/  aient 
un  diviseur  commun  en  z-.  Soit  A(  >  )   le  résultant.  A 


(  -'W  ) 

,       ,         ,  1)1(1)1  -  -  \)  .  ,,,.    . 

csl  (Ml  )  (le  (lci;r(' — — et  a   son   picinicr  oocllicjcnl 

non  nul  \  cil  L'Ilrl.  on  a 

fin  fin  -2 


A0')  = 


///  !       (/??  —  •>.)! 

fin 

o  ■-— 

/))  . 

O 

fin-l 


m  ! 


{))}  —  1 


/ 


fi 


Les  cl(^grés  des  élénienls  dans  chaque  ligne  sont,  par 
rapport  à  y,  en  progression  arilliniétique  de  raison  égale 
à  a;  tous  les  termes  du  déterniiiiant  sont  donc  de  même 
degré  5  je  cherche  le  degré  du  terme  principal  ou  de 


(finyz      \f'yx 


,   m  (  /?7  —  I 


ce  degré  est  égal  à 

Je  forme  le  coefiicicnt  du  terme  de  plus  haut  degré 
dans  A^  pour  cela,  je  réduis  chaque  élément  à  son  pre- 
mier coefficient,  ce  qui  donne  le  déterminant 


I 
o 

o 


c: 


r^in 
^  'm 


c: 


c 


m     1 


C 


//;     I 


(le  coclficicnl  n'est   pas  nnl,   car  c'est  l'éliminanl  fie  .r 


(  "-iî  ) 

entre   deux  polynômes   U    et  V  des   degrés  —■> 


—  7    — 
■j.       '1 


en  X- 


et 


U  =  -  [(^-H  l)'"-h(x  — I)'"  1 


2.27  "^  ^  ^  ^      -■ 


/n  nf 


111'  /v  •  '''-  '"  â. 

dont  ies  decires  sont  ellectivenient  —   et  —   — i,  et  (iiii 

n'admettent  pas  de  diviseur  eommun,   car  un  tel  divi- 
seur serait  eommun  àU-f-\  x  et  à  L  —  Vx,  c'est-à-dire 
à  [x  -f-  i)''*  et  à  (x  —  i)'",  <^jui  sont  pi-emiers  entre  eux. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  ^{j)-,  polynôme  réel 

1          11        '          1              1        •          .    jnini  —  1  )  *     1 
dont  le  degré  est  le  nombre  impair — ^^ -^  admet  une 

racine  réelle.  Pour  cette  valeur  de  j^  ou  bien  'l  s'éva- 
nouit, ou  bien  C5  et  'li  ont  un  diviseur  commun. 

Dans  le  premier  cas,  /(x)  se  réduit  à  C5(3-),  qui  est  à 
coefficients  réels  et  de  degré  impair  en  ^-^  'f(^')  admet 
donc  un  diviseur  réel  du  premier  degré  en  c-,  et  un  di- 
viseur du  second  degré  en  x,  et,  par  suite,  une  racine. 

Dans  le  second  cas,  où  cp  et  'i>  admettent  un  diviseur 
commun  ô(z-  )  dont  le  degré  en  z-  est  au  moins  i ,  au  plus 

I,  f[x)  est  décomposé  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs de  degrés  moindres  que  ni. 

Si  l'un  de  ces  facteurs  est  de  degré  impair,  il  admet  un 
diviseur  réel  du  premier  degré  qui  divise  /(x),  sinon 
l'un  des  facteurs  j\  (x)  est  de  degré  2//,  //  élant  \\\\ 
nombre  impair,  inférieur  à  /;.  Opérant  sury,  (x)  comme 
sur  /(j"),  on  forme  une  suite  limitée  de  di\isenis  de 
/'(x)  dont  le  dernier  est  ou  de  degré  impair,  ou  de 
degié  2.  11  admet  une  racine  qui  ap[)artienl  à  /,  ce  (pii 
démontre  le  tliéoième. 

Je  considère  maintenant  une  équation  à  (  ocflicicnls 


(  V.  Ki  ) 

rrcls  ou  imaginaires  de  degré  m.  égal  à  2'/7,  p  étant  im- 
pair. Pour  abréger,  je  dirai  que  Je  nombre  m  est  de  pa- 
rité ?,  (M  je  vais  démontrer  que,  si  le  théorème  est  établi 
pour  les  équations  de  parité  inférieure  à  /,  il  est  encore 
vrai  pour  une  équation  de  parité  i;  il  sera,  dès  lors, 
établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  est  vrai  pour  la 
parité  o. 

Soit  f\x)  le  premier  membre  de  l'équation;  je  pose, 
comme  ci -dessus, 

x^y-i-z     et    f{x)  =  o{z'^)-^z^{z^). 

L'éliminant   de    z-    entre   co    et    'l    est   en  y   de  degré 

m(in  —  i)        ,  •   /  /  •  \     -1     '  11 

et  de  parité  [i  —  i)  ^  il  s  annule  donc  pour  une 

valeur  réelle  ou  imaginaire  àc  y. 

En  remarquant  que  o[z^)  est  en  z"^  de  parité  [i  —  i), 
on  prouvera,  comme  plus  haut,  que  /"(.r)  admet  un  di- 
viseur du  second  degré  en  x,  ou  un  diviseur  de  parité 
moindre  que  i,  et  par  suite  une  racine,  ou  enfin  un  di- 
viseur de  degré  moindre  que  m  et  de  parité  i.  Opérant 
sur  ce  diviseur  comme  sur  f{x),  on  forme  une  suite  de 
diviseurs  de  /(.r),  qui  sont  en  nombre  fini,  puisque 
leurs  degrés  décroissent,  et  le  dernier  est  de  parité 
moindre  que  i.  ou  admet  un(;  racine,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

A.  La  résolvante  employée  est  l'équation  aux  demi- 
sommes  des  racines  deux  à  deux, 

A  ce  point  de  vue,  la  démonstration  qui  précède  est 
très  voisine  de  celle  que  Lagrange,  sous  le  nom  de  Fon- 
cenex,  a  donnée  en  1709  (*  ). 

Lagrange  classe,  comme  l'avait  fait  Euler,  les  équa- 

(')  Voir  r.Ac.nAVfrF;.  Équations  nrimf'rjqî/p.^,  \oIp«  T\  f\  X. 


(  A-  ) 

lions  d'après  la  parité  de  leur  degré,  puis  il  ramène  la 
recherche  d'un  diviseur  du  second  degré  à  la  résolution 
de  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux. 

La  démonstration  de  Lagrange  est  insuffisante.  De  son 
temps,  la  question  était  mal  posée,  et  la  théorie  des  ima- 
ginaires n'était  pas  arrêtée  comme  elle  l'est  aujourd'hui. 
On  savait  qu'une  équation  de  degré  m  peut  être  choisie 
de  façon  à  avoir  m  racines  réelles  et  .à  les  conserver  réelles 
pour  une  variation  convenablement  limitée  des  coeffi- 
cients. On  regardait  ces  racines  comme  pouvant  être 
exprimées  par  des  fonctions  analytiques  des  coefficients, 
et  ces  fonctions  étaient  supposées  vérifier  encore  1  équa- 
tion, quand  cette  dernière  cessait  d'avoir  toutes  ses  ra- 
cines réelles.  On  appelait  impossibles  les  racines  ainsi 
dénaturées,  et  l'on  se  proposait  de  montrer  qu'elles 
étaient  de  la  forme  p  -f-  qi.  C'est  ainsi  que  d'Alembert 
prend  une  racine  réelle  développée  en  série  et  cherche 
ce  que  devient  ce  développement  quand  la  |racine  cesse 
d'être  réelle.  De  même,  Euler,  Lagrange  et  Laplace  ad- 
mettent que  les  racines  existent  sous  une  forme  qui  les 
soumet  au  calcul  algébrique,  ce  qui  rend  leurs  démon- 
strations illusoires. 

Gauss  (*)  (1^99)  condamne  la  conception  des  racines 
impossibles  et  propose  quatre  démonstrations.  La  pre- 
mière (1799),  qu'il  reproduira  sous  une  forme  peu  dilie- 
rente  (i  849),  est  fondée  sur  des  considérations  de  Géomé- 
trie de  situation.  La  quatrième  (i8i(i)  appartient  au 
Calcul  intégral.  La  deuxième  (i8i5)  seule  est  purement 
algébrique,  mais  elle  est  très  compliquée  par  la  nature 
et  \ii  pi'océdé  de  formation  de  la  résoh  ante. 

Je  passe  sous  silence  d'autres  démonstrations  (pii  em- 
ploient la  notion  de  continuité  ailleurs  que  pour  l'équa- 

(')  r.Ait^s,  ifV//.r.  I .  ni. 


{  ''iS  ) 
tion  réelle  de  degré  impair,  et  je  meiitioiine  enfin  la  dé- 
monstration de  M.  Gordan  [Matlwniat'isclw  Annalen, 
i87()).  M.  Gordan  rattache  sa  démonstration  à  celle  de 
Gauss.  La  résolvante  qn'il  emploie  est  l'équation  aux 
carrés  des  demi-dilïérences.  Cette  résolvante  se  présente 
moins  simplement  que  l'équation  aux  demi-sommes,  et 
le  degré  n'y  est  pas  aussi  facile  à  reconnaître. 


PIUHSLË.^IE    DE    (lÉOMÉTRIE; 

Pau  m.  colin, 

Élève  du  lycée  Condorcet. 


Dans  sa  théorie  des  cycles,  M.  Laguerre  démontre  (  ^  ) 
le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  le  cercle  O  et  deux  droites  parallèles 


D  6^  D,,  d'un  point  M  de  D  on  mène  les  tangentes  MT, 


(■■)   \o(ik'cIIps  Annales,  (hcfnihîf   i<S8'^, 


(  'M9  ) 

MT'  au  cercle;  pcw  le  point  A  oh  l'u?ie  rencontre  D,, 
on  mène  la  parallèle  à  Vautre.  La  droite  ainsi  obtenue 
enveloppe  un  cercle. 

Voici  une  autre  démonstration  du  môme  théorème. 

Soient  N  le  point  de  rencontre  des  parallèles  aux  deux 
tangentes,  P  le  pôle  de  D;  je  dis  que  M,  N,  P  sont  en 
ligne  droite.  D'abord,  MN  passe  par  le  milieu  I  de  AA'. 
dans  le  parallélogramme  MAA'N.  De  plus,  si  l'on  pro- 
longe TT'  jusqu'à  sa  rencontre  en  P'  avec  la  droite  D, 
le  faisceau  (M,  TT'PP')  est  harmonique,  et  MP  partage 
en  parties  égales  la  parallèle  D<  à  sa  conjuguée^  MP 
passe  donc  en  1  comme  MN. 

D  ailleurs,  le  rapport  r—-  est  constant  et  égal  a -, —  ? 

d  et  r/,  étant  les  abscisses  OD  et  ODi  \  donc  AN  et  A'N 
enveloppent  un  cercle  homothétique  du  cercle  O.  P  est 
le  centre  d'homothétie. 


mu  SLR  LA  TRA^SFOHMATION  PAU  SE^IMîKOITES 
HÉCIPUOQllîS^ 

Par   m.    Maurice    D'OGAGNE, 

Élève-Ingéaieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Considérons  un  couple  de  semi-droites  réciproques  A 
et  bJ  S(;  coupant  en  un  point  (o  de  l'axe  de  Iransfurnia- 
tion  ii.  Soit  C  nue  conique  de  centre  (.),  ayant  son  grand 

axe  dirigé  suivant  O,  et  tcHe  qiuî  le  rapport    ,,  des  carrés 
de  s(îs  demi-axes  soit  égal  au  rapport  i-jp-des  dislances  chi 


(  ■•-■•<>  ) 

pôle  P  aux  cxtrémiU's  du  diamètre  AB  du  cycle  K,  cjui 
passe  pai-  ce   point;   si  Pp  est   perpendiculaire    à   AB, 


-  =  —H  •  La  conique  C  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 

selon  que  le  pôle  P  sera  intérieur  ou  extérieur  au  cycle  K. 

Prenons  la  bissectrice  A,  des  semi-droites  A  et  Q,  et  la 
bissectrice  A'^  des  semi-droites  A'  et  0. 

Nous  allons  démontrer  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Las  semi-droites  A,  et  A',  forment  un 
couple  de  diamètres  conjugués  de  la  conique  C. 

Menons,  en  effet,  au  cycle  K  les  tangentes  parallèles 
aux  semi-droites  réciproques  A  et  A'^  tirons  la  corde  des 
contacts  mm!  et  les  rayons  Om  et  Om' .  Nous  avons 


et,  par  suite, 
Dojic 


AOm  =  a,     AOm'=^ 


rsina  ,       r  ?in  3 

P  m  =  — -. — ï^  j      V  m  =^  —. — r: 


sin  P 


sin 


ou 


*  m  .P  m'  =: 

/ 

■2  sin  a  sin  [3 
sin2P 

sin  a  sin  'ii 

F^  m  .  r  m.' 

sin^P 


/•- 


(    201     ) 

Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  du  cercle, 

Pm.Pm'=  PA  X  PB; 
d'ailleurs 

p^  7r-(13-a) 

2 

L'égalité  précédente  pourra  donc  s'écrire 
slnasinfi    _  PA.PB 


C0S2i- 


ou 

3  —  a                3  -^  à 
cos2i cos2i: 

2  2  PA.PB 


8  —  a  r2       ^ 

C0s2i- 


ou  encore 


^^"^      2  PA.PB 


C0S2J 


Nous. tirons  de  là 


^^""^      ■>.       _    _  PA.PB  _  r2_  PA.PB  _  0P_ 

C0S2  ^ 


OU 


cos  

2 

OP 

cos 

/• 

Par  suite, 


î3-a  3-f-a 

cos  ■! cos 


B_a                8-f-a 
cos h  cos 

2  2 


OP        PA 


r  +  OP        PB 


ou,  après  une  transformation  bien  simple, 


a  [3        PA         h"^ 

:>  7         PF->         a- 


(  ■'••'■'•  ) 

Ou  aura  doue  aussi 


a  /  8\  b^ 

tang-  tan--    t:  —  ^     — ;- 

•2  \  '2  /  a^ 


ce  qui  déiuouLre  le  lliéorèuie. 

Les  asjuiptotes  de  la  conique  G  seront,  d'apiès  ce  qui 
précède^  les  bissectrices  des  semi-droites  qui  se  translor- 
nient  en  elles-mêmes  et  de  l'axe  Q. 

La  conique  C  est  caractéristique  de  la  transformation. 
Elle  peut,  à  elle  seule,  la  définir. 

Nous  pourrons  dès  lors  énoncer  le  théorème  précédent 
de  la  manière  suivante  : 

Deux  semi-droites  réciprocjues  quelconques  sont  anti- 
symélriques  de  l'axe  de  Iransforntation  par  rapport 
à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  caractéris- 
tique. 


m\  L'EPEL01M»E  m  CEilTAlPS  DUOITliS  VARIABLES-, 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE. 


1.   Soient,  dans  un   plan,   G  une   courbe   fixe   quel- 
conque, ah  une  droite  mobile  coupant  cette  courbe  aux 


points  a  et  h\  les  langenles  à   la  courbe  ('  aux  points  a. 


.        (  ■...-.:'.  ) 

et  h  se  coupeiU  au  point  t  ;,  la  dj'oitc  ah  louche  son  en- 
veloppe au  point  e;  la  droite  ea^  normale  à  cette  enve- 
loppe coupe  en  a  et  [j  les  normales  a  y.  et  Z>  [^  à  la 
courbe  C. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  la  détermination  du 
point  e,  lorsque  la  droite  mobile  est  assujettie  à  certaines 
conditions  remarquables. 

Le  segment  de  droite  nb   est  de  lgjxgueur  coivstainte. 

2.  On  sait  ([ue,  dans  ce  cas,  rappelé  ici  à  simple  titre 
de  mémoire,  le  point  e  s'obtient  en  abaissant  du  point 
(le  rencontre  de  aoL  et  b[j  une  perpendiculaire  sur  ab. 
C'est  une  des  propriétés  fondamentales  du  centre  instan- 
tané de  rotation. 

3.  Si  la  courbe  C  se  compose  de  deux  droites  concou- 
rantes, l'enveloppe  dç  ab  est  une  épicj  cloïde  à  quatre 
points  de  rebroussement  (  '  ). 

L'auc  ab  est  de  longueur  cokstajnte. 

4.  Représentant  par  dl^a.)  et  d[b)  les  arcs  infiniment 
petits  correspondants  décrits  par  les  points  a  et  b  sur 
la  courbe  C,  nous  avons,  en  vertu  d'un  tbéorème  connu, 

d{a)        at.ae 
7J(h)  ""  l^lTc  ' 

ct(U)mnie,  dans  ce  cas,  d[^a^  r=i  d(^b), 

ac  _    ht 
1^'  ~"  7d' 

d'où  l'on  conclut,  poui'  la  dclcrmlnalion  du  point  e  : 


(')    M.  Mamilicim  ii  piihlit-,  (l;m>  Iv^  .Xoi/vr/Zcs  Aiiiiafis.  niic  «liidf 
groiru'l  rii[ii(*  t\i-  telle  ((Uirhc  (  ''■  S('*ri('.  l.  WII.  |».  .'{•>[). 


(  -54  ) 

TnÉoiiKME.  —  Si  t'  est  le  syinàir'Kjnc  du  point  t  ])iir 
rapport  au  milieu  du  segment  ah^  le  point  e  se  trouve 

sur  la  bissectrice  de  r am^le  at' h. 

o 

5.  J'ai  démontré  ailleurs  (  '  ),  par  la  simple  Géométrie, 
que  si,  dans  ce  cas,  la  courbe  C  se  compose  de  deux 
droites  concourantes^  l'enveloppe  de  la  droite  ab  est  une 
parabole  tangente  à  ces  deux  droites  et  ayant  pour  axe 
leur  bissectrice. 

La  somme  1)k  l'arc  ab  et  du  segmeint  ab  est  coastajvte. 

6.  On  a,  dans  ce  cas, 

d{ab)  -r-  d(arcab)  =  o, 
ou 

d{ab)-\-  d(b)  —  d(a)  =  o. 
Or 

et,  en  appelant  r/w  l'angle  de  deux  positions  infiniment 

voisines  de  ab^ 

d{ab)  =  ct'^.doi, 

OU,  puisque,  d'après  un  théorème  connu,  c/to  =  — —  > 


d{ab)=<x'^.'^^    =rj,^.d{b) 


ae.at  ?,\ntab 


a  y.  '  •     '^       be.bt       ae 


=  d(b)  -r — T-  sin  tao. 
^      be.bt 


L'é([uation  dilïérenticlle  écrite  plus  haut  devi(;nt  donc 


d(b)^^^  sin  tab  -^d{b)  —  d{b) 
be.bt 


ae .  at 
b^bi  ^  ""' 


OU 

oi^i.at  <>\niab  -^  be.bt  —  ae.at  =  o, 


(')  Journ.  de  Matti.   etcm..  t.  FV,   p.   rfio. 


(     2JJ    ) 

OU  encore 

a^ , th  -\-  he.bt  —  ae.at  =  o- 

Si  Ton  remarque  que 

a^  =  be.  col  tba  —  ae. col  tab, 

l'équation  précédente  devient 

be{th.coltba  -h  bt)  —  ae{th  coltab  -\-  at)  =  o^ 
ou 

be        ah-\-at 


ae        bh  -h  bt 

Cette  expression  permettrait  de  construire  le  point  e, 
mais  nous  allons  la  transformer.  En  effet,  elle  peut 
s'écrire 

,  ,  ,  a^.cos^ 

be        at{i  ^  costao)  i 


ae        bt(ï  -\-  cos tba)        ,  tba 

9. 

d'ail  leurs 

.     tba         tba 

j  sin '  cos 

at        ^intua  9.  -2 


don* 


bt         sin/r/A  .     tab  tab 

sin cos 

2  ■?. 

.    iha         tba        ^  tab  tba 

,  sin cos  - — -  cos^ tans; 

be  j.  7.  9,  ^     2 

ae  .     tab  tab  tba  tab 

sm cos cos2 tarii;  

•)-  •?.  ■?.  -x 

expressio]!  qui  se  traduit  inimédiatenicnt  par  lénoncé 
suivant  : 

Théouème.  —  Fa'.  point:  e  est  le  point  de  contact  sur 
ah    du   cercle   exinscrit  au.    tria/?:^/e    ath^    situé   dans 

l  an  il  le  ath. 

<  7 

7.  Il  résulte  de  là  ([ue,  si  la  courbe  C  se  conqiose  de 
deux  droites  concourantes,  l'enveloppe  (h"  ah  csl  un 
cercle  tancent  à  ces  deux  droites. 


(  .,:,(i  ) 


Le  SFJvMEiNT  al>   KSI"    vu   d'ia    POIIST    riXE 

sous   LIN    AJNGLE  COJNSTAjNT. 

8.   Soit  o  le  point  lixe.  Nous  avons 

<:/(a)  _  ae.at 
d\b)  ~   bëTbt' 

La  normale  <7. a  coupe  en  a  la  perpendiculaire  oa  à  orz, 
c'est-à-dire  la  normale  à  l'enveloppe  de  oa,  puisque  cette 


<lroite  tourne  autour  du  poiuL  o.   De  même,  la  normale 
èjj  coupe  (m  p  la  perpendiculaire  o  [^  à  oh-^  et  l'on  a 


V;\v  suite 


et 


d{a)        aoL 

at .ae        a  a 

ht .  he  ^  TTfi 

ne        nzi   ht 
77?  ^  Ta  IPi,' 


(  ^^7  ) 

Abaissons  du  point  tic  rencontre  /  des  tangentes  les  per- 
pendiculaires tli  et  //  sur  ao  et  ho'^  les  triangles  aoy.  et 
tlia  sont  semblables,  ainsi  que  ho^j  et  tih-^  donc 


et,  par  suite, 


ai 

ao 

bt 

ti 

at 

=  th  ' 

/>?- 

bo' 

ae 

he  ~ 

ao  Ji 

th.bo 

ae 

ao 

Te  " 

mo  ' 

ao 

ao .  ti 

mo 

th .  bo 

ho 

ti 

mo 

=  77.' 

Tirons  />///  parallèle  à  o^-,  nous  avons 


donc 


on 


égalité  ([ui  fait  voir,  en  remarquant  que  les  angles  Iifi 

et  bojn  sont  égaux  comme  avant  leurs  cotés  perpendicu- 
laires, que  les  triangles  tJti  et  omb  sont  semblables^  et 
eomnit;  les  côtés  homologues  th  et  nio,  d'une  part,  //  et 
Ao,  de  l'autre,  sont  perpendiculaires,  il  en  résulte  (jue 
/li  est  perpendiculaire  à  jjib  et,  par  suite,  à  oe. 

On  aura  donc  le  point  e  cherclié,  en  projetant  le  point 
(Je  rencontre  t  des  tangentes  en  h  et  en  i  sur  les  côtés 
oa  et  oh  de  V angle  constant  et  en  ahnissanl  du  poi/ff  <> 
une  perpejidiculaire  sur  la  droite  hi. 

Mais  cette  constiuction  peut  être  sinqdiliée.  En  ellel, 

tirons  la  droite  ot-^   \v  cpiadrilatère  olili  est  inscriptible. 

puis(pie  ses  angles  en  //  et  vn  i  sont  (hoils;  j)ar  snile. 

^^         />  .      />        -r^^^ 

//o/  =::::  hil  \  luais  ////  :r=z  loc,  coniiuc  avaiil  leu?'s  cotes  pvv- 

-^         > 

p<MHli(ulaires  ;  donc  //of  -rzzhit. 

Aiin.ih-  Miitliriniit.,    i"' ><(M-i«\  ».  II.   Mniii   i883.)  '  ~ 


(  ..Ô8  ) 
(^11   aura   donc  ciirorc  le  point   r»,  en  faiscuif  raii^lc 

boe  é^al  à  l  angle  toa. 

9.  Application.  —  Dans  une  ellipse,  une  corde  ah 
est  constamment  ojue  du  centre  o  sous  un  angle  droit; 
(juelle  est  l'enveloppe  de  cette  corde? 

La  droite  ot  coupe  ah  en  son  milieu^  elle  est  donc 
médiane  du  triangle  aoh,  et,  comme  ce  triangle  est  rec- 
tangle en  o,  toa  =  hao\  si  c  est  le  point  où  ah  touche 
son  enveloppe,  on  a,  d  après  ce  qui  précède,  aoe  =.  toa\ 

donc  aoe  =  hao\  et,  comme  oh  est  perpendiculaire  à  o«, 
oe  sera  perpendiculaire  à  ah\  la  normale  oe  à  l'enve- 
loppe de  ah  passant  par  le  point  lixe  o,  cette  enveloppe 
est  un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre. 

Les  tangentes  a  l'extrémité  de  l'arc  ah  font 

ENTKE  elles  UN    ANGLE  CONSTANT. 

10.  On  a  toujours 

6/(a)        ae.at 
d{b)  ~~  bc.bt' 

D'ailleurs,  si  R  et  R'  sont  les  rayons  de  courbure  en  a 
et  Z>,  dh  et  d^'  les  angles  de  contingence  en  ces  points, 

on  a 

d{a)  =  Rr/0,     d{b)  =  R'^6'. 

Mais,  puisque  alh  est  constant,  JO  =i=  dh'  :  donc 

d(a)  _  h_ 
TïïTj  ""  K'  ' 
])ai'  snilc, 

ae . at        W 

TFTi  ^  Ir' 


(  -^^^9  ) 

Appelions  a  cl  [j  les  centres  de  courbure  (;n  a  et  Z>,  o 
un  point  tel  c(ue  les  rayons  <2a  et  Z>  [j  soient  vus  de  ce 
point  sous  des  angles  droits;  nous  retomberons  alors  sur 
la  même  figure  que  pour  la  question  précédente,  avec  les 
mêmes  relations,  et  nous  arriverons,  par  conséquent,  au 
même  résultat. 

Donc,  le  point  o  étant  défini  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit, 
on  aura  le  point  c  où  ah  toucbe  son  enveloppe  en  fai- 
sant aoe  ■=  tob. 

Dans  le  cas  particulier  des  coniques,  ce  problème 
donne  lieu  à  uu  tliéorème  plus  intéressant,  qui  rentre 
dans  le  cadre  d'un  travail  plus  étendu  que  nous  publie- 
rons procliainement  dans  les  Nouvelles  annales. 


I1EC!II:RCHE  «IIVE   courbe  PLA^E  POSSÉnAl\T  11^  MEII 
GÉO^ÉTUIQUE  DE  POLES  PKIXCIPAliX  inPERSIO.\: 

Par  m.  g.  FOURET, 

Répétiteur  à   l'KroIo  Polylerhnuiur. 


On  sait  qu'il  est  possible,  d'une  infinité  de  manièies, 
de  liansfbrm(îr  en  elle-même  par  inversion  une  circon- 
férence d(;  cercle,  en  prenant  comme  pôles  de  transfor- 
mation les  divers  points  du  plan  de  cette  circonférence. 
On  peut  énoncer  (*ette  propriété  en  disant  (|ue  la  circon- 
férence de  cercle  a  pour  pôles  /ni/icipauj'  (/  i/i\'e/si()// 
tous  les  points  de  son  plan. 

11  existe,  d'aulre  [)art,  des  courbes  planes  appc^b'es 
ana/laij^niafif/ues,  «pii  ont  la  propriéh' de  s(^  Iransloi  iiur 
en  ellcs-njênies  par  in\  cision,  à  l'aide  dnn  ou  de  plu- 
sieurs  pomls    (le    leur    plan    pris  pour  pôles  dv  Irauslor- 


(   :>.f,o  ) 

îîiation.  JiCs  plus  remarquables  dans  ce  genre  sont  les 
ana//aiçniafi(/ucs  des  troisième  et  cjuatrième  ordres,  qui 
possèdent,  en  général,  quatre  pôles  principaux  d'inver- 
sion. Il  existe  même  des  anailagmatiques  planes  c[ui  ont 
une  infinité  de  pôles  principaux  d'inversion  distribués 
le  long  d'une  certaine  ligne  :  on  obtient  une  pareille 
courbe  en  transformant  par  rayons  vecteurs  réciproques 
une  courbe  douée  d'une  infinité  d'axes  de  symétrie. 

N'y  aurait-il  pas,  tenant  le  milieu  entre  le  cercle  et 
les  courbes  que  nous  venons  de  rappeler,  une  catégorie 
d'anallagma tiques  planes  possédant  une  infinité  de  pôles 
principaux  d'inversion  qui  se  succéderaient  d'une  ma- 
nière continue,  de  manière  à  avoir  pour  lieu  géométrique 
une  ligne  droite  ou  courbe.  Telle  est  la  question  que 
nous  allons  résoudre.  Nous  nous  appuierons,  pour  cela, 
sur  une  propriété  bien  connue  de  l'inversion,  qui  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

JEïi  deux  points  correspondants  de  deux  brandies 
de  courbes  inverses,  les  tangentes  à  ces  branches  de 
courbes  font  avec  le  rayon  vecteur  commun  qui  aboutit 
au  pôle  d  ' ijwersion  des  angles  correspondants  (  ^  )  sup- 
plémentaires. 

Supposons  qu'il  existe  une  courbe  plane  anallagma- 
tique  (G)  douée  d'une  infinité  de  pôles  principaux  d'in- 
version formant  un  lieu  géométrique  (L)  {-).  Soit  O  un 
point  pris  arbitrairement  sur  (C).  Par  O  faisons  passer 
une  droite  quelconque  rencontrant  (L)  en  P.  Ce  point  P 
étant,  par  liypotlièse,  un  pôle  principal  d'inversion  de 
(C),  il  existe,  à  l'intersection  de  PO  et  de  (C),  un  se- 


(')   ï/('\|)rpssi<)ii  iVniifj^le  cori'i'.<ipn?ul(inl  a   iri   l(    irirmc  sens  (iiiCii 
Géométrie  rlémrnlairc. 

(^)    \a-  \vc\r\u'  fsl    |ifi(-  <Ic   Caire  la   fipiirc. 


•        (  26.   ) 
cond  point  M  inverso  do  O  par  rapport  à  P,  et  tel,  par 
suite  de  la  propriété  rappelée  plus  haut,  que  les  angles 
correspondants  formés  par  le  rayon  vecteur  PO  avec  les 
tangentes  à  (C)   en  O  et  en  M  soient  su])plémentaires. 

Cela  posé,  rapportons  la  courbe  (C)  à  un  système  de 
coordonnées  polaires  ayant  pour  pôle  le  point  O,  et  pour 
axe  polaire  la  tangente  OX  en  ce  point  à  la  courbe  (C). 

Posons 

OM  =  p     et     MOX  =  w. 

En  vertu  de  la  remarque  précédente,  il  y  a  égalité  entre 
l'angle  eu  et  l'angle  V  formé  par  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  OM  avec  la  tangente  MT  à  (C),  dirigée 
dans  le  sens  où  co  croit.  Or,  d'après  une  formule  bien 
connue,  on  a 


Par  suite 


tahgV  = 


p: 


p         tangto 
d'où  l'on  conclut,  en  intégrant, 

p  =  a  sinco, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équation  ainsi  trouvée  est  celle  d'une  circonférence 
tangente  en  O  à  l'axe  polaire  OX.  Quant  au  lieu  (L),  il 
reste  indéterminé,  ou,  autrement  dit,  il  comprend  tous 
les  points  du  plan.  Wous  arrivons  ainsi  aux  conclusions 
suivantes  : 

i"  Il  IL  existe  pas  de  courhe  anallai^nialique  plane 
(pu  possède  une  infinité  de  pôles  principaux  d  inver- 
sion ajant  pour  lieu  i;'éonwtri(/ue  une  lii^/ic  droite  ou 
courhe. 

2"    La   circonjerencc   de   cercle    es/    la    seule   (-eiirhe 


(    ;.,()2    ) 

pltuic  (jid  se  iransjormc  en.  cllc-invnic  par  iiwcision,  à 
r (ude  ci' un  point  (juclconijne  de  son  plan  pris  pour  pôle 
de  tra/isjorniation. 

En  remarquant  que  la  sphère  est  la  seule  surfaee  dont 
toutes  les  sections  planes  soient  des  circonférences,  on 
déduit  de  ce  (|ui  précède  les  résultats  suivants  : 

3"  //  n'existe  pas  de  surface  anallai^jnati(jue  qui  pos- 
sède une  infinité  de  pôles  principaux  d'inversio/i  ayant 
pour  lieu  géométrique  une  surface. 

4"  La  sphère  est  la  seule  surface  qui  se  transforme 
en  elle-même  par  ini^ersioji,  quel  que  soit  le  point  que 
l'on  prenne  pour  pôle  de  transformation. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'il  existe  des  surfaces  aual- 
lagniatiques  dont  les  pôles  principaux  en  nombre  infini 
ont  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite  ou  courbe. 
Deux  surfaces  bien  connues  sont  dans  ce  cas  :  le  tore  a 
pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  son 
axe^  la  cyclide  de  Dupin  a  pour  pôles  principaux  d'in- 
version tous  les  points  d'une  certaine  circonférence. 


SIU  QllELQlJES  IDENTITÉS  THiGO^OMÉTIllQlES; 

Par  m.   g.  FOURET, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


En  désignant  par  a^  Z>,  c  trois  angles  quelconques,  on 
a  identi(]uement 

sin(<^ — c)        sin(c  —  a)        <\\\i  a  —  h) 

sina  '  siii/>>  sine 

(  I  )    ^  .  . 

sm  (  />  —  6' )  SI n  (  c  —  « )  SI n  (  /'z  —  />  )    _ 


9^\^  a  sin  b  sin  c 


—  o. 


(  '^<ii  ) 
Cette  relation  est  déjà  connue  :  elle  est  comprise  dans 
l'énoncé  de  la  question  681  (2®  série,  t.  Il,  p.  523), 
comme  s'appliquant  aux  trois  angles  d'un  triangle  recti- 
ligne.  La  démonstration  qui  en  a  été  donnée  (2^  série, 
t.  III,  p.  72)  l'a  étendue  à  trois  angles  quelconques.  De 
cette  identité  nous  allons  déduire,  par  quelques  trans- 
formations fort  simples,  d'autres  identités  qui  nous  ont 
paru,  pour  la  plupart,  nouvelles  et  dignes  d'être  notées. 

Nous  commencerons  par  donner  de  la  relation  (i)  une 
démonstration  plus  élémentaire  et  plus  simple  que  celle 
qui  a  été  publiée  dans  ce  Recueil,  en  nous  servant  uni- 
quement de  la  formule  qui  sert  à  transformer  une  difïé- 
rence  de  cosinus  en  un  produit  de  sinus,  et  réciproque- 
ment. 

On  a  d'abord 

s\n(b  —  c)        sin(c  —  a) 
sina  s'inf? 

smb  s\n{b  —  c)-i-sinasin(c  —  a) 
sinasinô 
_  cosc  —  cos{ib  —  c)-hcos(2(^  —  c)  —  cosc 
2sin«sin6 
sin(a  -+-  b  —  c)  sin(^  —  a)  ^ 
sinasin6  ' 

par  suite 

sin(/^  —  c)        sin(c  —  a)        sin(a  —  b) 


sina  smb 


sine 


sin(a—  b)  .    ,  x    •       1 

=    -; : -. : Sina  SIH  b  —  S1H(  rt  +  6  —  c)  SI  11  cl 

sma  sin  b  sin  c  ' 

sin(«  —  b)      ^  ,  ^  , 

=    : : 7 — : COS  (  f/  0  )  —  COS  (  rt  -|-  6) 

9.sinr/  sin  h  sni  r  ^ 

—  cos(a  -v-  b  —  -ic)-^  cos{a  -+-  b)] 
_  sin(a  —  b)s\n(a — c)sïn(b  —  c) 
sin  f(  sin  />  sin  c 

D'où  l'on  conclut  la  relation  (i),   en  faisanl   passer  Luiis 
les  termes  dans  un  même  membre. 


(  '«ii  ) 

Poui-  abréger  récriture,  désigiions  criiiic  m.inière  gé- 

iic'ialc  par  ^ 'f  (<'^î  ^^  ^")  la  somme  des  trois  valeurs  que 

prend  une  fonction  trigonométrique  C5(<:?,  Z>,  c)  des  trois 
angles  a,  Z>,  c,  quand  on  Icîs  permute  circulairemenl. 
Moyennant  cette  convention,  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

sin(Z>  —  c)        sin(^  —  c)  sin(c  —  a)s\n(a —  b) 


^'>  2 


slna  sina  sinZ>  sine 


=  o. 


En  appliquant  la  même  relation  aux  trois  angles  a  H-  A, 
I)  -h  //,  c  -\-]i^  Il  étant  quelconque,  on  obtient 

"^sin(^  —  6')        sin(6  —  c)sin(c  —  a)s\n{a  —  ^)  _ 
jaaà'èm{a-^-  II)        slii  (  a -h /i)  sln  (  6  H- /i)  siii  (  C -+- A)  ' 

d'où,  en  faisant  h=z  -, 

sin(7>  —  c)        sin(^  —  c)sin(c  —  a)sin(6i  —  6) 


sa  cosacos^cosc 


=  o. 


Dans  (i)  et  (3)  remplaçons  (i^  Z>,  c  respectivement  par 
a,  (3,  y,  et  faisons  ensuite  a==Z>-hc,  [^=c-|-rt, 
^  z=i  a  -\-  h'^  il  vient 


V^sin(6  —  c)  sin(^  —  c  )  sin(c  —  a)  sin(a  —  b) 

^        .^sin(^-Hc)  sin(Z>-!-c)sin(c-+-<2)sin(a  H- è)  ' 

'^sin(&  —  c)  sin(6  —  c)sin(c  —  a)sin(a  —  ^)  _ 

-iiiicos(^  + c)  cos(è-f-c)cos(cH-a)cos(a-i-6) 


En  diiïérentiant  (  2)  par  rapport  à  h^  on  obtient,  toute 
réduction  faite, 


12 


cos ( a-^-h)  siri^ ( Z;  -t-  A )  sin"2 ( c  H-  A ) 


(6)  <   ^^  sin(a  —  ^)sin(a  —  c) 

'       =  cos  (a  4- A)  cos  (6 -t- A)  cos  (c-+- A) — cos(rtH-6-f-c-i-3A). 

Cette  relation  a  lieu  quel  que  soit  h.  En  y  faisant  suc- 
cessivement h  z^  o  ai  h  ^^  -  -,  on  en  conclut  les  deux  sui- 
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vantes  : 

,    ^  v^       cosa  sin^/^  sin^c  ,  /        n 

(7)  >    — : : ; : =  COS  «  COS  t>  COS  C COS  (a+O -!-C), 

^sin(a  — 6)sin(a  — c)  ^  '' 

,^^  V^       sina  cos^è  cos^c  .         .     7    •  •    /         / 

(8)  >  -t — ; 7-^^ — ; =  sinasin6sinr?-f-sin(a-i-6-t-c). 

^.^sin(a  —  6)sin(a— c)  ^ 

En  dilï'érentiant  par  rapport  «^  li  la  relation  (6),  on  ob- 
tiendrait une  nouvelle  identité,  que  l'on  pourrait  parti- 
culariser en  faisant  //  =  o  et  /?,  =  -•  Mais  les  résultats 

2 

auxquels  on  arrive  ainsi  ne  sont  pas  assez  simples  pour 
mériter  d'être  énoncés. 

Des  relations  (i)  et  (3)  nous  pouvons  encore  déduire 
une  relation  fort  simple  et  d'ailleurs  connue,  en  les  ajou- 
tant membre  à  membre,  après  avoir  chassé  les  dénomi- 
nateurs. On  obtient  ainsi 

>   sin(6  —  c)cos(6  —  c) 

+  2sin(^  —  c)sin(c  —  a)sin(a  —  ^)  =  o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  a,  jB,  y  désignant  trois  angles  dont 
la  somme  est  nulle, 

(9)  sin2a  -H  sin2  [3  -h  sin2Y  -f-  4sina  sin  ^  sin^  —  o. 

Cette  dernière  relation  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une 
autre  beaucoup  plus  générale,  dont  nous  aurons  peut- 
être  l'occasion  de  nous  occuper  dans  une  prochaine  Note. 


Wi\  LE  DlSCIUi\ll^AI\T  M  L'ÉQUATION  UU  QUATRIÈ.^IE  DEGRÉ; 

l'Ail  Al.  WEILL. 


Etant  donnée   une  équation  conq)lète  (hi  ([iialriènie 
degré,  on  peut,  par  une  Iransformalion  coinuic.  la  ra- 
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mener  à  la  forme 

x'*  -+-  G  a  x^  -\-  bx  -\-  c  :=  o. 


Changeons  .r  en  x  H- y  —  a,  reqnation  clcviejit 
x'^ -f-  \ x*  v/—  a  +  x{b  ^^a  \/ —  a )  -i-  c  —  ■) «2  +  ^  y/—  c^  =  o . 
Cela  posé,  considérons  les  denx  coniques 

J^2  H-  /j  ^J^  y/ —  rt  + .  .  .  =  o. 
L'équation  en  X  de  ces  deux  coniques  est 

+  ( 6  -f-  8 a  /— « )"^  —  ï6 a ( c  —  5 «2 _|_  ^,  y/— a). 

En  exprimant  que  cette  équation  a  une  racine  double, 
nous  aurons  écrit  la  condition  pour  que  l'équation  du 
quatrième  degré  ait  elle-même  une  racine  double.  Cette 
condition  est  donc 


[|(3a2+c)] 


3  /^2_|_i6rt3_i6^c\2 

—  o. 


Les  deux  conditions  pour  que  l'équation  ait  une  racine 

triple  sont  alors 

3a2  4-  c  =  o, 


TIlÉmiEME  Dlî  GÉOMTRIE  (^); 

Par  m.  Ernest  GESARO. 


Le  tliéorème  énoncé  s'applitpie   seulement  au  cas  de 
p  conslant.  Dans  le  cas  de  p  variable,  les  conditions  (2) 

(')  \n\v    ]ff///irs{s,  a\ril   iSS.S. 


(  267  ) 
deviennent 

B(Cx  —  Az)=o,  AB  =  o, 

A(Bz  —  Cy)  =  o, 

A{Gx  —  Az)  ^l^(V>z  —  Cy)  =  o,     A2=i; 

c'est-à-dire 

A  =  I,     B  =  o,     0  =  0,     ^  =  o. 
Donc  : 

Théorème.  —  Parmi  toutes  les  droites,  iiiK^aricihle- 
ment  liées  au  trièdre  formé  par  la  tani^ente,  la  hinor- 
male  et  la  normale  principale,  en  un  point  d.' une  ligne 
à  courbures  variables,  il  n'y  a  que  la  tangente,  et  les 
parallèles  à  la  tangente  situées  dans  le  plan  rectifiaîit, 
qui  engendrent  des  surfaces  développables. 


m\  LE  COMPLEXK  mwm  par  les  axes  DIXE  SlUFACE 
DU  SECOND  OKDUE^ 

Par    m.    g.    KOENJGS. 


I.  M.  Reye  a  appelé  axe  d'une  surface  S-  du  second 
ordre  toute  droite  normale  au  plan  polaire  d'un  de  ses 
points.  Les  surfaces  honiotliétiques  et  concentriques  à 
S-  forment  un  faisceau  F(S-)  de  surfaces  circonscrites  à 
S-  suivant  sa  trace  c^  sur  le  plan  de  l'iniini.  Les  axes  de 
S^  sont  communs  à  toutes  les  surfaces  dul'aisceau,  et  sur 
tout  axe  il  existe  un  point  M  dont  les  plans  judaires  par 
rapport  aux  surfaces  du  faisceau  sont  normaux  à  cet 
axe^  en  particulier,  la  surface  unicpie  du  systèuie  ([ui 
passe  au  point  JM  y  coupe  l'axe  normalement  :  donc  le 
complexe  des  axes  est  aussi  celui  des  uoruiales  aux  sur- 
faces du  faisceau  r' (!'-). 
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Par  tout  point  de  l'espace  passe  une  surface  unique  du 
faisceau;  nous  dirons  (jue  ce  point  csL  le  point  de  dé- 
part de  la  normale  à  cette  surface. 

II.   Si  nous  prenons  pour  équation  de  la  quadrique  S- 

x^-         r2         ^2 

«2  +  p  +  ^-^  =  o. 

une  droite  quelconque  du  complexe  des  axes,  ayant 
IM(x,j^,  z)  pour  point  de  départ,  sera  représentée  par 
les  équations 

(ï-.)--e-)'-(?-)- 

L'équation  suivante 

exprime  que  la  droite  (x  =  y.z  H-/^,  J'=  [^^  +  'Z)  ^^^^ 
partie  d'un  complexe  linéaire  :  si  l'on  calcule  les  quan- 
tités a,  [3,  yy,  y,  a.q  —  ^p  relatives  à  l'axe  considéré,  et 
qu'on  les  porte  dans  l'équation  du  complexe,  on  trouve 

Ainsi,  pour  que  six  points  M, ,  Mo,  . . .,  Mo,  de  coordon- 
nées 

(•271,  ri,  ^i),    (^2,725^2),       "1     (^g,7g,  ^g), 

soient  les  points  de  départ  de  six  axes  appartenant  à  un 
même  complexe  linéaire,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse 
déterminer  les  quantités  A,  B,  C,  P,  Q,  R,  ou  plutôt 
leurs  rapports,  de  sorte  que  1(îs  équations  suivantes  soient 
simultanément  possibles  : 

o(.r,,  ri,  gO  =  o,     'i(.r2,j)-2,  5,)  =  o 9(^6,76,  «g)  =  o. 


(  '^69  ) 
Mais  '^  (^,^7,  z)  =  o  est  l'équation  générale  des  quadriques 
circonscrites  au  tétraèdre  principal  commun  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau  F  (S-  )  ;  nous  avons  donc  démontré 
ce  théorème  : 

Pour  que  six  axes  d' une  surface  du  second  ordre 

appartiennent  à  un  même  complexe  linéaire,  il  faut  et 

il  suffit  que  leurs  six  points  de  départ  soient  sur  une 

.même  surface  du  second  ordre  «irconscrite  au  tétraèdre 

principal  de  la  surface. 

Pour  que  cinq  droites  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  appartiennent  à  deux 
complexes  linéaires  :  dans  le  cas  des  axes,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  que  leurs  ponits  de  départ  appar- 
tiennent à  deux  quadriques  circonscrites  au  tétraèdre 
principal  ^  donc  : 

Pour  que  cinq  axes  d' une  surface  du  second  ordre 
appartiennent  à  une  même  congruence  linéaire,  il  faut 
et  il  suffit  que  leurs  cinq  /)oi/its  de  départ  et  les  som- 
mets du  tétraèdre  principal  soient  neuf  points  d'une 
même  hiquadratique. 

Pour  que  quatre  droites  appartiennent  à  un  même 
liyperboloide,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  appartiennent  à 
trois  complexes  linéaires^  dans  le  cas  des  axes,  il  est 
donc  nécessaire  et  suifisanl  ([ue  leurs  points  de  départ 
appartiennent  à  trois  quadriques  circonscrit(\s  au  té- 
traèdre principal;  de  là  ce  théorème  : 

Pour  que  quaire  axes  d  une  (iHudriijui'  (ipparlicn- 
nenl  à  un  inèine  Jn  j)c"holoïde,  il  faut  et  il  suffi I  (jue 
leurs  (jualrc  p()inls  de  dépari  cl  les  snninie/.s  du  /(•- 
traèdre  principal  soicnl  liuil  poinls  fornuiiil  la  hase 
d  un  faisceau  de  hnpiad ml nptcs . 


(  'yo  ) 
Oïl  sail  (]U(',  si  Iniil  poiiils  loi-mrnl  la  hase  d'iiu 
iaisccau  do  bicjuadraliqucs,  en  les  séj^aranl  arbitrairo- 
nioiit  cil  deux  tétraèdres,  il  est  possible  de  trouver  une 
(]uadri(jue  conjuguée  à  ces  deux  tétraèdres,  (;t  lécipro- 
c|uenient,  cjue  §i  deux  tétraèdres  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  même  quadrique,  toute  biquadratique 
passant  par  sept  de  leurs  sommets  ira  passer  par  le  liui- 
tième.  On  peut  donc  donner  au  théorème  ci-dessus  la 
forme  suivante  : 

Pour  que  quatre  axes  d' une  quadrique  appartien- 
nent à  un  même  hyperboloïde,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
tétraèdre  formé  par  leurs ])oints  de  départ  soit  conjugué 
par  rapport  à  une  quadrique  ayant  les  mêmes  plans 
principaux  que  la  proposée. 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  prend  quatre  points 
sur  une  cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  prin- 
cipal, les  axes  dont  ils  sont  les  points  de  départ  sont 
sur  un  même  hyperboloïde.  En  eiï'et,  huit  points  quel- 
conques d'une  cubique  gauche  peuvent  être  considérés 
comme  formant  la  base  d'un  faisceau  de  biquadrati([ues 
(P.  Seriiet,  Géométrie  de  direction).  On  en  déduit  le 
théorème  suivant  : 

Si  un  point  décrit  une  cubique  gauche  circonscrite 
au  tétraèdre  principal,  l'axe  dont  il  est  le  point  de  dé- 
pajt  décrit  un  hy perholoïde. 

Parmi  les  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre 
principal  et  qui  sont  en  nombre  quadruplemcnt  infini, 
il  en  existe  qui  forment  seulement  une  série  triplement 
infinie^  ce  sont  celles  qui  sont  tangentes  à  un  axe  en  un 
point  diiîérenld'un  sommet  du  tétraèdre  principal. 

Dans  uji  pareil  cas,  en  appelant  ]M  le  point  de  contact 
de  la  cubicjue  avec  Taxe   (jui   la  touche,    rhyperboloïde 
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se  réduit  à  un  cône  dont  M  est  le  sommet,  et  l'on  re- 
trouve ainsi  le  cône  découvert  par  Terquem.  Ce  cône  est 
précisément  celui  du  complexe  qui  est  relatif  au  point  M. 
On  est  donc  ramené  à  des  propriétés  connues. 

m.  Actuellement  introduisons  dans  les  théorèmes  ci- 
dessus  riiypotlièse  que  les  points  de  départ  sont  pris  sur 
une  même  surface  du  faisceau  F[Y^),  par  exemple  sur 
S^  :  nous  obtenons  des  propriétés  des  normales  à  une 
même  quadrique. 

Le  premier  théorème  montre  que  : 

Sur  toute  ciunclrique,  il  existe  un  sjslcnie  quijituple- 
ment  indéterminé  de  hiquadratiques  '^  les  normales  à  la 
surface  en  tous  les  points  d'une  de  ces  hiquadratiq ues 
font  partie  d'un  même  complexe  linéaire. 

Un  cas  particulier  a  été  étudié  par  Chasles  :  c'est 
celui  où  le  complexe  linéaire  est  formé  de  droites  en  ren- 
contrant une  autre  fixe.  11  existe  alors  la  relation 

AP  +  BQ-^  CR  =  o 

entre  les  arbitraires  de  l'équation  (i),  qui  ne  représente 
plus  qu'une  série  quadruplement  indéterminée  de  qua- 
driques  ciiconscrites  au  tétraèdre  principal.  Ainsi  : 

Sur  toute  (piadrique,  il  existe  un  s)  stèmc  (juiidruple- 
ment  indéterminé  de  hiquadratiq  ues  ;  les  normales  en 
tous  les  points  d'uîie  de  ces  hiquadrafiques  /ez/co/ifrc/if 
une  droite  fixe. 

Les  biquadrati(pies  que  nous  venons  de  déiinir  jouis- 
sent d  une  piopriété  exclusive  (pu>  voii  i  : 

Les  points  d  une  quc/co/n/iie  de  ces  l)iqu.<tdr(i/ii/ucs  se 
distribuent  e/f  ^rt)uj)('s  dcst.v  :  les  noiiiNilcs  en  six  poinis 
d  un  //ir'/ne  ^/oupe  roncofuc/// .    cl  le  lieu  de  ces  poir/fs 
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de  concours  asi  une  dioile.  (C'est  précisément  la  droite 
ci -dessus.) 

M.  Desboves  a  donné  un  nom  à  cette  droite,  dans  le 
cas  particulier  où  la  bi(juadratique  se  compose  de  deux 
coniques  :  il  l'appelle  la  sjnnorniale. 

En  continuant  l'application  des  théorèmes  ci-dessus 
aux  propriétés  des  normales,  on  voit  que  : 

Les  hiqiiadratiques  circonscrites  au  léiraèdre  prin- 
cipal d'une  (juadrique  la  percent  chacune  en  huit 
points  :  les  normales  en  huit  points  d'un  même  groupe 
rencontrent  deux  mêmes  droites. 

Les  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre 
principal  d' une  quadrique  la  percent  chacune  en  six 
points  :  les  normales  en  six  points  d'un  même  groupe 
appartiennent  a  un  même  hy perholoïde. 

Pour  (jue  les  normales  en  quatre  points  d'une  qua- 
drique appartiennent  à  un  même  h j perholoïde,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  tétraèdre  foinié  par  ces  quatre  points 
soit  conjugué  par  rapjiort  à  une  quadrique  ayant  les 
mêmes  plans  principaux  que  la  proposée. 


KECIIEKCIIE  DES  CERCLES  COllPAKT  THOIS  CERCLES  MMU 
SOUS  DES  AÎ\GLES  DETERMINES-, 

Par  m.  E.-M.  LAQUIÈRE. 


La  lecture  des  formules  fondamentales  de  Géométrie 
tricirculaire  et  tétraspliérif[ue  exposées  par  M.  Lucas 
(IVouv.  Ann,,  :>/  séiie,  t.  XV,  p.  5oi)  nous  remet  en  mé- 
moires une  formule  (jue  nous  possédons  depuis  uncMpiin- 
/.'linc  d'nnne'uvs  cm  iron.  rcpiéscnlnnl    i^'cpintinn  de  l'en- 
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semble  des  liuit  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  déterminés. 

La  détermination  d'un  tel  cercle  nous  avait  vivement 
préoccupé  à  cette  époque;  nous  en  possédions  plusieurs 
solutions,  les  unes  géométriques,  d'autres  analytiques; 
enfin  notre  ami,  IVI.  Halphen,  alors  au  début  de  sa  car- 
rière scientifique,  avait  ajouté  à  ce  nombre  une  solution 
analytique  des  plus  élégantes,  dont  nous  regrettons  la 
perte  parmi  la  plupart  de  nos  notes  égarées  pendant  le 
siège  de  Strasbourg. 

Nous  ne  donnerons  ici  que  l'une  des  solutions  géomé- 
triques, absolument  élémentaire  (^),  et  nous  la  ferons 
suivre  de  la  formule  dont  nous  venons  de  parler. 

Les  théorèmes  suivants  sont  évidents  sur  simple 
énoncé  : 

L  Les  deux  cercles  C,  CI  passant p(ir  les  points  d'in- 
tersection de  deux  cercles  (1^^  C2  et  ayant  leur  centre 
en  l' un  des  centres  de  similitude  S^  S'  de  ces  derniers 
sont  bissecteurs  de  leur  angle  irréel  ou  imaginaire) 
d'intersection. 

IL  Les  deux  cercles  se  coupent  entre  eux  à  angle 
droit.  Lje  rayon  de  chacun  est  la  racine  carrée  de  la 
puissance  coinposée  des  deux  cercles  par  rapport  au 
centre  de  similitude  qui  lui  sert  de  centre. 

IIL  Un  cercle^  dont  la  corde  d'intersections  alternée 
avec  V un  et  l' autre  cercle  passe  au  centre  de  similitude 
des  points  d'intersectioJis,  est  isogonal  au.r  deux 
cercles. 

IV.  Les  cercles  orthogojiaux  à  l' un  des  cercles  bis- 
secteurs forment  des  séries  de  cercles  isogonau.v  aux 


(')  Une  aulrc   doiuiaiit    los   int'incs   icsullals  riait    olttciiiie   p;if  la 
ini'tluKle  de  transforniation  par  rayons  vecteurs  réoiprocpies. 
Ann.   (te  MatlirinaC .,  ,5»  série,  1.  II.  (Juin    iS83.)  lo 
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(l('u:i  i>i('Tinf'ts  (lonf  le  cru  lie  de  si  mi  li  Inde  csl  centre 
iddiccd  coiuiuun  à  I  ont  es  ces  séi'ies,  pdinii  lesquelles 
corn  pt  eut  les  séries  de  cercles  orthogonaux  et  de  cercles 
tanger/ts  à  Ici  fois  aux  deux. 

\ .  Si  l'on  considère  trois  cercles  Cj,  C^,  C3,  la  ligne 
S.jSi  80  de  leurs  centres  de  similitude  est  V  axe  radical 
conrniun  à  toute  la  série  de  leurs  cercles  isogonaux, 
série  dont  Jont partie  le  cercle  orthogonal  et  le  cercle 
tangent  aux  trois  cercles. 

Dans  la  combinaison  des  centres  de  similitude,  il 
est  nécessaire  que  les  similitudc^s  inverses  entrent  en 
nombre;  pair  o  ou  2.  Les  diverses  combinaisons  de  si- 
militude directe  ou  inverse  correspondent  aux  diverses 
combinaisons  de  signes  des  angles  d'intersection  comptés 
à  partir  de  la  circonférence  sécante  commune. 

Problème.  —  (onstruir'e  un  cercle  T  coupa/it  un 
cercle  donné  C  sous  un  angle  a  déterminé  et  passant 
f)ar  deux  points  fixes  A  et  B,  réels  ou  imaginaires  con- 
jugués. 

Premier  cas  :  A  et  B- réels.  —  Soient  p  le  rayon  du 
cercle  T  cherché  et  /•  celui  du  cercle  C;  le  cercle  T'  con- 
centrique à  r  et  de  rayon  p'  =  p  -\-  r'  cosa  est  orthogonal 
au  cercle  C  concentrique  à  C  et  de  ravou  /'=  /■  sina.  Il 
sera  de  plus  tangent  aux  cercles  décrits  de  A  et  B  comme 
centres  avec  /'  cos  a  pour  rayon,  que  nous  désignerons  par 
cercles  A,  B. 

Construisons  le  cercle  auxiliaire  A'  passant  par  les 
points  d'intersection  des  cercles  A  et  C^  et  dont  le  centre 
de  similitude  avec  A  soit  le  centre  de  iJ.  Les  cercles  A 
et  A'ayatit  (J  pour  l)iss(;cteur  seront  coupés  isogonale- 
ment  pai"  les  cercbîs  orthogonaux  à  celui-ci.  Par  suite, 
le  f (irlc  tancent  :^u\  trfiis  cercles  A,  A',  B  ne  sera  autre 
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que  le  ceicle  V\  et  les  éléiuenls  de  V  sont  ainsi  déter- 
minés. 

Second  cas  :  Les  points  A  et  B  sont  imaginaires 
conjugués,  interseetions  de  la  droite  L  et  d'un  cercle  S. 

Le  cercle  F  passant  par  A  et  B  doit  alors  avoir  la 
droite  L  comme  axe  radical  avec  S.  Il  a  donc  comme  axe 
de  symétrie  le  diamètre  de  S  perpendiculaire  à  L.  De 
plus,  tous  les  points  de  L  ont  même  puissance  pai-  rap- 
port aux  deux  cercles.  Le  cercle  Y  est  doijc  orthogonal  à 
tout  cercle  ayant  son  centre  sur  L  et  orthogonal  à  S. 

hv  prohième  précédent  donne  la  solution   du  cercle 
coupant  trois  cercles  donnés  sous  un  même  angle  déter-    ' 
miné,    il  doniie   sans  plus   de  difficultés  la  solution  du 
cercle  coupant  trois  cercles  donnés  sous  trois  angles  dé- 
terminés, solution  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

TnÉORiîME.  — •  Soient  74,  /'2,  ^■3  les  rayons  de  ijois 
cercles  C<,  CoyCa  de  centres  0<,  Oo,  O3  ;  le  cercle  T 
qui  les  coupe  respectivement  sous  les  angles  a,,  a2i  01.3  a 
pour  axe  radical  avec  *leur  cercle  orthogonal  S  une 
droite  dont  les  points  M3,  Mo,  M»  d'intersection  a\'ec 
les  lignes  des  centres  0,(.)2,  OsO,,  O2O3  dètaclient  à 
partir  des  centres  des  segments  déterminés  par  les 
rapports 

M3O1     _    À^  M2Q3    ^     A3  M1O2    ^    À2 

M3O2        X./      MoO,         À,'      MiOa         X3' 

uii  r on  Jiiii 

Xi  =  /•,  co>?  aj ,     X2  =  /'ï  co?  a-i,      À.}  =  r-A  c<»s  23, 

aX,,  2X0,  2  A3  étant  respecti\ement  les  longueurs  des 
cordes  coupant  les  cercles  O^,  O^,  03  sous  les  (in^les 
complémentaires  de  a^^  a.j,  a^. 

D.émonstration.  —  Considérons  de^ix  ccn  les  Cl,,  C2: 
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tous  les  cercles  ^  ortliogonaiix  à  la  fois  à  ces  deux  cercles 
ont  leurs  centres  sur  l'axe  radical  L  de  Ci  et  Co  et  ont 
réciproquement  pour  axe  radical  commun  la  ligne  0,02 
de  leurs  centres.  Le  point  M3  d'intersection  de  celle-ci 
avec  l'axe  radical  de  l'un  quelconque  des  cercles  2  avec 
le  cercle  Y  de  centre  o),  coupant  C,  en  m,7z,  sous 
l'angle  a,  et  Co  en  ni^n-i  sous  l'angle  a2,  est  donc  centre 
radical  de  F  et  de  toute  la  série  des  cercles  2  orthogo- 
naux à  C,  et  Co. 

Soit  un  second  cercle  V  coupant  C|  suivant  m\  n\^  et 
C2  suivant  m'.,Ji.,  sous  des  angles  à  la  fois  égaux  ou  sup- 
plémentaires des  angles  a, ,  ao  d'intersection  de  ces  cercles 
et  de  r.  Les  cordes  ni^m^,  niii^-,  m^in^^  n2n[,  joignant 
les  points  d'intersection  correspondants  d'un  même 
cercle  C,  ou  C2  avec  les  deux  cercles  F,  F'  également 
inclinés  sur  lui  sont  les  unes  et  les  autres  isogonales  aux 
deux  cercles  F,  F'  comme  cordes  sous-tendant  dans  le 
cercle  Ci  ou  le  cercle  C2  un  arc  dont  les  extrémités  cou- 
pent F  et  F'  sous  le  même  angle.  Elles  concourent  donc 
en  un  centre  S  de  similitude  dfrect  ou  inverse  des  cercles 
F,  F',  suivant  que  les  angles  d'intersection  seront  égaux 
ou  supplémentaires.  Le  cercle  S  décrit  de  leur  point  de 
concours  avec  un  rayon  dont  le  carré  s-  égale  la  puis- 
sance composée  de  F  et  F'  par  rapport  au  point  S  (cercle 
bissecteur  de  F  et  F')  sera  orthogonal  à  la  fois  aux 
cercles  C,  et  C2  dont  la  puissance  par  rapport  à  S  est 
précisément  la  puissance  composée  de  ce  point  par  rap- 
port aux  cercles  F  et  V .  Il  appartiendra  donc  à  la  série  2 

52  =  S  mi .  S  m\  =  S  /Il .  S  n'i  =  S  ni-i .  S  m'2  =  S  n^ .  S  n'g . 

L'axe  radical  des  cercles  F  et  F',  commun  avec  S,  est 
donc  axe  radical  de  F  et  d'un  cercle  de  la  série  S  des 
orthogonaux   communs   à   C,    et   Co.   Il   passe  donc   au 
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ceiiLre.  radical  M3  commun  au  ceicle  F  età  toute  la  sé- 
rie S. 

Le  centre  radical  M3,  commun  à  la  série  S  de  tous  les 
cercles  orthogonaux  à  la  fois  aux  deux  cercles  C,  et  Co 
et  à  un  cercle  F  les  coupant  sous  des  angles  a<  et  ao,  est 
donc  également  commun  à  la  série  des  cercles  S  et  à  tous 
les  cercles  F'  formant  deux  séries  dont  l'une  coupe  C,  et 
C2  sous  les  angles  a,  et  ao,  et  l'autre  sous  les  angles 
supplémentaires  7:  —  ai  et  tt  —  ao. 

Cette  observation  suffit  à  déterminer  le  point  M3  sur 
la  ligne  des  centres  O,,  Oo.  C'est,  en  effet,  le  point  de 
concours  sur  cette  droite  des  deux  transversales  symé- 
triques coupant  les  deux  cercles  C,  et  C2,  l'une  sous  les 
angles  donnés  a,,  ao,  Fautre  sous  les  angles  supplémen- 
taires —  a,,  —  ao.  Ces  transversales  ne  sont  autres  que 
les  cercles  à  courbure  nulle  de  l'une  et  l'autre  série  F. 
Les  cordes  interceptées  par  la  transversale  sont  tangentes 
aux  cercles  de  centres  Oj  et  Oo  ayant).,  et  Ao  respective- 
ment pour  rayons,  et,  par  suite, 


M3O1  _  X^, 
Ma 0-2  "  X,* 

Soient  maintenant  les  trois  ceicles  Ci,  Co,  C3  ([uc  le 
cercle  F  doit  couper  sous  les  angles  a,,  ao,  aj.  L'axe  ra- 
dical A  de  celui-ci  avec  le  cercle  orthogonal  à  la  fois  aux 
trois  coupera  les  lignes  des  centres  en  irois  points  ]M;j, 
Ml,  Mo  déterminés  par  les  relations  énoncées  ci-dessus. 
11  pourra  donc  être  construit  comnuî  coupant  lun  (rentre 
les  cercles  C|,  (^2,  C;{  sous  l'angh;  voulu  et  avant  a\ec 
leur  cercle  orthogonal  un  axe  radical  connu. 

Les  diverses  combinaisons  de  signe  des  vahuns  )., ,  Xo, 
X3,  dont  la  grandeur  absolue  repiésenle  la  longueur  des 
cordes  interceptées  dans  cha(jue  cercle?  [)ar  le  rayon  du 
point  d'intersection  dans  le  cercle  F,  d(''lenniiu'nl  quatre 
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droites  A^,  A,,  A^,  A3,  à  cliacuiie  descjuelles  coirespon- 
dentdeiix  solutions  à  anj^lcs  d'intersections  supplément 
taires  pour  lesquelles,  dans  Tune  et  dans  l'autre;,  les  trois 
A  sont  à  la  fois  cliani>és  de  signe.  Ces  deux  cercles  sont 
également  inclinés  sur  le  cercle  orthogonal,  leur  bissec- 
teur. On  trouve  ainsi  les  huit  solutions  obtenues  par 
toutes  les  combinaisons  de  trois  angles  et  de  leurs  tiois 
sup[)lémentaires. 

Observation  biiportiuite.  —  Si  l'on  fait  varier  A<,  A25 
A3  proportionnellement,  les  points  M3,  AJo,  Mj  restent 
invariables^  d'où  la  remarque  lort  intéressante  que  l'axe 
radical  d'un  cercle  quelconque  avec  le  cercle  orthogonal 
à  trois  cercles  donnés  lui  est  commun  avec  toute  la  série 
des  cercles  pour  lesquels  les  cordes  A,,  A21  )^3  ou  les  co- 
sinus des  angles  a,,  ao,  a3  d'intersection  varient  propot- 
lionnellement.  Le  cercle  orthogonal  pouf  lequel  ces  va^ 
leurs  sont  nulles  appartient  à  toutes  1(3S  séries. 


R 


emarque 


.—Di 


ans  la  figure  que  l'on  construira  pour 


suivre  la  démonstration  précédente,  les  droites  m,  mo? 
rn\tn'.,  d'une  paît,  n^  n->^  '^«'^1.  d'autre  part,  concourent 
rn  nn  point  R  sur  l'axe  radical  tw  de  F  et  V,  pniscpie  le 
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quadrilatère  ni^m^in,,7]i.^  est  iiiscriptible,  et,  par  suite, 
l{  mj .  R  itu  =  R //i ,  R  m.^ . 

Recherchons  maintenant  l'équation  de  l'ensemble  des 
huit  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés  sous  trois 
angles  déterminés. 

Désignons  par 

1,2,3  les  trois  cercles  donnés  ; 

a,  jîi,  /',  C,  avec  les  indices  correspondants,  les  coordon- 
nées cartésiennes  du  centre,  le  rayon  et  la  puissance 
du  point  quelconque  (oc, y)  par  rapport  à  l'un  des 
cercles-, 

A,  B,  R,  r,  mêmes  (piantités  par  rap[)ort  au  cercle  F 
cherché; 

cp,  angle  de  F  et  de  C  (avec  l'indice  correspondant); 

A  =  —  ir  cos'^,  corde  interceptée  par  C  sur  le  rayon  de 
F  allant  au  point  d'intersection.  L'angle  es  est  celui 
des  rayons  des  deux  cercles; 

c/,  distance  des  centres  de  F  et  C. 

L'équation  de  l'ensemble  des  cercles  F  coupant  (i), 
(2),  (3)  sous  les  angles  cp,,cp2,c23  sera  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  A,  B,  R  entre  les  quatre  équations 

l'équation  en  d  étant  reproduite  trois  fois  avec  les  indices 
I,  2,  3  aux  quantités  d^  /•,  A. 
Or,  si  l'on  observe  d'une  manière  générale  que 

r  =  (:r  — A)2-4-(r-  8)2—  R2, 

retranchant    membre    à    membre    Fécpialion    en    d    de 
l'équation   F,   on   remplacera  le  système  (i  )  par  le  sys- 


(    .Su    ) 


tèmc  équivalent 


(.,._A)-2+(7-B)^=K2, 


(9/) 


Les  trois  équations  obtenues  en  donnant  successivement 
Jes  indices  i ,  2,  3  à  C  dans  l'équation  de  la  seconde  ligne 
déterminent  les  valeurs  de  [x  —  A),  (j  — B),  R  qui, 
portées  dans  l'éqilation  de  la  première  ligne,  donnent  le 
résultat  de  l'élimination,  ou  équation  du  lieu  clierché. 
Si  A  représente  le  déterminant 


dC     dC    . 


=  A, 


dx     dy 

et  X,  Y,  Z  les  résultats  de  la  substitution  de  C  aux  quan- 
tités contenues  respectivement  dans  la  première,  la 
deuxième  et  la  troisième  colonne,  l'équation  cherchée 
sera 


(3) 
soit 

(4) 


G 


dC 
dy 


X2+Y2=Z2, 


^    G    X 
dx 


dC     dC     ^ 
dx      dy 


ou,  en  se  servant  des  coordonnées  homogènes  et  faisant 
ensuite  r:  =^  i , 


(5) 


G     ^    X 
dy 


dÇ 
dx 


G     X 


dC     dC     dC 
dx     dy      dz 


Ces  équations  se  prêtent  à  plusieurs  remarques  inté- 
ressantes : 

J.  Si  l'on  fait  à  Ja  lois  *A,  =  *Ao  =  A3  r=  o,  l'équation 
se  réduit  à  Z  =  o.  Sur  la  forme  (5),  on  lit  immédiate- 
mciil  (jue  les  polaires  des  points  du  cerch*  orthogonal 
par  rapport  au\  Irois  ccicles  sont  concourantes,   et  par 


(  ^'-8.   ) 
la  syiiiéti'ic  des  équations  aux  dérivées  partielles  qu'elles 
concourent  en  un  point  du  cercle. 

II.  Si  l'on  cherche  l'intersection  du  cercle  Z  =  o  avec 
les  divers  cercles  du  lieu,  on  reconnaît  que  l'équation  (  3  ) 
ne  peut  être  satisfaite  avec  Z  =--  o  que  si  l'on  a  conjoin- 
tement X  =  o  et  Y  =  o,  comme  dans  le  cas  du  cercle 
orthogonal,  ou  bien  qu'il  est  nécessaire  que  le  dénomi- 
nateur commun  A  soit  nul.  Les  cercles  du  lieu  coupent 
donc  le  cercle  orthogonal  au   même  point  que  le  lieu 

A  =  o,  soit 

oc  —  ^x  7  —  ?i  ^^i 

X  —  a,  y  —  ^2  ^^2 

X  —  y.^  7  —  1^3  ^3 


iA  = 


=  O, 


dans  lequel  on  reconnaît  aisément  la  droite  M3IM2ÏM, 
définie  plus  haut.  Son  équation,  évidemment  linéaire 
après  le  choix  des  signes  fait  sur  coscp  pour  chacune  des 
quantités  \^  est,  en  elfet,  satisfaite  en  posant,  pour  h; 
point  M3J 

_^  ^  Xi  _  v/(.r-ai)-^-H(j-|Ji)-^  _  M3O1 

P2  >^2 


X  —  ai 


d7  —  «2 


y 


M.O. 


et  de  même  pour  Mo  et  M, . 

ÏII.   L'équation  du  système  des  huit  cercles  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant,  tel  que 


X        Z  + 
Z-Y        X 

Y 

=  0, 

OU 

bien 

Z 

où  l'on  fait 

A  =  ±:  /•  coso 

et 

X  = 

G 

dy 

Y=. 

dx 

C     X 

Z   =: 

d(\ 

7ù' 

dC 
dy 

C 

Y        Z-4-X 
Z  —  X        Y 


=  o. 


(  -^-  ) 


/4-Y  = 

Z   —  Y   :r. 


t/C 

dC 

dx 

dv 

dC 

d<\ 

dx 

dy 

-V-  A 


c 
c 


dC 

dC 
dx 


dC  V     dC       s 
dy  dz 

dC  .      dC 

dj  dz  -^ 


Avec  un  choix  préalable  des  signes  de  cos'-û,  l'équation 
ne  représente  qu'un  groupe  des  deux  cercles  conjugués. 
En  supposant  le  centre  des  coordonnées  au  centre  du 
cercle  orthogonal  de  rayon /^  (réel  ou  imaginaire),  l'équa- 
tion de  l'ensemble  dés  deux  cercles  conjugués  ayant  le 
cercle  orthogonal  pour  bissecteur  s'obtiendra  fort  sim- 
plement. On  a,  d'une  manière  générale, 


«1, 


«2, 


h. 


G  =  ^2  _t_  j2  4_  2  ao^  -f-  ^'  ^r  -I-  jo'^  ~  o 

d'où,  en  posant,  pour  simplifier, 

L  =  1  a  h  XI, 

M  =r  I  I  h  \    I, 

N  =  1  a  I  À   1, 

2T  =  I  a  ^  I    |, 

le  dernier  déterminant  étant  le  double  de  la  surface  du 
triangle  des  centres  0<,  Go,  O3,  et  le  premier,  le  double 
de  la  somme  des  produits  des  triangles  que  le  centre  O 
du  cercle  orthogonal  forme  avec  deux  des  centres,  par  la 
corde  \  détachée  sur  le  troisième  cercle  par  les  rayons 
du  cercle  F,  on  aura 

=  ix{mx-^  Nj-f-  L)  —  M(;r2-^y2— jd2)^ 

\X  z=  N (72 _  372 _^^2 )  _|_  2 M xy-^1  Ly 

=  27(MiP-HNr-i-L)  — N(^2_|_^2_^2j^ 
Z=:_8T(:r2  +  j2_^2), 


ou 


A  =  4  (  M  .r  -4-  Nj 
X  =  ^A  —  2M2, 
Y=7A  -  2N2, 
Z  =r  —  8T2, 


1^, 


(  283  ) 

en  repréisentaiit  par  ^  la  puissance  du  point  quelconque 
(x,j^)  par  rapport  au  cercle  orthogonal 

et  l'équation  (3)  devient  homogène  et  du  second  degré 
en  A  et  S  : 

4S2(M2-f-  N2  — i6T2)  _u  4LSA  -^  p^^^-^o, 

d'où  les  deux  valeurs  conjuguées  de  -  représentant  les 

deux  cercles  également  inclinés  sur  le  cercle  orthogonal 
correspondant  aux  valeurs  de  A  respectivement  changées 
de  signe 

S  _^  —  L  ±1  \/U  —jjH  AP  h-  ,^2  —  i6T2 ) 

Les  valeurs  des  coordonnées  A  et  B  du  centre  cherché 
et  son  rayon  R  seront  donnés  par  les  expressions 

\  S 

\  =  X =  iM  —  , 

A  A 

•^         A  A 

Z  S 

faciles  à  construire. 

Les  raisonnements  et  les  calculs  qui  précèdent  reste- 
ront les  mêmes  si  de  la  Géométrie  plane  on  passe  à  la 
Géométrie  à  trois  dimensions,  et  la  détermination  de 
seize  sphères  coupant  (piatre  sphères  (i),  (?,),  (3),  (4) 
de.  centres  0| ,  Oo,  O3,  G/,,  et  de  rayons  /',,  /'o,  z'^,  /j  sous 
des  angles  donnés  cp,,  cpo,  cpg,  cp,,  sera  tout  aussi  simple. 
En  posant  \^=  —  /cosc^,  c'est-à-dire  désignant  par  \  la 
longueur  interceptée  par  la  sphère  de  centre  O  sur  les 
arêtes  du  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  Tune  F 
des  sphères  cherchées,  et  pour-  hase  le  cercle  fl'inlersec- 


(  '^84  ) 

lion  (réel  ou  iiu.itjiiiaire  avec  l'ani^le  o),  on  déterminera 
le  plan  radical  de  la  splière  S  et  de  la  sphère  orthogo- 
nale }i]  aux  quatre  sphères  données  par  la  position  des 
six  points  M  d'intersection  de  ce  plan  avec  les  arêtes  du 
tétraèdre  des  centres.  Le  point  M, 2  où  le  plan  radical 
conpe  l'arête  G,  Oo  est  déterminé  par  la  relation 

M12O2  ~  x^* 

Ce  plan  déterminé,  la  construction  sera  ramenée  à  la  dé- 
termination sur  le  plan  diamétral  commun  à  la  sphère 
orthogonale  et  à  l'une  quelconque  des  quatre,  ainsi  qu'au 
plan  radical,  du  cercle  coupant  sous  un  angle  déterminé 
le  grand  cercle  de  la  sphère  choisie  et  ayant  avec  le 
grand  cercle  de  la  sphère  orthogonale  la  trace  du  plan 
ladical  pour  axe  radical. 

L'ensemhle  des  seize  sphères  de  la  solution  sera  donné 
par  l'équation 

où  X,  Y,  Z,  U  représentent  l(;s  déterminants  résultats  de 
la  substitution  de  S  avec  l'indice  convenable  respective- 
ment aux  termes  des  première,  deuxième,  troisième  et 
quatrième  colonnes  du  déterminant 

dS     dS     dS 


dx     dy     dz 


(X  =  zt  r  coscp), 


qui  représente  le  plan  radical  des  sphères  V  cherchées 
et  de  la  sphère  orthogonale  aux  quatre  sphèj'cs  données 
représentées  par  l'équation  générale 

S  =  (^—  a)2-i-(j-  ^f^{z  —  y)2—  /•2=o, 

avec  les  indices  i,  2,  3,  4- 

Représentant  de  même  par  L,  M,  N,  P,  6V  les  déter- 
minants 

L  :=  I  «     h     r     X   I,      M  =  I  I     h     c     X   |,     N  =  I  </     i     r    X   |, 
r  :-  \  ((     h     I     À   I,     ()V  =  I   a     h     r     I  1. 


(  285  ) 
où  les  sphères  ont  pour  équation  générale 

^7.2  _|_  j2  _^_  -2  _^_  ax  -h  by  ■+-  c  -hp-  =  o 

rapportée  au  centre  de  la  sphère  orthogonale,  on  obtien- 
drait l'équation  de  l'ensemble  des  deux  sphères  conju- 
guées ayant  le  plan  A  radical  commun  avec  la  sphère 
orthogonale  et  pour  lesquelles  celle-ci  est  bissectrice  du 
dièdre  courbe  d'intersection. 

Heprésentant  par  S  =  .r^  4-  y  2  _|_  ^2  —  ^^2  \^  puissance 
d'un  point  par  rapport  à  la  sphère  orthogonale,  l'équa- 
tion de  l'ensemble  des  deux  sphères  conjuguées  à  inter- 
sections supplémentaires  avec  les  quatre  sphères  s'ob- 
tiendra comme  celle  des  deux  cercles  conjugués.  On  a, 
en  etïet,  immédiatement,  après  le  choix  fait  sur  les  signes 
de  coscp  pour  sé])arer  les  seize  sphères  S  en  huit  groupes 
à  intersections  correspondantes  supplémentaires  dans  les 
deux  conjuguées  : 

Z  =  zl  — 4PE, 

d'où 

i6i:2(M2-h  N2-+-  P2_t44V2)  +  8LAX-^/>2A2=  o 

et  enhn 

5  -  —  ï^^/i-^— />HM--^-^rs'^-h  P2  — 144VM 

A    "~  4(^124.  l\2_^  p2_i44V2) 

L'une  des  sphères  correspond  au  signe  -f-  allecté  au  ra- 
dical ^  la  sphère  dont  les  angles  d'intersection  avec  les 
quatre  sphères  sont  respectivement  supplémentaires  cor- 
respond au  signe  — . 

Les  diverses  cond)inaisons  de  signes  pour  les  (pialic 
cosinus  donnent  huit  groupements,  soit  huit  plans  A  la- 
dicaux  des  huit  groupes  avec  la  s|)lière  X  orlhoi^onah- 
aux  ([uatri'  sj)hèi'es  données. 


(  '>^^^^  ) 

I-es  (M)(>i(l()im('('s  (lu  ((Milre  et  \v  y;\\on  de  la  sphère 
rluTclice  seront  {lonncs  par  les  valeurs 

A  A  S  A 

Nous  terminerons  par  quelques  détails  sur  îa  construc- 
tion du  cercle  Y  coupant  un  cercle  donné  C  sous 
l'angle  o  et  ayant  avec  un  autre  cercle  S  Taxe  radical 
dét-erminé  A. 

Si,  d'un  point  quelconque  de  A  pris  pour  centre,  on 
décrit  un  t^ercle  auxiliaire  I  orthogonal  au  cercle  S,  il  le 
sera  également  au  cercle  clierclié  F.  Si,  en  outre,  on 
décrit  avec  7  sine?  pour  rayon  un  cercle  C/  concentiique 
au  cercle  C,  il  sera  tangent  au  milieu  de  la  corde  inter- 
ceptée sur  C  par  le  rayon  d'intersection  de  F  et,  par 
suite,  orthogonal  au  cercle  de  rayon  R  -f-  /•  coscd  concen- 
trique à  F.  Le  centre  du  cercle  cherché  est  donc  l'un  des 
deux  points  d'intersection  de  la  pcrpendiculaiie  A  menée 
du  centre  de  S  à  l'axe  radical  A  et  de  la  conique  ayant 
pour  cercles  focaux  le  cercle  auxiliaire  i  Pt  le  cercle  de 
rayon  /'  sin  cp  concentrique  à  C  avec  une  différence  de  dis- 
lances tangentielles  égale  à  /coscp. 

Cette  remarque  relie  la  constru(  tion  obtenue  par  les 
raisonnements  ci -dessus  à  la  solution  du  problème  qui 
consisterait  à  considérer  le  centre  cherché  comme  situé 
sur  les  coniques  avant  pour  cercles  focaux  les  cercles 
<oncentri(pies  à  C,  ,Cio,  (  1;,  et  de  rayons  /^  coscp, ,  /'o  coscp^, 
/  gcoscpo  av(*c  des  différences  de  distances  tangcMitielles 

ri  sin  cpi  —  /:,  «in  '^2,      /'i  sin  cpi  —  /%  sin  cp^,      /:,  sin  ©2  —  /'a  sin  cpg. 

î.a  directrice  de  la  conique  correspondant  au  cercle 
focal  I  n'i'st  autre  que  l'axe  radical  de  celui-ci  avec  le 
cercle  C  dont  lous  les  points  sont  à  une  distance  tangen- 

ilclle  /(OS'Ji  du  ((Mclc  focal  (]'.  Fa   (^oninue  est  donc  dé- 


(  >«7  ) 

terminée  par  les  deux  points  d'inlersecLion  de  1  et  C  avec 
les  tangentes  en  res  points,  et  par  les  points  faeiles  à  dé- 
terminer sur  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
focaux.  Son  excentricité,  égale  au  rapport  de  la  distance 
tangentielle  au  cercle  et  à  la  distance  à  la  corde  de  double 
contact,  sera  déterminée  au  moyen  de  l'un  des  points  si- 
tués sur  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles  focaux 
conjugués.  Elle  est  donc  complètement  déterminée,  et  la 
solution  graphique  du  problème  est  complète. 

La  détermination  des  cercles  coupant  trois  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés,  ou  des  sphères  coupant 
également  sou  s  des  angles  donnés  quatre  sphères  données, 
est  ainsi  obtenue  au  moyen  de  constructions  n'exigeant 
que  la  règle  et  le  compas. 


^l]ESTIO^S. 


1447.  Soient  «,,  <72,  /^/3,  .  .  .,  a-a  des  valeurs  positives 
de  .r,,  .ro,  oc^^  .  .  .,  x^  satisfaisant  à  l'équation,  à  coei- 
iicients  positifs, 

A,.riM-  A  2-^2 -h  A:,.r^-4-.  .  .-h  A„.r^r=  i, 

La  probabilité  que  /7,,  n^,  ci-;^,  .  .  . ,  n-n  soient  respective- 
ment sup(^rienrs  à  a,,  a.^,  a;,,  ,  .  .,  a,^   est  (exprimée  par 

la  [n —  I  ]'*''"c  pniss;mce  de- 

I  —  (  .\,  a.  H-  V^  a.,  -h  A  3  «3  -4-  .  ,  .  4-  A ,,  a„  ). 

(K.  Cksvuo.) 

144S.  Les  cbiflres  de  rang  //,  dans  h>s  puissances  su(v 
C(\ssives  d'un  nomI)re  (piebiMupie,  se  reproduisent  [)e- 
riodiqucmenl.  Pour  les  puissances  de  j,  la  perlodt*  se 
compose   de  9.''    '^{n^'^]  termes,  dont  la  somme  est   le 


(  -aSH  ) 

(U)iibl('  (le  9 .  •->"  '  —  I.  Dans  celle  péiiode,  un  même 
cliiilre  esl  répélé  ^  (:>/'"•' H-  cp)  ibis-,  C5  ayant,  pour  cliaque 
cliillie,  (les  valeurs  Jili'ércntes,  suivant  la  forme  de  n, 
comme  l'indique  le  tableau  suivant.  On  a 


Vowv  o  ol 

5 .  .  . 

.     ?-       3, 

I, 

2, 

—  I 

»      I     » 

6..  . 

•     ?  =  —  2, 

I, 

-3, 

4 

»      ?-    » 

7  •  •  • 

•     ?  =  —  2, 

I, 

2, 

—  I 

»     3    » 

8... 

.     ?=       3, 

-4, 

2, 

—  I 

»     .4   » 

9... 

cp  rrz  —  2, 

I, 

-3, 

—  I 

( 

E. 

G 

ESARO.) 

1449.  La  somme  des  restes  du  nombre  entier  Ji^  di- 
visé par  cliacun  des  nombres  entiers  qui  le  précèdent, 
augmentée  de  la  somme  des  diviseurs  des  nombres  non 
supérieurs  à  «,  est  égale  à  /?.-('  ).  (E.  Cesaro.) 

l-ioO.  i"  La  somme  des  /^/"'"if^  puissances  des  nombres 
premiers  à  N  et  non  supérieurs  à  ce  nombre  est  divi- 
ble  par  N,  si  m  est  impair. 

9°  La  somme  des  produits  m  à  ni  des  nombres  premiers 
à  N  et  non  supérieurs  à  c(î  nombre  est  divisible  par  N, 
si /// est  impair.  (E.  Cesaro). 


EBRATA. 


Page  i3o,  ligne  i,  au  lieu  de  :  rourhe.  lisez  :  ligne  à  flexion  con- 
stante. 

Page  i3i,  lignes  3,  5,  m,  n,  en  remontant,  au  lieu  de  :  Cx  —  Kz — Ap, 
lisez  :  C  a;  —  A  ^  +  A  p . 

Ttectification.  —  La  question  l'i,']I  a  déjà  été  proposée  sous  le 
II"  l'ill  (août  1882). 

(')  Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Catalan,  comme  suit  :  «  La 
somme  (les  diviseui-s  des  nombres  i,  :,>,  3,  ...,  11  ('gale  la  sominc  des 
\A\\<  grand',   imilliplcs  de  ces  iioinWres.  non  snpf'iicnrs  à  //.  » 


(  '^^9  ) 


SIR  mu  ÉQIIATIOIV  IKDÉTEHIÏINÉE-, 

Par  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


1.  La  résolution,  en  nombres  entiers,  de  l'équation 
indéterminée 

(i)  x^-^k=y^ 

a  été,  depuis  Fermât,  l'objet  d'intéressantes  études  de 
la  part  de  diilérents  géomètres,  Euler  en  tète.  jNous  eu 
tenant  d'abord  à  la  contribution  fournie  parles  JYoui^elles 
Amiales,  nous  citerons  ici,  après  le  tbéorème  énoncé 
par  M.  Catalan  dans  le  premier  volume  de  la  Collection, 
p.  520,  les  remarquabbis  articles  insérés  tour  à  tour  par 
Le  Besgue  (i'^''  série,  t.  IX,  p.  178^  1^  série,  t.  MU, 
p.  4^2),  par  M.Gerono  (2^  série,  t.  Mil,  p.  4*^4  ^t55c)^ 
t.  IX,  p.  4^9?  •"  X?  P-  2045  ^-  ^^1?  p-  320),  ]>ar  M.  E. 
de  Conquières  (2^  sdiie,  t.  X\I1,  p.  3^4  <-'t  oi4)' 

Les  conclusions  de  ces  articles  se  rapportent  surtout  à 
des  cas  d'impossibilité  de  l'équation  considérée,  ou  à 
des  limitations  auxquelles  elle  est  soumise  pour  des  va- 
leurs particulières  de  l'entier  donné  A.  Mais  la  question 
n'en  est  pas  moins  intéressante  quand  on  l'envisage  au 
point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation.  C'est  sur 
quoi  nous  allons  présenter  quelques  indications,  fort  in- 
i:omplètes  sans  doute,  mais  qui  pourront  mettre  sur  la 
voie  de  r(H;i)erclies  ultérieures.  Quelques  piopriétés  des 
nombres,  dignes  d'être  signalées,  se  présenleront  d'elles- 
mêmes  comme  conséquences  innncdiaus  des  formules 
posées. 

1.   Il  (\sl  laciU'  (l'abord  dt-tablii-  (\cs  rctalions  d  Idcii- 

.-l/ifi.  >/t>-    Mmlu'-inat . ,  ;>•■  scrif,  l.ll.  (Juillet  iSS.î.)  I*) 


tllé  propres  à  vériliL'i-  réciualion  (i)  pour  certaines  va- 
leurs de  k. 

Ainsi  l'égalité  très  simple 

où  b  peut  être  changé  en  —  Z>,  donne  directement  une 
solution  dans  le  cas  assez  étendu  de  k  =  b^  (zhSh  —  3a-). 
Par  exemple  : 

9.3—    4=     22,         —  r^-f-      5  =  1*2,       33—11  =  42, 
;3_,g:=l82,         —3-5+  03.  =  52,        

Le  résultat  particulier 

{a^zp7.y—  (3a2q::8)  =  {a^z^3ay', 

pour  le  remarquer  en  passant,  met  en  évidence  que  tout 
nombre  de  V  luie  des  formes  Za-^i  8  est  la  différejice 
entre  un  cube  et  un  carré.  On  exclut_,  dans  le  cas  des 
signes  supérieurs,  l'hypothèse  de  «=  i,  qui  conduit  à 
l'égalité  —  5  = —  1^ —  2-,  c'est-à-dire  5  =  i^+  2^. 
La  même  égalité  (2),  en  y  changeant  a  en  '2a,  et  b  en 

-  ?  se  change  en  la  transformée 

7.  ^ 

(4«2_  /,)3_|_  ^2(è  —  3a2)  =  (8a3_  3aè)2, 

])ar  où  l'on  satisfait  à  (i)  lorsque  k=  b'-[dzb  —  3a-). 
l^ar  exemple, 

3:^—    2=    52,       53—4  =  112,     63  —  20  =  142, 

73—54  =  17-,     i33— 8i  =  462,     .... 

Cette  transformée  s'exprime  aussi  par  la  relation  équi- 
valente 

(a2_4_^,)3_è(3rt2—   /^)2-:   (^3_3^/,)2^ 

ou  b  p(;ul  être  posilifou  négatif. 
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Les  résultats  particuliers 

(4«2q^i)3— (Sa^zjzi)  =(8a3Hz3a)2, 
(a2q=i)3±(3a2^i)2=(a3±3<^)2 

nous  font  reconnaître  incidemment  que  ; 

i^  Tout  nombre  de  V une  des  formes  3  a- qz  i,  ainsi 
que  tout  carré  de  la  forme  (3  <2- —  i)-,  est  la  différence 
entre  wi  cube  et  un  carré  ; 

2"  Tout  carré  (?>  a- -\- i)-^  à  l'exception  de  16,  est 
la  différence  entre  un  carré  et  un  cube. 

On  observera,  à  l'éj^ard  de  cette  dernière  proposition, 
que  lorsque  a  =  o,  la  formule  donne  le  résultat  insigni- 
fiant I-  =  o  H-  i^  ^  mais  alors  on  a  i^=  3- —  1^ . 

3.  L'identité  (2)  rentre,  du  reste,  dans  la  formule 

assignée  par  Euler  pour  la  résolution,  en  entiers,  de 
l'équation  x^  —  ]xz-=^j-.  Faisant  //  =  i ,  ce  qui  ne  res- 
treint pas  la  généralité  de  la  relation  algébrique,  on  a 
effectivement  la  transformée  ci-dessus  de  l'ideutité  (2). 
JNous  ne  devons  pas  omettre  de  rappeler  ici  l'impor- 
tant Mémoire  :  Sur  certains  nombres  complexes  com- 
pris dans  la  formule  a -\- b  y/ — c,  inséré  par  le  P.  Pé- 
pin dans  le  Journal  de  MatJiématiques  pures  et 
appliquées,  3^^  série,  t.  I,  p.  317.  Dans  cet  écrit,  le  savant 
auteur  reproduit  et  étend  considérablement  plusieurs 
reclierclies  d'Euler,  Legendre  et  autres  géomètres,  sur 
d(?s  questions  d'Analyse  indéterminée.  Les  équations 
[entre  autres,  différents  cas  particuliers  de  l'équation  (  1) 
parlions  considérée]  y  sont  traitées  au  d()ul)le  point  de 
vue  de  la  résolution,  cpiand  cllc^  est  possible,  (L  de  1  in- 
dication des  cas  d'impossibilité  ou  de  limitation. 


(  ^9-^  ) 
i.   L'idoiiULo 

9  a'^  —  8  a|32  \  3       ^ ^  /  g,^  a^  —  36  a^  32-1-8  3'' 


que  l'on  obtient  par  un  procédé  indiqué  dans  VAncdjse 
indétei'ininée  d'Euler  (Cliap.  VIII),  mérite  d'être 
signalée^  elle  sert  à  amener  une  nouvelle  solution  de  (i) 
(et,  par  suite,  une  infinité  de  solutions),  à  l'aide  d'une 
solution  préalable  a^ -f- /:  =  p^,  supposée  connue. 

Pour  des  valeurs  entières  ou  rationnelles  de  a,  p,  les 
solutions  fournies  par  cette  formule  se  trouveront  géné- 
ralement exprimées  en  nombres  rationnels  x,  y.  Par 
exemple,  l'équation  :r^H-8=j^^  étant  vérifiée  par  les 
valeurs  x  =.  i^  y  =^?>^  nous  assignerons  ces  valeurs  à  a 
et  j^,  dans  l'identité  (3),  et  il  en  résultera  la  nouvelle 
solution,  en  nombres  rationnels. 


i3\2 


En  certains  cas,  une  solution  entière  en  amène  une 
autre  de  même  nature.  Par  exemple,  pour  a=2/zY, 
[^  =  2y,  valeurs  de  x  clj  constituant  une  solution  en- 
tière de  l'équation 

la  formule  (3)  fait  connaître  la  nouvelle  solution  entière 

[/<Y(9/''^T  — 4)|-^—  ItM^/^'Y  — i)  =  (27/i'^7^— i8A3y2_u2y)2. 

Le  résultat  particulier 

(972  + 47)3  di4Y2(2Y±i)  =3(2773+1872  +  9.7)2 

nous  conduit  à  remarquer,  incidemment,  que  : 

1"  La  soninie  du  carré  et  du  cube  de  tout  nombre 
pair  peut  s' exprimer  par  la  différence  entre  un  carré 
et  un  cube  ; 


(  293  ) 

2°  La  différence  entre  le  cube  et  le  carré  d'un 
même  nombre  pair  peut  s  exprimer  par  la  différence 
entre  le  cube  et  le  carré  de  deux  nombres  entiers  iné- 


sraux. 


5.  Dans  le  cas  de  a  =  2Ap,  d'où  A=  |S-(i  —  8A^  j5), 
l'identité  (3)  devient 

Dans  le  cas  de  a  =:  2  A  y,  ^  =  3  y,  on  obtient 

[4/ty(A3Y  —  l)]3_f-  Y2(g_8/l3.^)  =  (8/i6Y3_i2A3Y2  4_3v)2. 

Dans  le  cas,  enfin,  de  a  =  — ^//y,  p  =  y-,  l'iden- 
tité (3)  nous  donne 

[4A(Y  +  9^3  )]34_^3(.^_|_  8/^3)  =  (.^2_^6'2  7^3,,  _^  (33  7^0)2. 

Attribuant,  dans  ces  formules,  des  valeurs  entières  à 
A,  (i,  y,  on  trouve  des  valeurs  entières  de  x^j^  A,  satis- 
faisant à  l'équation  (i). 

6.  Nous  remarquerons  ici  que,  pour  certaines  valeurs 
de  A,  on  peut  assigner  immédiatement  deux,  et  même 
trois,  solutions  entières  de  l'équation  (i). 

On  vérifie,  par  exemple,  l'équation 

soit  en  prenant  x  =  ia^  j  =^  'ia[a-\-  i),  soit  en  prenant 
X  =  —  2rt,j'"  =  2  a  [a  —  i). 

L'équation 

x^  +  4 ( a2  +  a)2  H-  I  =  r'^ 

où  a  peut  être  positif  ou  négatif,   admet  de  même  les 
deux  solutions  immédiates 

i  x  =  -i(a-^i),  i.  T  = — 2a, 

(  7  =  2(a  +  i)2+ I,     (jK  =  -2a2-Hi, 

en  outie  de  la  solution  évidenle.r  =  — i,i  ^^  9.[a-  -\-  a). 


(  2!)1  ) 
Pour  réquation 

:c3  -I-  4  a^  (  9  a  +  2  )  =J^, 

les  solutions  immédiates  sont  x  =  — '2a^  j=  Ga-^  et 
X  =  4  <^  H-  I  ?  J  =^  6  a'-  -\-  6a-{-  i. 
Pour  l'équation 


on  a  les  deux  solutions 

ix=a-hï,  f  a:  =  —  a, 

(a-{-j)(a-]-7.)       [  {a  —  i)a 

d'où  cette  propriété,  que  le  carré  (V un  nombre  trian- 
gulaire est,  en  même  temps,  la  somme  d 'un  carré  et 
d'un  cube,  et  la  différence  entre  un  carré  et  un  cube. 

Pour 

on  a 

ix  =  —  {a  —  i),         l  X  =  a  ■+■  1, 
a^—a-^6  a2+3a  +  8 

en  outre  de  la  solution  évidente  x  =  —  2^  j  = 

Citons,  comme  dernier  exemple,  l'équation 

\ 

à  laquelle  on  satisfait  par  les  trois  systèmes  de  valeurs 
de  :r  ety  ; 

l  xzz^a,  (  x  =  — 2a,  [  X  =  a  -h  i, 


y= — ^'   [y= — ^ — '   [y= r, 

7.    Des  résultats  qui  viennent  d'être  exposés  découlent, 


relativement  à  l'équation  (i),  des  eonséquences  impor- 
tantes sur  l(3sque]les  nous  ne  nous  arrêterons  pas  en  ce 
moment.  Signalons  seulement,  en  terminant,  les  propo- 
sitions qui  suivent,  assez  curieuses  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  nombres. 

i*^  Le  double  carré  de  tout  nombre  entier  est  é^ul, 
d'une  infinlié  de  manières,  à  la  différence  entre  une 
somme  de  deux  carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 

C'est  une  conséquence  de  l'identité 

[4/.[3(9/.33_i)]3H-[4/,(3(9/,3p  +  l)]3+^32 

=:  (63/iGj33_G2A3^2_^_   ^  )2  _|_  (  gS /^G  [^3  +  62  ^3  ^2  _j_   p)2. 

Ainsi,  pour  [^  =:  i , 

•      2.i2=(i8i2h-2532)  —  (3'23-H4o3), 

2.i2=  (135372  + i4ii32)  — (5683+5843), 

La  même  identité,  où  (ii  =  i ,  pouvant  être  mise  sous 
la  forme 

43(3/i2)3[(3/i2)3-M3]4_,==  (63/i6-+-I)2^_(62^3)2^ 

nous  apprend  encore  que  : 

2"  L'unité  peut  être  représentée,  d'une  infinité  de 
manières,  soit  en  nombres  entiers,  soit  en  nombres  ra- 
tionnels, par  la  différence  entre  une  somme  de  deux 
carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 


Ainsi, 

r  :=  (  2 1 72  +  362  )  —  (  3()3  +123), 

r/35\2      /4\-1 

- 

YiV 

\0^ 

(1)1 


(  "i)6  ) 
l)o3  (k'iix  {onimics 

—  1(8^3— 3  «6)2 +(8^3+3  a6)2], 

G  a-^  ^2  ^  I  (  a-^  —  '}.  b  f  -h  (  «2  ^  ^b  y  J 

—  |(rt3_3a6)2+(a3H-3«6)2], 

lesqut'Iles  se  déduisent  de    (■>.),  et  aiixcjuelles  on  peut 
joindre  des  résultats  particuliers,  tels  que 

6(  «3 )2  ^  [( .^ a^  v> -r-  ( 2 «2 )3  I  _  [(  a^y.  ^  ( 3  «3 )2  J, 

6(^3)2=  [-(2^2)3+  (3^2)3  1  _^(2r//')2+  (5^3)2], 
) 

il  résulte  que  : 

3*^  Le  sextuple  d' un  carié  peut  toujours  s'exprimer, 
nu  moins  de  deux  manières  différe/ites^  par  ujie  somme 
de  deux  cubes,  diminuée  d'une  sonmiede  deux  carrés. 

Exemples  : 

G.l2=  (23H-  ^3)     —  (124- 32j        z=(33+53)       _(52+n2), 
6.22=(23+63j     —(22-1-142)       =(i53+i^3)_(582_^^02), 
6.32=^(73-|-lT3)_(i82-t-362)  = , 

4"  Le  tiiple  carré  dUin  Jiombre paij'  plus  grand  cjue 
1  est  égal  à  la  dij^érence  entre  une  somme  de  deux 
carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  formule 

3(2^6)2=  [(a3—  3«^^)2+  («3-1-  3«6)2] 

—  [(a2_è)3+(a2-h6)3J, 

où  l'on  voit  de  plus  que,  si  ab  n'est  pas  un  nombre  pre- 
mier, la  décomposition  indiquée  pourra  s'efïectuer  au 
moins  de  deux  manières  différentes.  Ainsi  : 

3.122  =  (I02-^  262)  —  (l3   ^  -3)^ 
3.122=  ((/-h  452)—  (73+  ii3)^ 

3. 122  =(1982-^2342)  —  (35^'+  373). 


I 


(  ^97  ) 
Enfin,  (les  deux  premières  formules  du  n"^  o,  où  l'on 
fera   [3 -f- v  =  o   après    les   avoir   ajoutées   ensemble,    il 
résulte  que  : 

5*'  Le  décuple  d'un  carré  peut  être  représenté,  d^une 
infinité  de  manières ,  par  une  somme  de  deux  carrés, 
diminuée  d' une  somme  de  deux  cubes. 

On  trouve,  par  exemple,  dans  le  cas  où  le  carré  con- 
sidéré est  ée^al  à  l'unité  : 

io.i2  =  (i8i2+y.32)  — (323-1-83), 
io.i2=  (1353^2 _^  6 1 1-2 )  — (5683+723), 
io.i2=  (i4ii32-+-  4192)  —  (5843+563), 


à  quoi  viennent  s'ajouter  les  égalités  que  l'on  obtient  par 
d'autres  moyens,  telles  que  : 

IO.l2  =  (52-f-l2)    _(23-f-23), 
IO.l2=:(i62-f-.22)  —  (53-1-   53), 


Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  différentes  décom- 
positions qui  viennent  d'être  indiquées,  on  peut  admettre 
qu'aucun  des  carrés  ne  se  réduit  à  zéro,  tous  les  cubes 
sont  plus  grands  (/ue  zéro. 


THÉOltËME  DE   CINÉMITIQIE  : 

Par  m.  Ed.  DEU  ULK, 

Lieutenant-Colonel  du  Génie. 


Une  figure  se  déplace  dans  son  plan  :  soient  a  et  b 
deux  de  ses  points,  non  situés  en  ligne  droite  a^'cr  le 
cetitre  inslanlané  de  rotation  (),,  a  cl  3  les  ccnlics  de 


(  -^9»  )        • 
courbure  des  trajectoires  de  a  et  de  h.  Les  droites  ah, 
ap  concourent  sur  une  droite  issue  de  0<  et  parallèle  à 
la  corde  de   l'arc  déterminé  par  l'angle  aO^b  sur  le 
cercle  des  injlexions. 

Pour  déiiîontrer  ce  théorème,  nous  allons  nous  ap- 
puyer sur  un  lemme  que  nous  avons  énoncé  dans  une 
JNote  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'u^cadémie  des  Scidfices  (mai  1881)  : 

Sur  une  droite  issue  du  centre  instantané  de  rota- 
tion Oj,  les  points  décrispants  a  et  les  centres  de  cour- 
hure  OL  de  leurs  trajectoires  forment  deux  ponctuelles 
projectiles  dont  les  points  doubles  se  confondent  en  0(. 

En  eiîét,  les  segments  O^  «,  O^  a  sont  liés  par  la  rela- 
tion 

I  I 


Oja        Oia 


const., 


qui  est  l'expression  la  plus  simple  de  deux  ponctuelles 
projectives  dont  les  points  doubles  se  confondent  en  O, 
(Chasles,  Géométrie  supérieure,  2*^  édition,  n°  171  ). 

Supposons  maintenant  que  les  ponctuelles  projectives 
dont  les  points  doubles  se  confondent  en  0\  soient  dé- 
terminées, sur  0<a,  par  le  point  «o  correspondant  au 
point  a»  de  l'infini,  et  sur  (d\b  par  Z>o  correspondant 
à  p«. 

Pour  construire  le  point  a  qui  correspond  à  un  point  a, 
traçons,  par  le  centre  instantané  Oj ,  deux  axes  rectangu- 
laires, tels  que  0\  x  soit  parallèle  à  la  droite  «0/^07  e'est- 
à-dire  à  la  corde  de  IWc  déterminé  par  l'angle  aO^b 
sur  le  cercle  des  inflexions. 

Soit  S  le  point  d'intersection  de  0,^^^  avec  la  droite  ab-^ 
si  nous  projetons,  du  point  S,  les  points  décrivants 
a,  .  .  . ,  ^0  sur  O)  X  en  «',  .  .  . ,  a\^^  la  ponctuelle  de  0<  x 
sera  perspective  avec  la  ponctuelle  formée  sur  Oj  a  par 
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les  centres  de  courbure  a,  ...,ax,  et  les  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  de  ces  deux  ponc- 
tuelles vont  concourir  en  un  point  S'  de  Oj  S.  Ce  point 
S'  est  déterminé  parla  droite  a'^a^,,  c'est-à-dire  par  la 
parallèle  à  O,  a  menée  par  «o-  Si  nous  joignons  ensuite 
le  point  S'  au  point  a',  l'intersection  de  cette  droite  avec 
Oj  a  nous  donne  le  point  a  centre  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire du  point  a. 


Nous  déterminons,  de  la  même  manière,  le  centre  de 
courbure  (3  de  la  trajectoire  du  point  h.  Nous  tirons  SZ?o 
qui  coupe  0<x  en  h\  et  par  h\  nous  menons  une  paral- 
lèle à  0|  ^  qui  coupe  0<  S  au  point  S'. 

En  e/Iet,  le  triangle  formé  par  cette  dernière  droite, 
par  ^'y  (ît^  et  par  à^  S',  a  ses  côtés  respectivement  paral- 
lèles à  ceux  du  triangle  Z^o^i  '^o  7  ces  deux  triangles  sont 
homoiogiques,  et  la  parallèle  à  O,  /^  menée  par  h\  coupe 
OiS  en  S'.  Donc,  le  point  [B  se  trouve  sur  la  droite  aa', 
ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Corolldirc.  —  Soient  [^(i)  et  [h)  deux  courbes  do  la 
ligure  mobile^  [^<t)^  i^-/»)  ^^s  enveloppes  de  ces  courbes; 
a  et  P  les  centres  de  courbure  de.  [d)  et  [!>)  eu  leurs 
points  de  contact  avec  leurs  (uivcdoppes. 

On  sait  que  les  points  ^^n,  />o,  délinis  comme  plus  haiît. 


(  3(,()  ) 

sont  les  projc^ctioiis  sur  0^  <7  el  G,  />  du  centre  instantané 
(lu  second  ordre  Go. 

Gn  sait  aussi  que  le  centre  de  courbure  a,  de  (e^)  au 
point  de  contact  avec  l'enveloppée  n'est  autre  que  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  a.  Le  centre  de 
courbure  j^,  de  (e^)  est  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire de  jii. 

D'après  notre  théorème,  énoncé  ci-dessus,  la  droite 
issue  de  G,  et  parallèle  à  aobo  et  les  droites  a^,  ai  j3< 
concourent  en  un  n^^me  point.  Ainsi  se  trouve  démontré 
le  théorème  de  Cinématique,  du  à  M.  Habich,  et  que  ce 
géomètre  a  fait  connaître  récemment  dans  les  Nouvelles 
yl finales  (  ^  ). 

Obser^^ation.  —  Le  théorème  général  que  nous  avons 
démontré  est  lui-même  un  cas  particulier  de  celui-ci  : 

Une  figure  se  déplace  dans  son  plan.  Soient  G  le 
centrée  ijistantané  de  rotation,  a  et  a'  deux  points  quel- 
conques jix  es  de  la  figure,  h  un  point  mobile  sur  Ob 
et  P  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  b 
au  moment  considéré:  le  lieu  géométrique  de  l'inter- 
section des  rayons  ab.^  a'  ^  est  une  conique  passant  par 
le  centre  instantané  ',  si  les  points  a  et  a'  sont  en  ligne 
droite  avec  le  centre  G,  ce  lieu  géométrique  est  une 
droite  passant  par  G  ;  enfin,  si  le  point  a'  est  le  centre 
de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  a  au  moment 
considéré,  le  lieu  géométrique  est  une  droite  passant 
par  le  centre  instantané  et  parallèle  à  la  corde  qui 
sous-iend  V arc  déterminé  sur  le  cercle  des  inflexions 

par  V  angle  aOb. 

3o  octobre  1882. 

OS"  série,  t.  1,  p.  \o^. 
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SIR  LES  CUBIOIJES  GAICIIES  PASSAIT  l»AR  CIXQ  P01I\TS 

DONÎ^ÉS; 

Par  m.  g.  KOENIGS. 


En  cherchant  la  solution  de  la  question  128o  pro- 
posée par  M.  Genty  dans  les  Noin^elles  Annales,  i^  série^ 
t.  XYII,  p.  487?  j'^i  ^té  conduit  à  quelques  propriétés 
des  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points  donnés  : 
j'énoncerai  simplement  les  résultats  en  me  contentant 
d'indiquer  la  méthode  qui  m'y  conduit. 

I.  Les  triangles  que  les  diverses  cubiques  passant  par 
cinq  points  tracent  sur  un  plan  fixe  a  sont,  on  le  sait, 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  Ha  de  ce  plan  :  la 
trace  sur  lé  plan  a  de  la  droite  joignant  deux  des  cinq 
points  est  le  pôle  de  la  trace  du  plan  des  trois  autres. 
Appelons,  pour  abréger,  points  correspondants  les  som- 
mets du  triangle  qu'une  quelconque  des  cubiques  du 
système  détermine  sur  le  plan  a.  On  voit  tout  de  suite 
que  : 

L(L  coiiKiae  \\^  étant  la  lieu  des  points  du  plan  a  (jià 
coïncident  a^ec  lui  de  leurs  correspondants.  Ha  se  troia'e 
être  le  lieu  des  /)oi/ifs  de  contact  du  même  plan  a^ec 
les  cubi(/ues  du  sj  slème  f/ui  le  touchent. 

Désignons  par  C.i  la  cubicpie  du  système  qui  passe  par 
le  point  X  de  l'espace.  La  cubique  C,.,  (jui  passe  par  le 
point  i'  pris  sur  la  conicpie  Ha,  a  sa  tangente  vt  dans  le 
plan  a,  elle  perce  ce  plan  au  point  w  pôle  de  \7  par  rap- 
port à  Ha.  Loi'sque  le  point  r  décrit  la  conicpie,  w  chu  rit 
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une   courbe  A«   dans    ic   plan  a,   cl   vt  enveloppe  une 
courbe  B». 

La  coiu'he  Aa  est  le  lieu  des  points  du  plan  a  dont 
les  poi/its  correspondants  coïncident . 

La  courbe  W  est  l' eni^eloppe  dans  le  plan  cf.  des 
droites  du  complexe  formé  par  les  tangentes  aux  cu- 
biques du  sjstème. 

On  peut  remarquer  que  le  cône  du  second  ordre  ayant 
w  pour  sommet  et  contenant  la  cubique  C,.=  C^v  est 
tangent  au  plan  a  tout  du  long  de  ^'w^  d'ailleurs,  cette 
droite  i^w  touche  au  point  ^  la  conique  Ha.  Donc  : 

La  courbe  Aa  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  contejiant  les  cinq  points  donnés  et  tan- 
gents au  plan  donné. 

La  conique  Ha  est  V enveloppe  des  génératrices  de 
contact . 

L'étude  de  la  courbe  Aa  complétera  donc  la  solution 
de  la  question  J285. 

n.  Pour  faciliter  l'étude  des  courbes  A»  et  Ba,  nous 
introduirons  un  système  de  quartiques  planes  que  nous 
allons  définir. 

Soient  A  une  droite  du  plan  a,  d  son  pôle  par  rapport  à 
Ha^  d'  et  d"  les  points  correspondants  de  d^  situés  sur  A. 
Les  cubiques  du  système  qui  rencontrent  une  fois  A  tra- 
cent sur  le  plan  a,  outre  la  droite  A,  une  courbe  Ua(A). 

Zrt  courbe  Ua(A)  est  du  quatrième  ordre;  elle  a  un 
point  double  en  <:/,  et  dd\  dd"  sont  les  tangentes  en  ce 
point  doubla. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  remar- 
(juerf[u'un  point  x  (1('<  riv.inl  la  droite  A,  s(^s  rorrespon- 
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danls  y  el  z  sont  alignés  avec  le  point  d  :  sur  toute 
droite  \  issue  de  d.,  il  n'y  a  que  deux  points  du  lieu,  et 
l'un  d'eux  vient  coïncider  avec  d  chaque  fois  que  la 
droite  \  vient  eoineider  avec  dd'  ou  dd'^. 

La  courbe  U«(A)  coupe  la  droite  A  aux  deux  points  <i' 
et  d''  d'abord,  et  puis  aux  points  où  A  coupe  la  conique 
Ha.  Cette  conique  est  donc  rencontrée  en  six  autres 
points  II  par  la  courbe  i^^(A).  Au  sujet  des  six  droites 
du  joignant  le  point  d  à  ces  points,  on  observe  que  : 

1°  Elles  sont  tangentes  aux  points  u  à  la  courbe 
U.(A); 

2"  Elles  sont  tangentes  aux  points  u  aux  cubiques  C„ 
et,  par  suite,  sont  des  droites  du  complexe  des  tangentes 
aux  cubiques  du  système  ^ 

3°  En  dehors  de  ces  six  droites,  on  ne  peut  mener  du 
point  d  d'autres  tangentes  à  la  courbe  Ba  ^  et  en  dehors 
de  ces  mêmes  droites  et  des  tangentes  dd'  et  dd^'  en  son 
point  double  r/,  la  courbe  Ua(A)  n'admet  pas  d'autre 
tangente  issue  du  point  d. 

On  voit  donc  que  la  courbe  U«(A)  est  de  la  dixième 
classe,  et,  par  suite,  qu'elle  n'admet  pas  d'autre  point 
double  que  le  point  d:  on  peut  voir  aussi  que  la  courbe 
Ua(A)  passe  par  les  dix  traces  sur  le  plan  a  des  droites 
joignant  les  cinq  points  deux  à  deux,  etc. 

En  faisant  tourner  le  plan  a  autour  de  la  droite  A,  on 
arrive  à  ce  résultat  : 

La  surface  décrite  par  les  cubiques  du  système  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  est  du  cinquième  o/drr. 
Elle  admet  une  cubique  double^  à  savoir  :  la  cubique 
du  système  qui  s'appuie  deux  fois  sur  la  droite  fixe. 

En  dehors  de  la  droite  fixe,  cette  surface  contient  les  dix 
droites  joignant  les  cinq  points  donnés  pris  deux  à  deux. 

m.    Revenons   à   la  courbe   Ha ^  nous  venons  de  ion- 
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sU'uirc;  li's  langentcs  (jii'oîi  peut  lui  mener  d'un  point 
quelconcjue  du  plan  :  elle  est  de  Ja  sixième  classe.  11  est 
aisé  de  voir  qu'elle  est  unicursale.  En  efïbt,  appelons 
I,  2,  3,  4?  ^  l''s  cinq  points  donnés,  la  droite  (i,  2)  peut 
être  adjointe  à  deux  coniques  circonscrites  au  triangle 
(3,  4i  ^)  et  tangentes  au  plan  a,  chacune  en  l'un  des  deux 
points  où  lia  perce  le  plan  (3,4,  5);  on  obtient  ainsi 
deux  cubiques  singulières  du  système,  tangentes  au 
plan  a  :  la  tracu;  du  plan  (3,  4-,  ^)  s'od're  donc  deux  fois 
comme  tangente  à  la  courbe  B»  :  c'est  donc  une  tangente 
double  de  cette  couibe.  Ainsi  : 

La  courbe  Ba  est  de  la  sixième  classe  et  unicursale  : 
ses  dix  tangentes  doubles  sont  les  traces  sur  le  plan  a 
des  plans  menés  par  les  cinij  points  pris  trois  a  trois. 

On  en  déduit  pour  la  courbe  A«,  qui  est  la  réciproque 
de  Ba  par  rapport  à  Ha,  la  proposition  suivante  : 

La  courbe  Ko.  est  du  sixième  ordre  et  unicursale  : 
ses  dix  points  doubles  sont  les  traces  sur  le  plan  (jl 
des  droites  joignant  les  cinq  points  pris  deux  à  deux . 

Et  pour  le  complexe  des  tangentes  aux  cubiques  du 
système  : 

Le  complexe  formé  par  les  tangentes  aux  cubiques 
gauches  passant  par  cimj  points  est  du  sixième  ordre. 

Le  cône  du  complexe  est  donc  du  sixième  ordre. 

Son  sommet  p  étant  pris  arbitraire  dans  l'espace,  on 
en  connaît  trente  génératrices,  savoir  : 

i"  Les  droites  joignant  p  aux  cinq  points  donnés^ 

2"  Les  droites  joignant  p  aux  dix  points  que  l'on  ob- 
tient en  prenant  les  traces  des  droites  joignant  les  cinq 
points  deux  à  deux,  sur  le  plan  d(;s  trois  autres^ 

3"    Les  (jiiin/.c  droiles  (pii,  issues  de/>,  reiieoiilrciil  (lia- 
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cune  un  couple  d'arêtes  opposées  des  cinq  télraèdresque 
l'on  peut  former  avec  les  cinq  points  donnés. 

IV.  Le  complexe  qui  nous  occupe  olïre  un  mode  de 
génération  intéressant,  qui  rentre  dans  un  ordre  de  con- 
sidérations développées  par  Transon  dans  un  Mémoire 
qui  a  été  l'objet  d'un  Rapport  de  Cliasles  [Comptes 
rendus,  t.  XLII).  Si.  à  toutpointp  de  l'espace,  il  corres- 
pond une  direction  de  droite,  la  droite  issue  de/^,  paral- 
lèle à  cette  direction,  fait  partie  d'un  complexe,  et  le 
point  p  s'appelle  le  point  de  départ  de  cette  droite  du 
complexe.  Dans  un  complexe  défini  par  les  points  de 
départ  de  ses  rayons,  il  existe  un  système  de  cônes  du 
second  ordre,  découverts  par  Malus,  et  auquel  Transon 
rattache,  dans  son  Mémoire,  d'importantes  propriétés 
infinitésimales  des  complexes.  Imaginons  que  le  point 
Pq  de  l'espace  soit  le  point  de  départ  d'une  droite  Aq  du 
complexe^  si  le  point  p  est  infiniment  voisin  de  p^^  le 
rayon  A,  dont /7  est  le  point  de  départ,  sera  infiniment 
voisin  de  Aq^  si  Ton  demande  que  A  forme  avec  Aq  un 
élément  de  surface  développable,  on  trouve  que  le  point 
p  doit  définir  une  droite  pQp  située  sur  un  cône  du  se- 
cond ordre  ayant  p^  pour  sommet  :  c'est  le  cône  de  Ma- 
lus. Ce  cône  varie  d'un  point  à  l'autre  de  l'espace  et 
engendre  le  système  de  cônes  que  nous  voulions  délinir. 

Dans  le  cas  actuel,  tout  point  p  de  l'espace  définit  une 
cubique  Cy,,  et  s'olïre  comme  le  point  de  départ  de  la 
tangente  à  cette  courbe  en  ce  point.  Le  complexe  qui 
nous  occupe  peut  donc  être  facilement  délini  par  le  point 
de  départ  de  ses  rayons. 

Relativement  au  cône  di;  ^Ldus,  il  nous  siiHira 
d'énoncer  ce  résultat  (ôrt  simple  : 

Le  cône  de  A  f al  us  lelatlf  à  un  poi/if  />y  de  l'espace 
est  le  cône  projeclif  à  la  cubif/ue  C^,  . 

.iiiti.di'  U,/r/irni,ir.,  .')^sôric,t.  II.  (.Iiiilli-t  iSS.Î.^  20 
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Le  complexe  que  nous  étudions  offre  donc  une  solu- 
tion du  j)rol)lcMne  suivant,  qui  dépend  d'un  système 
d'équations  différentielles  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordnî  : 

Trouver  un  complexe  défini  par  les  points  de  dépai^t 
de  ses  rayons,  et.  tel  (jue  le  cône  de  Malus  relatij  à 
tout  point  de  V espace  contienne  cinq  points  fixes. 

V.   Nous    terminerons  en    énonçant  une  proposition 
concernant  les  points  d'intersection  des  courbes  A»,  B 
et  Ha.  Elle  consiste  en  ce  que  : 

Les  courbes  ko.-,  B„  et  H^  sont  tangentes  aux  six  mêmes 

points. 

Appelons  //  un  de  ces  six  points^  comme  appartenant 
à  Ha,  zi' coïncide  avec  un  de  ses  correspondants^  comme 
appartenant  à  Aa,  ses  deux  correspondants  coïncident. 
En  u  SQ.  réalise  donc  la  coïncidence  de  trois  points  cor- 
respondants^ la  cubique  C,^-  est,  par  suite,  osculatrice  au 
plan  a.  Ainsi  : 

//  y  a  six  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points 
et  osculatrices  à  un  plan  donné.  Les  six  points  de  con- 
tact sont  sur  une  même  conique. 


m\mm\x\\m  d'i^  théorème  dk  feriut; 

Par  m.  GENOGCHI, 

Professeur  à  l'Université  de  Turin. 


Ce  théorème  est  énoncé  dans  les  Recherches  de  M.  Cli. 
Henry  sui"  les   ninnnsrrits  de   l'ermat,  et  revient  à  dire 
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(ju(^  le  système  des  deux  équations 

n'admet  de  solution  en  nombres  entiers  que  pour  a?  =  ^. 
Oji  écarte,  bien  entendu,  les  solutions  évidentes  x  =  i , 
}'  =  zh  I ,  ^  =: zt  I ,  et  X  =  —  \^  y  z=z  o ,  ^  =  ziz  I . 

Le  P.  Pépin  vient  de  s'occuper  de  la  question  ainsi 
posée,  mais  ses  calculs  assez  prolongés  et  difliciles  ne 
conduisent  pas  à  un  résultat  simple  et  précis  qui  devrait 
être  la  vérité  ou  la  fausseté  de  l'assertion  de  Fermât, 
car  il  conclut  seulement  que,  si  un  nombre  peut  la  dé- 
mentir, il  doit  dépasser  l'unité  suivie  de  3848  cliifTres. 
J'ai  donc  pensé  qu'il  n'était  pas  sans  intérêt  de  montrer 
que  quelques  principes  connus  depuis  longtemps  per- 
mettaient non  seulement  d'abréger  beauconp  la  discus- 
sion, mais  de  parvenir  à  une  conclusion  précise,  et  cela 
en  suivant  la  voie  tracée  par  le  P.  Pépin. 

En  éliminant  x,  on  trouve 

OU,  SOUS  une  autre  forme, 

et  \^\ y  peut  être  un  nombre  impair  ou  bien  un  nombre 
pair. 

Soit  j)'^  impair.  Les  formules  connues  pour  les  tridngles 
rectangles  en  nombres  donneront 


/2_i_   0-2  fi. 0-2 


y  et  .g-  étant  deux  nond)res  entiers  inq)airs  et  preinieis 
entre  eux.  H  s'ensuit,  d'après  l'équation  i -= /^'.  (juOii 
aura 
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ivec  ///  ('<  //  entiers,  et,  par  (conséquent, 


y'^=/n'-/i-,      m- ji- — i  =  ' 

j.  j. 

d'où 

résultat  absurde,  puisque  le  double  de  la  somme  de  deux 
biearrés  ne  peut  être  un  carré.  Il  y  aurait  exception  pour 
///  =  ziz  I ,  //  =  zh  1 ,  mais  cela  donnerait  j  "-=  i ,  et,  par 
suite,  a;  =  I,  r:-=  i,  solution  écartée. 
Soit  maintenant  y  pair.  On  fera 

en  supposant  quej^  et^  sont  deux  nombres  entiers,  pre- 
miers entre  eux,  le  premier  pair  et  le  deuxième  impair. 
L'équation  j-=  if  g  donnera 

avec  a  et  ^  nombres  entiers,  et  il  en  résultera 

j2==:  4a2  32,      4a2p2_  j  = /S _  o-2  ^  4 a^ _  ^4. 

Cette  dernière  équation  se  met  sous  la  forme 

(2a2+  |32)2  =  i_t-8aS 
et,  en  faisant,  pour  abréger,  2  a- -h  [i-  =  p^  on  a 

8a^z=  (/?H-J)(7?  — i). 

/?  est  un  nombre  impair,  et  /> -4- i ,  p  —  i  sont  deux 
iiombres  pairs  n'ayant  d'autre  facteur  commun  que  2. 
Soit  donc  a  =  nui^  m  et  /^  étant  premiers  entre  eux,  il 
s'ensuit 

(l 'où 

zb  I  =  m^ —  a/i'^, 
parlant 

m'^zç:  I  =  2/1*. 

Ainsi  la  dillérciicc  ou  la  somme  m'  ziz  i  de  deux  bicarrés 
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serait  double  d'un  carré,  ce  qui  est  encore  impossible. 
II  y  a  exception  pour  /7i  =  zh  i ,  /z  =  o  ou  /?=  dz  i  -,  mais, 
dans  le  premier  cas,  on  aurait 

a  =  o,     y  =  o,     x  =  —  I,     ;3-=i, 

solution  écartée^  dans  le  dernier,  on  aura 

a=±i,    p  =  3, 
d'où 

et,  par  conséquent, 

7^=4,     ^=8  —  1  =  7, 

solution  de  Fermât.  Celle-ci  est  donc  la  seule  admissible, 
et  le  théorème  de  Fermât  est  démontré  complètement. 

Les  principes  dont  j'ai  fait  usage,  sur  la  somme  et  la 
diiïerence  de  deux  bicarrés,  remontent  au  Traité  sur  les 
triangles  rectangles  de  Frenicle,  et  on  peut  les  trouver 
dans  un  ancien  Mémoire  d'Euler  [Comment,  yïcad. 
Petrop.,  t.  X  pour  1738,  publié  en  1747?  P-  ^^-^  etsuiv.). 
En  i855,  j'ai  obtenu  ces  théorèmes  en  étudiant  la  théo- 
rie des  nombres  appelés  congrus  par  Fibonacci,  lesquels 
peuvent  être  regardés  comme  exprimant  Vaire  d'un 
triangle  rectangle,  de  manière  que  cette  théorie  des 
congrus  est  intimement  liée  avec  celle  des  triangles  rec- 
tangles en  nombres,  tant  cultivée  par  Diophante,  Fre- 
nicle, Fermât.  J'ai  prouvé  que  les  formules 

/•'•^ -f-  î  .ç' ,     •>.  /•  '  -f-  '1  .v '' >     /■'  —  ••»■'* , 

où  /•  et  s  sont  supposés  entiers,  représentent  toujours 
des  congrus,  et  que  la  même  cliose  a  lieu  j)()ur  les  (or- 
mules 

/•>  -h  G  r^  s'i  -h  s\     ±  (  /•'•  —  G  r^  s^-  -^  s''  ) , 

si  /•  et  .V  sont  deux  nombr(\s  enliers,  l'un   |);ni'  el   1  aiilre 
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ini[)air.  J'ai  prouvé  de  plus  qu'aucun  congru  ii'csl  carré, 
ni  double  d'un  carré,  ni  égal  à  un  carré  niidtiplié  par 
un  nombre  premier  de  la  forme  Sm-h  3,  ou  par  le  double 
d'un  nombre  premier  de  la  forme  8/7i-f-5,  ni  par  le 
produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  8/?^  -f-  3, 
ni  enfin  par  le  double  produit  de  deux  nombres  premiers 
de  la  forme  Bz/i-f-J.  Je  crois  que  ces  derniers  théo- 
rèmes étaient  nouveaux. 


FROPOsrnoi\s  de  m.  uoivket. 


I.  Trouver  un  nombre  entier  dont  le  carré  soit  égal 
au  produit  tt^l'^  de  trois  triangulaires  consécutifs j 
ou,  autrement,  trouver  un  triangulaire  égal  à  la  somme 
de  deux  carrés  d'entiers  dont  l'un  est  1  unité. 

JI.  Quelles  sont  les  valeurs  entières  et  positives  de  jc 
pour  chacune  desquelles  j  x  et  y  ont  le  même  chiffre  des 
unités  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de y^? 

m.  La  somme  des  puissances,  d'un  même  degré  i 
impair   et  positif,   des  ni  nombres   i,   2,  3,  ...,  Jn  est 

divisible  par  le  triangulaire  t  =  -J7i[ni  -i-  i)^  somme  de 

ces  771  nombres. 

IV.  Trouver  un  groupe  de  trente  impairs  consécutifs 
dans  lequel  le  nombre  des  impairs  'premiers  soit  égal  à 
celui  des  impairs  composés. 

V.  Dans  toute  suite  de  soixante  entiers  consécutifs, 
dont  le  plus  petit  excède  cinq,  le  nombre  des  impairs 
premiers  est  au  plus  égal  à  quinze. 


(  ■^"  ) 

COJiCOlIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CIÎRlTItALE 

(première  sessiOx\,  1882). 

SOLUTION  DE  M.  Edmond  LEVAIRE, 

Élève  du  pensionnat  Notre-Dame-du-Sacré-Cœur. 


Gréométiie  analytique. 

Soit  — +  ~  —  I  =0  V équation  d'ujie  ellipse  rap- 
portée à  sojL  centre  et  à  ses  axes  ;  et  soient  a,  ê  les 
coordonnées  d'un  poijit  P  situé  dans  le  plan  de  cette 
ellipse. 

Former  V équation  générale  des  coniques  qui  passent 
par  les  points  de  contact  M  et  M'  des  tangentes  menées 
du  point  P  à  l'ellipse^  et  par  les  points  Q  et  Q\  où 
cette  ellipse  est  rencontrée  par  la  droite 

Disposer  du  paramètre  ^  et  de  l'autre  paramètre 
variable  que  contient  VéquatioJi  générale^  de  manière 
qu  elle  représente  une  hjperhole  équilatère,  passant  par 
le  point  P. 

On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée 
par  r équation  x  -\- y  =  /,  et  Von  demande  : 

i"  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de 
r  ellipse  sur  la  droite  QQ^^ 

2°  Le  lieu  décrit  par  la  point  de  rencontre  des  cordes 
MAF  et  QQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points 
fixes,  (pielque  soit  /,  et  déterminer  ces  points.  Cheiclier 
pour  quelles  valeurs  de  l  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites 
et  détermine/'  ces  droites. 


(  3..  ) 

I.  J.a  ciroiu'  MM'  est  la  polaircî  du  point  P,  par  rapport 
à  l'ellipse^  son  c'qiiatioii  (;st 

(0  —  -+-  --i  —  1  =  0. 

La  droite  Q(^' a  pour  cupuilion 

a^         b-        ' 

Donc,  l'ecjiiation  générale  des  coniques  passant  parles 
points  d'intersection  de  ces  deux  droites  avec  l'ellipse 

tîSt 

ou 

La  condition  pour  que  cette  équation  représente  une 
hyperbole  équilatère  est 


I         Xa2  /  I         À52\  /  (  I  \       ,  /a2        62\ 

ce  qui  exig(î  que 


A  =  — r^^ 7T-^  i  '  )• 


(')  Si  a^ê^ — b''x'—o,  \  GSt  infini,  et  l'équation  (3)  représente  le 
système  des  deux  droites  MM',  (^^l' -  Dans  ce  cas  particulier,  il  n'y  a, 
en  réalité,  aucune  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  M,  M', 
O,  Q'.  C'est,  d'ailleurs,  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  sans  avoir 
recours  à  l'équation  (3). 

En  effet,  les  coefficients  angulaires  des  droites  MM',  QQ',  étant 
égaux,  et  de  signes  contraires,  les  points  M,  M',  Q,  Q'  où  l'ellipse 
est  rencontrée  par  ces  deux  droites  appartiennent  à  une  même 
'inonO  rence.    Il  on  l'ésnltr-  (\\\r    tonte   ri»iiii[ne  circunsrrilc   an    qna 


(  :i'3) 
Pour  que  l'hyperbole  passe  par  le  point  P,  il  faut  la 
condition 

a2         g2  /a2         g2  \  /a2         S2  \ 

ou  bien,  en  réduisant, 


Remplaçant  ).  par  sa  valeur,  il  vient 

,,,       a^H-^>2        /a2  g2\  a2_}_^2 

a* 52 — b"x^\a^-        h^  )  a*b^ — o^a2  ' 

de  cette  équation  on  tire 

_    g2  _  ^2 
'■'"  ~    «2  _|_  ^2  * 

Les  conditions  cherchées  sont  donc 

A  =  «2^2  -— ^- --—      et     .a  = 


a 


V  g2  _  64  a2  '  «2  _^_  ^2 


II.  Pour  trouver  : 

1  "  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  V  ellipse 


drilatcre   MM'QQ'  a  des  axes   respectivement  parallèles  à  ceux  de 

l'ellipse,  c'est-à-dire  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Que  si  la 

conique  circonscrite  au  (juadrilatère  MM'QQ'  est  une  hyperbole  équi- 

latcre,   ses   asymptotes   seront  parallèles  aux   bissectrices  des  angles 

que   forment   les  axes  de  coordonnées  en  se  coupant   au   rciilro   de 

l'ellipse.  Or,  lorsque  a^&'^ —  b^oi^—  o,  la  droite  MM'  est  aussi  parallèle 

à  l'une  de  ces  deux  bissci'trices,  car  l'égalité  supposée  a^6'- —  6'a-  =  o 

donne 

a        ,    a^       a       b- 

6  b-        b       a^ 

<x       b- 
et  —  7;  X -V,  est  le  coefficient  angulaire  de  MM'.   Pcmu,   s  il  existai! 
fj       ((- 

alors  une  Iin  pi'rbolc  ('(jnilatèr<\  passant  par  les  points  M,   M',  (>,  <>', 

une  droite  iMiM'  parallèle  à  lune  des  dciix  asyniplolcs  de  !  Ii  \  [u  rbole 

couperait  cette  courbe  en  deux  points  M,  M',  situés  à  distance  Unie, 

ce  qui  esl,  comme  on  sait,  impossible.  *,''•' 


(  :5.4  ) 

SU/-  lu  (Iroilc  (^(^',  loisqii'oii  lail  niouvoir  le  point  P  sur 
la  droilo  représentée  par  l'équation  xH-y=/,  nous 
remarquerons  qu'en  remplaçant  [xpar  savaleurl'équation 
de  la  droite  QQ'  devient 

a.r         6r         6"-  —  a- 

*')  ^  -  iï -^  ^n-ïi  =  »■ 

La  perpendieulaire  à  cette  droite,  menée  par  l'origine, 
a  pour  équation 

(2)  ab'^y  —■  ^a^x  =  o. 

Le  point  P  devant  se  trouver  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  H- r  =  ^>  on  a 

(3)  a  — 6=/. 

L'équation  du  lieu  clierclié  résulte  de  l'élimination  de 
a  et  ê  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3). 
Les  deux  dernières  donnent 

a^-lx  p  b^ly 

a= -r-. :r-       et       5=  ^  . 


b^y  —  a^x     ""^     "        b^y  —  a^x' 

et,  en  remplaçant  dans  la  première  a,  ê  par  ees  valeurs, 
et  réduisant,  on  trouve 

m 

C'est  l'équation   du  lieu  cherché,   qui  est  un  cercle 
passant  par  l'origine  des  coordonnées  (  *  ). 


/ 1 X  T  1         6-  —  a-    ,  .  (  6  —  a  )  /  . 

(  ')  La  valeur  — —  de  a  revient  a  — ; r-r-  '   puisque  a  +  o  =  /, 

et  l'équalion  de  la  droite  QQ'  peut  s'écrire 

ax        6y        (6  —  a)  / 

a-*  6^  a-  -H  6- 

H'on 

*       — : 5 T'    )    ~   6 rr    —   r)    =   f>: 

^  a-        a^-\-b-  '  \a--ï-  b'       -  / 


62 

I  : 

=  o 

«2 

èy 

62. 

— 

0(2 
62 

a  - 

-f-S  = 

:/. 
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2°  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  cordes 
MM'e^  QQ'est  représente  par  l'équation  qui  résulte  de 
l'élimination  (le  a  et  ê  entre  les  trois  équations 

(4) 

(6) 

La  résolution  des  équations  (4)  et  (6)  par  rapport  à  a 
et  ê  donne 

I —  I 

a= et     0= 

-^  _  Z  ^_  Z 

a2  62  «2  ^2 

En  portant  ees  valeurs  de  a,  ê  dans  l'équation  (5)  et 
réduisant,  on  trouve 

(7)     2(a2H-62):rj—  |(a2+  b'- ^  l'-){a''~y -\- b^x)^  la^b''-  =  o, 

on  satisfait  à  cette  équation  en  posant 
X  l  l 


a?        d^-\-b'  a- 4- 6^ 


■y  ^  o; 


donc,  quels  que  soient  a  et  6,  la  droite  QQ'  passe  par  un  point  fixe  V 
dont  les  coordonnées  x,y  ont  respectivement  pour  valeurs 

là'  Ib' 


-,  > 


d^  H-  6-       a-  -I-  b- 

II  s'ensuit  que  le  lieu  de  la  projection  du  centre  C  de  l'ellipse  sur  la 
droite  QQ'  est  la  circonférence  décrite  sur  CF  comme  diamètre. 

La  droite  MM'  est,  de  même,  assujettie  à  passer  par  un  point 
fixe  F',  qui  est,  par  rapport  à  l'ellipse,  le  pùlc  de  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  H-JK  ~  /,  et  dont  les  coordonnées  sont 

à-  b- 

Le  lieu  de  la  pi"oj(M'tion  du  ((Milrc*  ('.  (!<>  r('lli[)sc  sur  la  droite  MM'  est 
la  circonférence  dont  CI'"'  est  un  diamètre. 

Ces  deux  circonférences  >onl  tant;onte>^  l'une  à  l'antre  an  centre  (\c 
l'ellipse.  1(1.) 


(  ^'^>  ) 

ccjuation  (jui  n^présciile  une  liypcrbole  éqiiilatère,  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Démontrons  maintenant  que  ce  dernier  lieu  passe  par 
deux  points  Jixes^  <piel  (jue  soit  l. 

L'équation  (y)  est  vérifiée  lorsque  les  deux  suivantes 
le  sont  simultanément: 

(rt2_j_  fj^^xy  -\-  aP-h''-  =  o,     a'^-y  -^  b-x  =  o. 

Ces  deux  équations  sont  indépendantes  de  /;  le  lieu 
passe  donc,  quel  que  soit  /,  par  les  deux  points  fixes,  in- 
tersection des  lignes  que  les  deux  équations  représentent. 
En  les  résolvant,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  deux 
points. 

L'équation  n-j  -f-  h'-x  :=  o  donne 

et,  par  suite,  on  a 

ï(«^H-  62)^2.^  a'^1,1  —  o, 

d'où 

X  =  ±  et    y  =zf. 


L'un  des  deux  points   a  pour  coordonnées  -+- 

62  ,,  «2  ^2 

5  et  1  autre  — 


a-i 


v/a2  -f-  62 


v/a2  4-  62  v/a2  -i-  62  sja'^  -h  62 

Les  valeurs  de  /  pour  lesquelles  lelieu  se  réduit  à  deux 
droites  s'obtiendront  en  exprimant  que  les  coordonnées 
du  centre  vérifient  l'équation  du  lieu. 

En  désignant  par  f^.  et  f\.  les  dérivées  du  premier 
membre  de  l'équation  (7),  on  a 

/:,.  =  2(«2  --  62)J  -  ^1  {a^-^h^-  -i-  /2)  =  o, 

/;    =   0.(  a2  M-  62  )  X     -    y  (  «2  H-  62  -i-   /2  )   ^   (►, 


(  -^>7  ) 
(l'oii 

_    /^2  (  «2  -I-  />2  _4_   1-2  )  _    «2  (  r/,2  +  />2  _|-/2  , 

■^'  9. /(  «2  4- 6-2)       '      -^  -       'i.Ha'^^b'-) 

et,  par  suite, 

,,,  «2^2    («2_^è24_   /2)2 

ce  qui  se  réduit  à 

(a2_|_è2_ /2)2  ^o,     d'où     /=dzv/âM^. 
Donc  le  lieu  se  réduit  à  deux  droites,  lorsque 

l  =  +  /a2  +  <^2     ou     /  =  —  v/rt2~rp. 

Pour  déterminer  les  équations  des  deux  droites  dans 
chacun  de  ces  deux  cas,  il  suffît  de  remplacer  /  par  ses 
valeurs  dans  les  équations 


La  valeur  H~  ^/a-  H-  b-  de  /  donne 


«2  /,2 

X  =  ,     y  = 


v/a2+^2  ^a^  _<_[,: 


Et    pour   /  =  —  s^/a'--h  ô-     les    équations    des    deux 
droites  deviennent 

a2  //2 


si  a''-  -h  b'^  s/a-^  4-  6  2 


BIULIOGIUIMIIL 


iKS    ORGANISMES    VIVANTS    DF,    l'AT WOSPHÈUF,  ;     par    M.      V. 

iMi(jiicL    <]o(!l<Mir   es  sciences,    docteur   en    McmIcmmiic, 


(  :5i8  ) 

chef  (lu  Service   niicrograpliique  à  1  Observatoire  de 
Montsouris.  Paris,  Gautliier-\  illars,  i883. 

Depuis  longtemps  on  avait  l'intuition  de  germes  microsco- 
piques flottant  dans  l'atmosphère  et  donnant  lieu,  là  où  ils  s'a- 
ballaicnt,  soit  à  des  fermentations  variées,  soit,  dans  un  ordre 
j)lus  compliqué,  à  des  maladies  diverses. 

Sans  remonter  bien  haut,  on  sait  que  Raspail,  sur  cette 
donnée,  a  édifié  presque  toute  sa  thérapeutique,  mais  c'est 
surtout  de  la  grande  lutte  de  Pasteur  et  de  Pouchet  sur  la 
génération  spontanée  que  datent,  en  France,  les  procédés  scien- 
tifiques appliqués  à  cette  étude. 

L'air  tient  en  suspension  des  particules  inorganiques  de 
toutes  sortes,  depuis  les  résidus  de  nos  industries  jusqu'à  des 
globules  de  fer  météorique.  On  y  trouve  des  corps  organisés 
très  variés,  à  l'état  de  germes  ou  de  développement  complet, 
à  l'état  de  débris. 

Pour  en  faire  l'étude,  il  faut  d'abord  les  récolter,  les  exami- 
ner ensuite. 

L'auteur  décrit  avec  détails  les  appareils  proposés  pour  les 
recueillir.  Il  passe  ensuite  aux  procédés  qui  permettent  d'en 
déterminer  la  nature. 

Il  faut  reconnaître  que  parfois,  dans  cette  recherche,  le  mi- 
croscope serait  trompeur.  Il  existe  heureusement  un  mode  d'ex- 
périmentation permettant  de  pallier  l'insuffisance  de  nos  in- 
struments d'optique  et  de  compter,  sans  le  secours  immédiat  du 
microscope,  les  germes  aériens  des  bactéries.  Ce  procédé,  fécond 
en  magnifiques  résultats,  c'est  la  culture  des  microbes,  vulga- 
risée par  M.  Pasteur.  La  manipulation  des  liqueurs  de  culture, 
et  comme  corollaire  des  liqueurs  stérilisées,  tient  donc  une 
place  importante  dans  le  livre  de  M.  Miquel. 

L'auteur,  passant  à  l'application  des  procédés  décrits,  expose 
le  résultat  de  ses  recherches  particulières  sur  l'air  de  Paris, 
pris  sur  des  points  très  différents,  des  hauteurs  de  Montsouris 
aux  angles  rentrants  des  hôpitaux  et  jusque  dans  la  profon- 
deur des  égouts. 

L'étude  des  antiseptiques  s'ensuit  tout  naturellement. 

?]nfin,  comme  conclusion,  M.  Miquel  fait  ressortir  les  hautes 
(les!  iiH'cs  dune  science  qui  ne  date  ponitant  (jue  d'hier  et  le 
chemin  parcouru  en  si  peu  de  temps. 

Le  Livre  de  \],  Miquel,  comme  je  vf)M(lrais  le   faire    ressortir 
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davanlage  dans  cet  aperçu,  est  d'un  grand  intérêt.  A  coté  de 
travaux,  tout  à  fait  personnels  et  très  originaux,  il  réunit  des 
notions  et  des  documents  qui  n'avaient  jamais  été  classés  jus- 
qu'à présent  avec  autant  ordre. 

D*"  Harzé. 
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pagni,  socio  ordhiariodcll'Accadeniia  poiitilîcia  de'nuovi 
Lincei  ^  socio  corrispoiidentc  dcU'Accademia  délie  Scienze 
deirisliluto  diBologna;  delleR.  Accademie  dclle  Scienze 
di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettere  ed  Ai  ti  di  Modena,  e  socio 
onorario  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Berlino. 

Tomo  XJV,  i88i. 

Gennaio-Fkbbraio.  —  Intorno  ad  uno  scrilto  inedito  di 
Adefardo  di  Hath,  intitolato  «  Régule  Abaci  »  ;  B.  Boncoin- 
pagni. 

Régule  Abaci. 

Annunzi  di  recenli  pubblicazioni. 

Marzo.  —  Etudes  sur  Zarkali,  astronome  arabe  du  xi''  siècle 
et  ses  Ouvrages;  par  Maurice  SteinschneideT\ 

Aprile.  —  Supplément  à  la  bibliographie  de  Gergonne;  par 
M.  Charles  Henry. 

Suir  ottica  degli  Arabi,  per  Eilardo  Wiedemann.  Tradu- 
zione  dal"  tedesco  del  D''  Alfonso  Sparagjia. 

vVnnunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Maggio.  —  Notice  sur  un  manuscrit  inédit  de  Claude  My- 
dorge  ;  par  M.  Charles  Henry. 

Extraits  du  Traité  de  Géométrie  de  Claude  Mydorge  (ma- 
nuscrit Fonds  français,  n"  656,  de  la  Bibliothèque  nationale 
de  Paris). 

GlUGNO.  —  Alcune  leltere  inédite  di  Oalilro  Galilei,  j)ubbli- 
cate  ed  illustrate  da  Giiherto  Govi. 

Anniiiizi  (h"  recenli  pubblicazioni. 

LuGLio.  —  Appendice  au  Triparty  en  la  science  des  nombre? 
de  Nicolas  Chuquet,  Parisien;  par  Aristide  Marre. 

Agosto.  —  In  memoriam  dominici  Chelini  j|  colleclanea  || 
matlicnialica  |  niiiic  priiiiinu  édita  j|  cura  et  studio  ||  L.  Gre- 
mona  et  1'^.  Hellraini  ||.  Opuscuia  con^cripsernnt ,  ece.  1  Ae- 
eessit  imago  (^jnsdem  Chtdini  et  teslamentum  \ic.  Tartalea?]. 
Sumplibiis  II  Ijlrici  Uoepli  ||  jiibliopolae  ||  Alediolani  |{  \ea- 
poli  II  Pisis  II  MnCCCIAWI.  In-S'  di  .;68  pagine.  —  E.  ^ar- 
dueci. 

Ainiiin/.i  di   recenli    piibblica/.loni. 

Aitii.  <!<•  Mittln'-mui  .    l*' st-iie,  1 .   11.  (,lnill(>t    iS8.1.)  ?•  l 


(  ■^■'■■'  ) 

Skttkmbuk.  —  hildio;;!  a|)hic'  nôoilandaisc  hisJorico-scienli- 
liquo  des  Ouvrages  importauls  doiil  les  auteurs  sont  nés  aux 
XVI'".  wii'  cl  wiii*  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications;  par  le  D'  D.  Bicrens  de 
Jfaaji. 

Ottohuk.  —  Biiiliographie  néerlandaise  historico-scienti- 
fîque  des  Ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont  nés  aux 
xvi'\  xvii"  et  xviii''  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications  ;  par  le  D'"  D.  Dierens  de 
llaan , 

Annuuzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Novembre.  —  Bibliographie  néerlandaise  historico-scienti- 
fique  des  Ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont  nés  aux 
XVI*',  xvii''  et  xviii''  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications;  par  le  D'  D.  Bierens  de 
Haan.  (Gontinuazione.) 

Sulla  storia  délie  Scienze  naturali,  presso  gli  Arabi.  Pesi 
specifici  ;  del  D'"  Eilarde  Wiedeinanii.  Traduzione  del  D"^  Al- 
fonso  Sparagna, 

DicEMBRE.  —  Notice  sur  un  Ouvrage  astronomique  inédit 
d'Ibn  Haitham;  ^t-Av  Maurice  Steinschneider. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 


SOLITIOKS  m  (JIESTIOKS 
PROPOSÉKS  DA\S  LES  IVOIYELLES  A^I\4LES. 


Question  liJO 

(voir  3'  série,  t.  I ,  p.  336); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Etant  donné  un  contour  poly gonal  inscrit  ddns  une 
])(n'cd)ole  et  tel  (jue  les  projections  de  ses  côtés  sur  In 
directrice  soient  é^fdes,  on  mène  par  chacun  de  ses 
soiwncts  une  jxirdllélc.  P  //  /  avr  de  lu  paraholc,  puis 
un  pr<)lo/ig(;  tuas  les  côtés  du  contour  dans  le   même 


{  3.3  ) 
sens  jusqu'à  la  première  P  cjuils  rencontrent.  Tous  les 
segments  aùisi  déterminés  sur  les  lignes  P  sont  égaux. 

(D'OcAGIVE.) 

Soient 

l'ëquation  de  la  parabole,  /r  la  projection  de  chaque  côté 
du  contour  sur  la  directrice 5  Xy.,jx  :  X2,jK2î  -^"sî  JTs  ^^^ 
coordonnées  de  trois  sommets  consécutifs.  L'équation 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  derniers  est 

(73  —J2)^  —  (^3— -2:^2)7  +  ^372  ~^2j3  =  O 

1  yl       yX       t  • 

ou,  en  remplaçant  x^  et  .r»  par  ^^^  et  ^^^  et  divisant  par 
^  ^     "  '  ^      '?.p        ip  ^ 

J2  +  73  7273 

2/>  2/> 

d'où  l'on  tire,  pour  l'abscisse  du  point  où  elle  rencontre 
la  droite  P  passant  par  x^ ,  j  , , 

•2^=  ;^(rij2  +  7ij3  — J2J3) 

et,  pour  le  segment  compris  entre  ce  point  et  la  para- 
bole, 

^1  —  ^  =  —  (  J?  —  Ji  J2  —  JKi/s  +  7273)- 

En  remplaçant  72  ^'t  J3  par  leurs  valeurs  j,  -f-A, 
j^4  +  2A  (en  supposant  y  croissant  avec  l'indice  1,  il 
vient 

£Ci  —  ar  =    —  j 

valeur  indépendante  de  l'indice. 

Si  les  côtés  étaient  prolongés  dans  le  sens  opposé,  il 
suflirait  de  changer  le  signe  de  A,  ce  qui  nie  nioditie  pas 
le  résultat. 


(   3:'.1    ) 
Question    \\\,\ 

{  voir  T  série,  t.  I,  p.  383)  ; 

Par  m.  i:.   [  AUQUEMBERGUi:, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Si,  par  un  point  quelconque  M  de  la  sécante  com- 
mune à  deux  coniques  homothétiq ues ,  on  mène  une 
droite  quelconque  AB  coupant  la  première  en  A  et  B, 
la  seconde  en  A'  et  B'^  les  produits  MA  X  ÎMB  et 
MA'x  MB' 5e/'o/zf  égaux.  (P.  Bakbarin.) 

Menons  dans  les  coniques  les  diamètres  COD,  G'O'D' 
parallèles  à  la  sécante  commune  IMK,  et  les  diamètres 
EOF,  E'O'F'  parallèles  à  la  droite  variable  AB  (*). 
D'après  le  théorème  de  Newton,  on  a 


MA  X  MB        OE  X  OF 

OE 

MI  X  MK  ~  OG  X  OD  ~ 

2  ' 

OG 

de  même 

MA'x  MB'       O'E'^ 
MIxMK         r^^nr 

Or,  les  coniques  étant  liomotliétiques,  on  a 

OE  _  O'E'^ 

ÔG  "  Wâ' 

donc 

MA  X  MB  =  MA'x  MB'. 

c.     Q.     F.     D. 

A'o/t'.  — Solutions  analogues  de  MM.  Moret-Blanc  ;  Berthelet,  élève 
au  Lycée  de  Moulins;  Adrien  Paluz,  élève  à  l'École  Polytechnique  de 
ZuiMcli. 

C)  fiC  lecteur  est  pri('  de  faire  la  figure. 


(  :ur>  ) 

Question    1418 

(voir  3"  série,  t.  I,  p.  i3i  )  ; 

Par  m.  lez. 

On  donne  une  ellipse  de  demi-axes  OA,*OB  et  deux 
circonférences  concentriques  à  l'ellipse^  et  de  rayons  /', 
R;  7'  =  OB.  Une  droite  issue  du  centre  O,  coniniun  aux 
trois  courbes,  coupe  les  circonférences  r,  R  en  des 
points  C,  D  par  lesquels  on  mène  des  parallèles  à  OA 
dirigées  dans  le  sens  OA.  La  première  rencontre  V el- 
lipse au  point  E,  la  seconde  est  rencontrée  en  un  point  F 
par  la  Jiormale  à  l'ellipse  en  E  ;  trouve?'  le  lieu  géomé- 
Udque  du  point  F.  (  E.  Lebon.) 

Une  droite  j  ^=  mx  issue  du  centre  commun  O  ren- 
contre   les    cercles   x- -i-j)  -  = /-   et  x- -h  j^  =  R-  eu 

des  points  C  et  D  ayant  pour  ordonnées  j  =  —==  > 

\/i  -T-  m- 
nvK 

'^  ~~  v/i  +  m2  * 

La  parallèle  CE  à  l'axe  focal  rencontre  l'ellipse 

au  point  E  ayant  pour  abscisse 


^=^\/ ^ 


m^ 


Les  coordonnées  de  ce  point  E  deviennent 


a  mb 

x=  ,     y  = 


quand  /'  =::^  h  =i^  01). 

La  normale  en  E,  représentéi»  par 

//?/>  fU)}   f 

X  — 


m 


s/i-hm2  b    \  y/i-Hm2J 


(  3.6  ) 
rencontre  la  droite  DF,  où 

(I)  y  = 


en  un  point  1^'  ayant  pour  abscisse 

(Si)  x=^ 


a  v/iH-  /n2  a  \J \ 


jn- 


Eliniinant  la  variable  ni  entre  les  équations  (  i  )  et  (  2  ), 
on  aura  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  F  ;  on  ob- 
tient ainsi  une  ellipse 

(c2  +  èR)2  "^  R^  ""  ^ 
concentrique  à  l'ellipse  donnée  ('). 

Note.  —  La  même  question    a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  ; 
Léon  Roussel,  élève  du  Lycée  de  Lyon;  et  par  un  anonyme. 


Question    14^21 

(voir  3'  série,  t.  î,  p.  iSz); 

Par  m.  Victor  de  STRÉKALOF,  à  Saint-Pétersbourg. 

Soient  AOD,  BOE,  COF  les  trois  hauteurs  et  G  le 
centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC;  démontrer  que 
les  cercles  circonscrits  aux  triangles  AGD,  BGE,  CCxF 
se  coupent  en  un  second,  point  qui  est  V intersection  de 
la  droite  OG;  et  de  V  axe  radical,  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC^  et  du  cercle  des  neuf  points  de  ce 
triangle.  (Rev.  G.  Richaudsoiv,  M. -A.) 

On  sait  que  les  polaires  d'un  inéine  point,  relatives 
aux  trois  angles  d'un  triangle,  vont  rencontrer  respecti- 

C  )  CettP  cilipsr  devient  un  rerrlr  lorsque  R  —  <7  H-  h. 


(  3.7  ) 

veiTKiiit  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (Châsles,  Géométrie  supérieure,  i*"  édit.,  1880, 
p.  257.).  De  plus,  si  ce  point  est  le  point  O  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  ABC,  la  droite  mentionnée  sera 
l'axe  radical  du  cercle  circonscrit  au  triangle  et  du  cer- 
cle des  neuf  points  de  ce  triangle. 

En  effet,  soient  F'  le  point  de  rencontre  du  côté  AB 
avec  la  polaire  de  O,  relative  à  l'angle   opposé  C,  et  C 
le  milieu  de  AB  (  '  ).  On  a 

(i)  F'B.FA  =  F'A.BF; 

d'où  l'on  tire  successivement 

F'B(BA  —  BF)  =  (F'B  +  BA).BF, 
F'B.BA  =3  2F'B.BF  -^  a.BG'.BF,  =  2(F'B.BF  -\-  BC'.BF); 
{F'B.BA  =     F'B.BF-f- BC'.BF.; 
F'B.BA  =  IF'B.BA  ^  F'B.BF.^-  BC.  BF.; 
F'B.BA  =     F'B.BG'h-F'B.BF-t- BC'.BF; 

et,  en  ajoutant  F'B-  de  part  et  d'autre,  on  aura 

F'B(F'B  +  BA)  =  F'B(F'B  4-  BC) -r-  BF(F'B  -r-  BC), 
=  (F'B  +  BF)(F'B-^BC'), 
d'où 

(2)  F'B.F'A  =  F'F.F'C', 

ce  qui  veut  dire  que  le  point  F'  est  situé  sur  l'axe  radical 
des  deux  circonférences  considérées  (-).  On  verra  de  la 
même  manière  que  le  point  D'  de  rencontre  du  côté  BC 
avec  la  polaire  dc^  O,  lelative  à  l'angle  A,  est  sur  la  même 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.  Le  point  F'  est  rintersec- 
liou  dos  droites  F.l^.  \\\  |)r()l()Mi;ées ;  les  |ioints  I'",  F  sont  conjugués 
harmoniques  de   V,  !>. 

(^)  Car  l(>s  points  A,  l>  ,ip|)art  icniuMil  au  corde  circonscrit  an 
triangle  VHC,,  et  les  |)i)inl>i  F,  ('.'  à  la  cin-diirt'ronco  de  noul'  pi^nl-^ 
de  ce  triangle. 


(    32.S    ) 

droite;  donc  Jes  polaires  du  point  O,  relatives  aux  trois 
ant;Ies  du  triangle  AIÎC,  rencontrent  respectivement  les 
cotés  opposés  en  des  points  qui  appartiennent  ;i  l'axe 
radical  des  deux  circonférences. 

Pour  construire*  l'axe  radical,  il  suffit  de  prolonger  la 
droite  ED  juscpi'à  la  rencontre  de  AB  au  point  F'  et  d'a- 
baisser de  F'  une  perpendiculaire  F'R  sur  la  droite  OG, 
qui  est,  comme  on  sait,  la  ligne  des  centres  du  cercle 
circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 

Cela  posé,  on  a,  d'après  la  relation  ('2), 

F'F(F'F  +  FC)  =  (F'F  -  FB)(F'F  ^- FA), 
d'où 

F'F.FC  =-  FF. FA  —  FB.F'A; 

mais,  d'après  la  relation  (i), 

FB.F'A  =  F'B.FA.; 
donc 

F'F.FG'=  FF. FA  —  F'B.FA  =  FA(F'F  +  F'B), 

d'où 

(3)  F'F.FG'=  FA.FB. 

Or,  les  triangles  semblables  ACF,  BOF  donnent 

FA.FB  =  GF.OF; 

donc 

FF.        GF 
FF. FG'=  GF.OF,     ou 


OF         F  G' 

Cette  dernière  égalité  montre  que  les  triangles  rectan- 
gles F'FO,  CFC  sont  semblables,  et,  par  conséquent, 
l'angleOF'F  =  l'angleFCC/.MaislequadrilatèreOFFR 
étant  inscriptible,  les  angles  OF'F,  ORF  sont  égaux 
entre  eux,  comme  inscrits  dans  un  même  segment  du 
cercle  décrit  sur  OF'  comme  diamètre.  Donc  l'angle 

OnF  =  FGG'.=  FGG. 

Il  s'ensuit  que  Ic's  (puilic  [)oints  Ci, G,  F,  R  appartiennent 


(  329  ) 
à  un  même  cercle;  donc  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  CGF  passe  par  le  point  R  de  rencontre  de  la 
droite  OG  et  de  l'axe  radical  F'R  dont  il  s'agit. 

On  démontrerait  de  même  que  les  cercles  circonscrits 
aux  triangles  AGD,  BGE  passent  par  le  point  R  :  le  théo- 
rème proposé  est  donc  démontré. 

Note.  —  M.  Moret-BIanc  a  donné  une  démonstration  fondée  sur 
les  formules  de  la  Géométrie  analytique. 


Question  1422 

(voir  3"  série,  t.  I,  p.  432); 

Par  m.  ROMERO,  à  Madrid. 

Tout  nombre  dont  le  carré  se  compose  des  carrés  de 
deux  nombres  entiers  consécutifs  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  trois  nombres  entiers  dont  deux,  au 
moins,  sont  consécutifs .  (G-) 

Les  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 

(l)  X2=Y2+Z2 

sont  données  par  les  formules 

où  «  et  Z>  représentent  des  nombres  entiers. 

Si  les  nombres  Y,  Z  ont  une  différence  égale  à  l'unité, 
on  a 

>  I.   En  prenant  le  signe  -f-  devant  i,  il  vient 

(^a^hy-~  ia'^~  1, 

c'est-n-dire  que  a.  H-  b  et  n  sont  une  solution  de  l'équa- 
tion 


(  33o  ) 

osons 

X  =  a  -\-  b     cl    j'  =  a  ; 


l'équation  (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 


X  —  I  \  2       (  X  —  \ 


Le  nonibie  — ^ —  est  entier,  puisque  .r  est  impair. 
On  a,  par  suite, 


/  o  X  -Kr  ,    X  >   \  -  i  X  I  \  2 


II.   Eq  prenant  le  signe  — ,  la  relation 

a'*-  —  b'-~  lab  =^±i 
donne 

{a  —  by=  ib-^—i 

et,  en  posant  a  —  h  =  jc  gI  b  =j'i 
d'où 

X l\2  /  X I 


(4)       x  =  (^:i-^j  +(i-^-H,j  +(x+j)M-^). 

Les  relations  (3)  et  (4)  démontrent  la  proposition. 

Note.  —  Autres  démonstrations  de  MM.  Fauquenibergue,  C  Cha- 
banel,  F.  Borictti. 

(')  Ou,  en  remplaçant  x  et  j'  par  leurs  valeurs  a  --  b  et  a, 


X 


(»)  x  = 


a  H-  6  -  I  \-       [ a  -\-  h  - 


[a  -!-  b  —  1         \'-       ... 

( — ^ — f-0  +^-- 

la  —  b  —  i\'      la—b—\         V 

(, -, )-( -■,. +')+«•■ 


(  33.  ) 
Question  1425 

(voir  .■'.•  série,  t.  I,  p.   i8o); 

Par  m.   N.    GOFFART. 

La  normale  en  M  à  une  parabole  rencontre  cette 
courbe  en  un  second  point  N  et  son  axe  en  P.  Par  le 
point  Q  milieu  de  MN,  on  mène  une  parallèle  à  l'axe 
de  la  parabole,  et  du  point  M  07i  abaisse  la  perpendi- 
culaire MR  sur  cette  droite  : 

1°  Démontrer  que  PR  est  perpendiculaire  à  MN; 

2**  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  R  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  parabole.       (Chambon.) 

1°  La  parallèle  QH  à  l'axe  est  le  diamètre  conjugué  à 
la  direction  MN.  Donc  la  tangente  HJ  au  point  H, 
est  parallèle  à  MN,  et  la  normale  en  H  est  perpendicu- 
laire à  MN.  Or  les  sous-normales  IK  et  LP  sont  égales  au 
paramètre  p.  Donc  les  triangles  rectangles  RLP  et  HTK 


sont  égaux  5  par  suite,  RP  est  parallèle  à  llK,c'esL-à-dire 
perpendiculaire  à  MN. 

2"  Dans  le  triangle  rectangle  MlMl,  on  a 

(i)  LP2=  iMI>.M{. 

Or 

Ml/-':-     ?p.\\.. 


(  33.  ) 

Donc 

LP'*=  2/>.AL.LK2; 
et  si  l'on  fait 

on  aura  pour  V équation  du  lieu  du  point  R 

(2)  7^=^. 

La  formule  (i)  montre  que  Je  paramètre  de  la  para- 
bole est  moyen  proportionnel  entre  les  ordonnées  de  la 
parabole  et  du  lieu  (2),  correspondantes  à  la  même 
abscisse. 

Note.  —  La  même  question  a  élc  résolue  par  MM.  Moret-Blauc; 
Lez;  Rénoy,  à  Bordeaux;  Choudadow,  à  Stawropol,  au  Caucase; 
Ch.  Laurans,  élève  au  lycée  de  Lyon  ;  A.  Percerou,  élève  au  lycée  de 
Besançon  ;  L.  Rousset,  élève  au  lycée  de  Lyon  ;  Giat  et  Berthelet,  élèves 
au  lycée  de  j\roulins;  Ch.  Robinel  et  U.  Génin,  élèves  au  lycée  de  Bar- 
le-Duc;  A.  Barès,  élève  au  lycée  de  Toulouse;  et  par  un  anonyme. 


Question  1434 

(voir  2"  série,  t.  II,  p.  144); 

Par  m.  giat, 

Elève  en  IMathématiques  spéciales  au  lycée  de  Moulins 
(classe  de  jNL  Marchand). 

L'angle  de  deux  hyperboles  équilatereSy  concentri- 
queSj  est  double  de  l' angle  de  leurs  asymptotes . 

(E.  Gesaro.) 

Soient  OA,  OB,  et  OA',  OB'  les  asymptotes  des  deux 
liyperboles^  P  un  de  leurs  points  d'intersection^  PA, 
PA'  leurs  tangentes  en  ce  point,  qui  rencontrent  respec- 
tivement en  A  et  A'  les  asymptotes  OA,  OA'  dont  l'angle 
A'OA  est  aigu  (  <  ). 


(')    Le  Icctr'ur  csl  prié  fie  ffiirr  In   (i^-iiic. 


(  333  ) 

On  sait  (|uc  le  segment  de  tangente,  compris  entre  les 
deux  asymptotes  d'une  hyperbole,  est  partagé  en  deux 
parties  égales  au  point  de  contact.  Les  hyperboles  consi- 
dérées étant  équilatères,  on  en  conclut  facilement  que 
PA  =  PO  =  PA'.  Il  en  résulte  que  les  trois  points  O,  A, 
A'  sont  sur  une  circonférence  dont  P  est  le  centre.  Or, 
dans  cette  circonférence,  l'angle  APA'  a  pour  mesure 
l'arc  AA',  tandis  que  l'angle  inscrit  AOA'  a  pour  mesure 
la  moitié  de  cet  arc.  Donc 

APA'  =  2A0A'. 

G.     Q.     F.     D. 

Note.  —  M.  Berthelet,  élève  du  lycée  de  Moulins,  a  donné,  de 
même,  une  démonstration  géométrique  très  simple  de  la  proposition 
énoncée. 

La  môme  question  a  été  résolue  au  moyen  de  calculs  par  MM.  E. 
Barisien,  lieutenant  au  i4i^  d'infanterie,  en  Algérie;  A.  Goffart; 
G.  Whiteken,  élève  à  l'université  de  Pensylvanie,  à  Philadelphie;  et 
par  un  anonyme. 


QIEST101\S. 


1451.   Démontrer  que,  si  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion 

^2_3a^_(a3— p2)  =0 

sont  entières,  l'équation  indéterminée 

(A)  .r3-hA-=.r^ 

dans  laquelle  on  a  pris 

A-=[(a-M)3-(|3-t-i)2j-. 

admet  toujours  uiuî  solution  entière. 

Exemples. 
1"   Pour  OL  =^  a-, 


(33i  ) 

d  ou 

z  =  3a'^,     /■  =  3rtV(3a2q3  9.a-i- 3), 

l'équation  (A)  csl  vcriliée  par 

x  =  —  la^,    y  =  a^(ai^3). 
2^  Pour  a  =  2, 

d  ou 

->  —  /  j  ^  —  —  I . 
Les  équations 

a:^-^i6i=j^,     x^ — 23=j2; 
a?3H- 189  =JK^5      ^^ — 27  =JK2 

admettent  respectivement  les  solutions 

—  53+161=62,       33—23=22; 

—  53-+- 189  =  82,     33—27  =  0. 

3°  Pour  a  =  32, 

p=±64, 
d'où 

^'=9.24,    ^"  =  — T28; 
on  a  les  résultats 

—  19^3  -}-  7  io3  488  =  i6o2,     i6o3 —  4  059  i36  =  1922  ; 

—  1923-1-7160  832  =2882,     1603—4091904  =  642, 

équivalant,  respectivement,  à 

4^3-1-110992  =  202,       lo3 —  991=32; 

—  483 -h  III  888  =  362,     ,o3— 999=i2. 
Nota.  —  L'équation  en  2,  mise  sous  la  forme 

a3-h(3a  — x;)^  =  [B2 

et  supposée  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  a,  |3,  z, 
constitue  par  elle-même  une  solution  entière  de  (A), 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  /r,  comprises  dans  l'expres- 
sion (3a  —  z')z. 

Le  résultat  le  plus  simple  à  obtenir  par  cette  voie  con- 
siste dans  l'égalité  évidente 


t3-7 


=  1^. 


(S.  Realis.) 


(  335  ) 
i  152  .L'expression 

se  réduisant  à  un  carré  pour  des  valeurs  entières  de  a  et 
p,  Téquation  indéterminée 

est  résoluble  en  nombres  entiers  x,  j ,  indépendamment 
de  la  solution  immédiate 

X  =  a,    7  -=  (3. 

Exemples. 

Pour  a  =  G,  p  =  I,  valeurs  satisfaisant  à  la  condition 
indiquée,  l'équation  devient 

et  admet  les  solutions 

X  =  —  I,    y  =  o     et     x  =  2,    jK  =  3, 
en  outre  de  la  solution  immédiate 

x=  o,    jr  =  1. 

Jrour  a  =  —  2,  p  =  >  1  équation 

^3  _i-   (    )     -+-  8  =  T'2 

admet  les  solutions 


.?•  =  —  rt  +  I ,  a"  =  a  -t-  2, 

rt- — a       .,  rt2-i-3rt 

r  = h  i,        )'  = 

•>,  ^                2 


en  outre  de  la  sohiLioii   iiniui'ihale 

:/•  =  ~  2,      )'  =  

2 


'h 


(^S.  Ré.vlis.) 


(  :m  ) 

14oo.     Lo    nombre   — -^ est    la 

somme  des  carrés  de  deux  iiomjjres  entiers. 

(Catalan.) 

1  io4.  Oji  donne  une  sphère  et  un  point  dans  son  in- 
térieur^ de  ce  point  on  mène  trois  cordes  telles  que  le 
pôle  du  plan  de  deux  quelconques  d'entre  elles  soit  sur 
la  troisième  :  la  souime  des  inverses  des  carrés  de  ces 
cordes  est  constante.  (Makniieiiw.) 

1455.  On  considère  deux  droites  rectangulaires  et  un 
cercle  tangent  à  ces  deux  droites;  le  lieu  des  foyers  des 
paraboles  tangentes  à  la  fois  aux  deux  droites  et  à  la  cir- 
conférence est  une  circonférence  tangente  aux  deux 
droites.  (Weil.) 

1406.  Soient  «,  a' -^  Z>,  Z>';  c,  c'  les  points  d'interscîction 
d'une  conique  et  des  côtés  BG,  CA,  AB  d'un  triangle 
ABC  :  démontrer  que  les  six  droites  A  a,  Aa\  B/?,  B//, 
Ce,  Ce' enveloppent  une  autre  conique. 

(  H.    SCHROETER.) 

1407.  Une  hyperbole  est  tangente  aux  axes  d'une 
ellipse,  et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  tangentes 
à  l'ellipse;  prouver  que  le  centre  de  l'hyperbole  est  sur 
l'un  des  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

(WOLSTENHOLME.) 

1458.  Construire  une  parabole  tangente  à  une  circon- 
férence donnée,  connaissant  l'axe  et  le  paramètre  de  la 
parabole.  (A.) 

i4o9.  Le  cube  d'un  nombre  entier  autre  que  l'unité 
ne  |)<  lit  rlK'  I.i  somme  des  carrés  de  deux  noml)res  en- 
ticis  consi'cutifs. 


(  ■>->7  ) 

RELATIONS  ENTRE  LES  DISTANCES  DU  FOYER  DINE  CONIQUE 
A  QUATRE  POINTS  OU  A  QUATRE  TANGENTES 

[suite  ('  )]; 

Pau  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


II.  —  Foyers  de  l'hypeubole. 

17.  Nous  avons  vu  (théorème  II)  que,  si  un  quadri- 
latère ABCD  est  inscrit  dans  une  hyperbole,  de  telle 
sorte  qu'il  y  ait  deux  points  sur  chaque  branche,  on  a 

la  relation 

AD  — A2D2  ^  A,Di  —  A3D3, 

A,  Al,  ...  ayant  la  même  signification  que  dans  le  cas 
de  l'ellipse. 

Si  le  quadrilatère  devient  un  parallélogramme,  on  a 

A  =  A]   =  A2  =  A;^ 

et,  par  suite, 

D_D2  =  1),  — D3. 
Ainsi  : 

Théorème  XII.  —  Si  un  p ar allé lo gramme  est  in- 
scrit dans  une  lijperhole,  la  différence  des  distances 
d' un  foyer  à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la  dif- 
férence des  distances  aux  deux  autres  sommets. 

Or,  si  un  parallélogramme  est  inscrit  dans  une  hyper- 
bole, les  diagonales  sont  des  diamèties.  De  là,  cet  autre 
énoncé  : 

La  différence  des  distances  d'un  foyer  aux  exlré- 
nûtés  d  un  diamètre  de  l' hyperhole  est  constante. 

(')  Voir  même  Tome,  p.  it)3. 

Jnn.  de  Mathêmat.,  3»  série,  t.  II.  (Août    iS83.)  ^'•^- 


{  :!:«  ) 

Disons  encore  que  celle  propriélé  esl  évid<înle  quand 
on  part  de  la  détinition  géométrique  de  rhyperl)ole. 

Remarquons  maintenant  que,  si  F  est  un  foyer,  le 
point  F',  symétrique  par  rapport  au  centre,  esl  aussi  un 
foyer.  Soient  alors  F  et  F'  ces  deux  foyers  et  MM'  un 
diamètre  (fig.  9).  On  a 

FM— FM  =  K, 

et,  par  suite, 

MF'~MF  =  K. 
D'où  : 

Théorème  XI II.  —  La  différence  des  distances  d' un 


F'r^ 


point  (fuelconque  de  V hyperbole  aux  deux  fojers  est 
constante . 

Partant  de  là,  on  pourra  raisonner  comme  pour  l'el- 
lipse et  prouver  : 

I  "  Que  la  tangente  en  un  point  fait  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  vecteurs  allant  des  foyers  au  point  de 
contact  ; 

2"  Que  les  foyers  doii^ent  être  sur  V  un  des  axes,  car 
ils  doivent  être  sur  un  diamètre  normal  à  la  courbe. 

Ils  ne  peuvent,  d'ailleurs,  pas  èire  sur  l'axe  non 
Iransverse  :  ils  seront  donc  sur  l'axe  transverse. 

18.  On  peut  arriver  plus  directement  aux  mêmes  cou- 


(  339  ) 
clusioiis.  Soit,  eu  effet,  cp  un  foyer  situé  sur  un  diamètre 

Fijï.    10. 

'm/ 


A'        /() 


quelconque   MM'  de  l'hyperbole  {fig^   lo),  et  soit  AA' 
l'axe  transverse. 

La  différence  des  distances  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre étant  constante,  on  doit  avoir 

MM'=  cpM'— cpM  =  cpA'— cpA. 

Or,  dans  le  triangle  AcpA',  on  a 

AA'>  coA'— oA, 
c'est-à-dire 

AA'  >  MM', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  AA'estle  diamètre  mini- 
mum :  donc  les  foyers  sont  sur  l'axe  transverse,  et  la  dit 
férence  constante  est  égale  à  cet  axe. 

Si  alors  la  longueur  de  l'axe  non  trans verse  est  don 
née,  on  construira  les  foyers  par  le  procédé  ordinaire. 

19.  Supposons  que  l'on  donne  un  diamètre  quelconque 
en  grandeur  et  en  direction,  et  que  l'on  donne  aussi  la 
grandeur  et  la  position  de  l'axcî  trans  verse  :  il  est  facile 
de  construire  les  loyers. 

Désignons  par  ia  l'axe  transverse  et  par  MM'  Kj  dia- 
mètre j  F  étant  un  foyer,  on  aura 

FM  _FM'r-9ry: 
par   conséquent  l'hyperhole,  (pii  a  pour  Ion  ers  M   cl  M' 


(   -lo   ) 
et  pour  longueur  de  l'axe  Iransverse   '>. /7,   passe  par  le 
point  V. 

Le  problème  précédent  est  alors  ramené  à  trouver  les 
points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  hyperbole, 
problème  que  l'on  sait  résoudre. 

Remarque.  —  On  traiterait  d  une  manière  analogue 
le  problème  correspondant  pour  l'ellipse. 

m.  —  Foyer  de  la  parabole. 

20.  Nous  avons  vu  précédemment  que  si  D<,D2,D;î 
sont  les  distances  de  trois  points  d'une  parabole  au  foyer, 
on  a  (iliéorème  V) 

^2(D3  — Do'KD.,  — Di) 

_l_  ^2(01  —  D,  )  (  Di  -  D3)  -H  c2(D2  -  D,  )  (  D2  -  D3  )  =  4  S^ 

Z?,  c,  (i  désignant  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois 
points  et  S  la  surface  de  ce  triangle. 

Supposons  Di  r=  Do.  La  relation  précédente  devient 

C/2(D3  —  1)2)2  =4S2      OU      iS  =zhf/(D3  — D2). 

On  prendra  le  signe  -t-  si  J)^^  Do,  le  signe  —  dans  le 

cas  contraire. 

Or,  si  l'on  désigne  par  h  la  hauteur  correspondant  au 

coté  d.)  on  a 

28  =  dh 
et,  par  suite. 

Ainsi  : 

Théouème  X1\  .  —  Si  deux  points  d'une  parabole 
sont  é(]uidistants  du  foyer  et  si,  par  un  troisième  point 
quelconque,  on  mené  la  perpendiculaire  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  premiers,  cette  perpendiculaire  est 
égale  à  la  différence  des  distances  du  foyer  au  troi- 
sième point  cl  à  J' un  des  deux  autres. 


(  'Mi  ) 

21 .  C'est  à  l'aide  de  cette  propriété  que  nous  allons 
déterminer  le  foyer  de  la  parabole.  Démontrons  d'abord 
(jue  le  foyer  doit  être  sur  Taxe. 

Première  démonstration.  —  Supposons  que  le  foyer 
soit  un  point  quelconque  F,  [fig-  1 1)  pris  à  l'intérieur 

Fig.  II. 


de  la  parabole  :  nous  avons  prouvé  qu'il  ne  peut  èlre  à 
l'extérieur. 

Soient  A  et  B  deux  points  équidistants  du  point  F<. 
Menons  ¥^\  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  :  cette 
perpendiculaire  rencontrera  la  parabole  en  deux  points 
G  et  C,  puisque  GC  n'est  pas  l'axe.  D'après  le  théo- 
rème XIV,  on  doit  avoir 

CI  =  GFi— AF,, 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  le  point  G  ne  soit  à 
l'inlini  et  alors  GG'  serait  Taxe,  et  le  foyer  sérail  sur 
l'axe. 

Deuxième  démonstration.  —  Soient  h\  le  foyer,  A 
et  B  deux  points  équidistants  de  F,,  INI  un  point  quel- 
conque de  la  parabole  et  MP  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  ce  point  sur  AB  {fig-  11).  On  devra  avoir 

MI>  :     MF,  —  \F,. 

Pour   un    .uilrc   poinl    (IUcIcoikjik*    M',   on    di^vrail    ;i\oii- 


(    -M:'-   ) 


aussi 


M'P'=  M'Fi  —  Ab,. 
En  retranchant  membre  h  membre,  il  vient 

M'P—  MP  =  M'Fi  —  MF,. 
Menons  MI  parallèle   à  AB  et  décrivons  l'arc  MK  du 

Fi{T.   12. 


point  F,    comme  centre.   L'égalité   précédente  montre 

que 

M'I  =  M'K. 

Partant  de  là,  on  démontrera  par  le  procédé  ordinaire 
que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  est  également 
inclinée  sur  MP  et  sur  MF,. 

Or  A  et  B  sont  deux  points  quelconques  équidistants 
de  F,  ^  pour  un  autre  couple  de  points  A'  et  B'  équidis- 
tants de  Fi,  on  devra  avoir  la  même  relation  ;  ce  qui 
exige  évidemment  que  AB  et  A'B'  soient  parallèles.  Mais 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  AB  est 
un  axe  de  symétrie  et,  par  suite,  le  foyer  est  sur  l'axe. 

Il  nous  reste  à  déterminer  sa  position. 

22.  Soient  F  le  foyer  supposé  connu  et  AB  une  corde 
perpendiculaire  à  l'axe  (fig-  i3). 

Prenons  un  point  quelconque  M  et  menons  MP  per- 
pendiculaire à  AB.  On  aura 

MP  =  MF~AF. 


(  '''i''  ) 
Du  point  M   comme  centre  décrivons  la  circonférence 

Fie;-   i3. 


de  rayon  MP  et  joignons  M  et  F.  On  aura  alors 

FN  =  AF. 

On  voit  facilement,  d'après  cela,  que  la  détermina- 
lion  du  foyer  est  ramenée  au  problème  suivant  : 

Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points 
donnés  A  e^  B  ef  tangente  à  une  circonférence  donnée. 

On  sait  que  ce  problème  se  ramène  lui-même  à  la  dé- 
termination du  point  I,  et  il  est  à  remarquer  que  la 
construction  donne  un  second  foyer  à  l'inlini,  puisque 
MP  est  parallèle  à  l'axe. 

Remarque.  —  iVous  n'avons  pas  parlé  de  la  détermi- 
nation des  directrices,  parce  que,  les  foyers  étant  déter- 
minés, les  directrices  s'en  déduisent  immédiatement. 

i23.  En  dehors  de  la  détermination  des  foyers,  les  théo- 
rèmes I  et  11  peuvent  recevoir  d'autres  applications. 
Considérons,  par  exemple,  la  relation 

AD  — A,I),        A.l).  — AjDa  =  o. 

Désignons   jiai-  o,  o,,  Oo,  o,  les  distances  respect ives  des 


(  ''il  ) 

f|  Il  a  lie  points  à  la  Jireclrictî.  On  a 

l):=Ko,     1),  =  Ko,,     1),  =  Ko,,,     I);,  =  Ko.. 

En  remplaçant,  il  vient,  après  la  suppression  du  fac- 
teur K, 

AO  A]  Oj  -+-  \2^2  A3O3  —.  O 

ou 

(ij)  Ao  +  A282  =  Aiôi  +  A3O3. 

Remarquons  maintenant  que  les  quatre  points  consi- 
dérés ont  une  position  indépendante  à  l'égard  de  la  di- 
rectrice. Rien  dans  la  relation  (i4)  n'indique  que  les 
quatre  points  appartiennent  à  une  conique  ayant  pour 
directrice  la  droite  considérée.  En  d'autres  termes,  l'éga- 
lité (i4)  a  lieu  pour  un  quadrilatère  convexe  quelcoïîque 
situé  du  môme  coté  par  rapport  à  une  droite. 

Ainsi  : 

Théorème  XV.  —  Etant  donnés  un  quadrilatère  con- 
nexe plan  et  une  droite  située  dans  son  plan  et  ne  ren- 
contrant pas  sa  surface^  si  l'on  multiplie  la  distance 
de  chaque  sommet  à  la  droite  par  V aire  du  triangle 
formé  par  les  trois  autres,  la  somme  des  produits  cor- 
respondant à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres. 

On  voit  sans  peine  quels  seraient  les  théorèmes  ana- 
logues dans  les  autres  cas. 

On  voit  aussi  sans  peine  comment  on  pourrait  com- 
prendre les  divers  énoncés  en  un  seul. 

24.  Enfin  on  peut  arriver  directement  aux  mêmes 
conclusions.  Considérons,  par  exemple,  le  quadrilatère 
convexe  ABCl)  et  l'axe  XY  [fig.  i4). 

Imaginons  cjue  l'on  applique  en  A  une  force  perpen- 
diculaire  au   plan   du  quadiilalèrc   et  égale  à  l'aire  du 


(  .(15  ) 
Irianglo  BGD^  au  point  B  une  force  égale  à  l'aire  du 
triangle  ACD,  etc.  Considérons  d'abord  les  forces  A,  et 


A2  appliquées  en  A  et  G.  Le  théorème  des  moments, 
appliqué  à  ces  forces,  donne 

A  X  Aa  +  A2  X  Ce  =  (  A  -h  A.2)  J, 

en  désignant  par  z  la  distance  à  XY  du  point  d'appli- 
cation de  la  résultante. 

Or  les  deux  triangles  BCD  et  ABD,  ayant  même  base, 
sont  entre  eux  comme  les  longueurs  CF  et  AF,  c'est- 
à-dire  que  l'on  aura 

A    _  GF 
A^  ~  ÂF* 

Le  point  F  est  donc  le  point  d'application  de  la  résul- 
tante, et  3  =3  Fy  ^  par  suite, 

A  X  AaH-  A2  X  Ce  =  (A  +  A.,)F/. 
On  aurait  de  même 


d'où 


Al  X  B^  -i-  A3  X  D^/  =  (A  -i-  \.i)Vj'\ 
A  X  A  a  -h  A.>  X  Ce  =  A.  x  Wb  -\   A.,  x  Do'. 


25.   Les  résultats  précédents  peuvent  être  ibrmulés, 
d'une  manière  générale,  comme  il  suit  : 

'I'hi^ouème  X\  I.  —  So'icnl   A,,  A-, V,/,  //  jH)inls 

appartenant  à  une  co/iù/iic,  I),,  J).,  1);.,  .  .  . ,  \)„  /es  dis- 


(  ■M<i  ) 

lances  respect  ivf es  nu  foyer  ;  si  Fan  a  la  relalion  liomo- 
gène  f\  I), ,  1).,,  .  .  . ,  \),i)  =  (),  on  aura  aussi 

y(0,,  Oo,    .  .  .,  On)  =  O, 

0,,  0;^,  .  .  . ,  O//  désignant  les  distances  respectives  de 
n  points  quelconques  d'un  plan  à  une  droite  quelconque 
de  ce  plan . 

Désignons  on  ellet  par  0| ,  Oo,  .  .  . ,  0,^  les  distances  des 

n  points  considérés  à  la  directrice  correspondante.   On 

aura 

Di  =  Ka,,     D2  =  K02,       -,     D«  =^  Ko,,, 

(i5)        /(D„D.,,  ....  D„)  =  K/7-io,,o.,  ....ô,)=.o, 

p  désignant  le  degré  d'homogénéité. 

Or,  dans  cette  équation^,  la  conique  n'intervient  que 
par  la  quantité  constante  K  qui  n'est  pas  nulle  et  qui 
disparaît.  On  a  donc,  pour  tout  système  de  n  points  et 
par  rapport  à  une  droite  quelconque  du  plan  des  n  points, 

/(Ôi,   S,,    .  .  .,    Ô„)  =r   O. 

La  réciproque  est  évidente.  ^ 

26.  Théorème  XVII.  —  Relation  ejntre  quatre  co- 
niques ClRCOJVSCPvITES    A    UN    QUADRILATERE.     —     Lorsque 

quatre  coniques  sont  circonscrites  à  un  (juadrilatère, 
il  y  a  une  relation  homogène  et  du  quatrième  degré 
entre  les  distances  de  quatre  foyers  aux  sommets  du 
quadrilatère. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère.  JNous  désignerons  les  som- 
mets par  (i),  (2),  (3),  (4)-  Soit  C/  une  conique  circon- 
scrite au  quadrilatère  et  dont  les  distances  d'un  foyer 
aux  sommets  sont  X/,y/,  z/,  z^/. 

Supposons  que  i  varie  de  o  à  3,  et  que  les  quatre  co- 
niques ()I)l<Miu<^s    soienl    du   niri)io  j^cnre.    On    aura    les 


(   ''17  ) 


quatre  équations 


(iG) 


A^  —  AijK  -f-  Ay-s   — A3  M   =  o, 
A^i  —  Aiji  H-  A2-31  —  A3  wi  —  o, 

A 5^2  —  A]JK2  -'-  A2^2  A3  ^2  =  o, 

A;r3  —  A 173  +  A2^3  —  A3  iH  =  o. 


L'élimination  de  A,  A,,  A2,  A3  donne 


X 

y 

/i> 

t/ 

x\ 

71 

^1 

«1 

•3^2 

n 

^2 

i<2 

•3^3 

73 

^3 

W3 

(17) 


C'est  la  relation  cherchée.  Elle  donne  le  lieu  géomé- 
trique'' des  foyers  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère. La  recherche  de  ce  lieu  aurait  présenté  bien 
plus  de  diflicultés  si  elle  avait  été  faite  autrement.  Nous 
nous  proposons  de  revenir  plus  tard  sur  cette  équation, 
s'il  y  a  lieu. 

En  particulier,  si  l'une  des  coniques  est  un  cercle,  par 
exemple  C3,  on  aura 

^3   =  J'3   =   ^3   =   '^3  5 

et  la  relation  (17)  devient 


(18) 


X 

y 

^ 

u 

x^ 

ji 

^1 

Ifl 

X-i 

y-i 

^2 

^2 

O, 


•  C'est  la  relation  (i)  dans  laquelle  les  coordonnées  des 
sommets  du  quadrihitère  ont  été  n^mplacées  par  les  dis- 
tances de  ces  sommets  aux  foyers  de  (. ,  vX  de  Co. 
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DÉTEUMINVTIO^   ET   CO^STIIICTIOX   I^OIVELLE    DU  CEUCLE 

QUI  COUPE  TROIS  CEUCLES  SOUS  TUOIS  ANGLES  1)01\NES 
ET  DE  LV  SPIIÈIIE  QUI  COUPE  QUATRE  SPHÈRES  SOUS  DES 
ANGLES  DONNÉS  ; 

Pau   m.  l.AQUIÈRE. 


Dans  un  récent  article,  nous  avons  donné  deux  dé- 
monstrations d'un  théorème  permettant  de  construire  le 
cercle  qui  en  coupe  trois  autres  sous  trois  angles  respec- 
tivement égaux  à  trois  angles  différtnits  donnés,  aussi 
simplement  que  le  cercle  isogonal,  ou  que  le  cercle  tan- 
gent aux  trois. 

La  démonstration  qui  suit,  beaucoup  plus  simple,  met 
en  évidence  une  construction  nouvelle  beaucoup  plus 
simple  encore.  Elle  nous  a  fait  découvrir  un  beau  théo- 
rème de  Géométrie  à  trois  dimensions  qui  n'a  peut-être 
pas  encore  été  remarqué,  bien  qu'il  soit  d'une  extrême 
simplicité. 

Nous  donnons,  in  extenso,  la  démonstration  en  ques- 
tion, vu  son  peu  de  longueur. 

Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  variable  F  coupant  sous 
deux  angles  respectifs  constants  a,  et  ao  deux  cercles 
fixes  Cl,  C2  de  rayons  /'<,  /'o. 

Soient  de  plus 

Xj  =  —  2/"i  COSai,       X2  =  —  2/"2COs)v.2 

les  cordes  interceptées  par  les  cercles  c,  et  c^  sur  les 
rayons  du  cercle  F  aboutissant  aux  points  d'intersection*^ 
les  distances  tangentielles  y,  et  v^  du  centre  du  cercle  F 
aux  cercles  c,  cL  c\,  donneront  les  relations  simultanées 

YÎ=R2.;   RÀ,, 
Y;=:  R2-i    RÀ.: 


(  M'è  ) 

d'où 

(I)        .  RnX,-À2i  =  Ài7i->.27ï 


et  de  même 


R(Xi-X,) 


2  2 

il  I  2 


Éliminant  R, 

(2)  (X,-X,)(X,T2-^2Tï)  =  (ïî-ïD^ 

L'équation  (a)  exprime  que  le  lieu  du  centre  du  cercle 
variable  F  est  une  conique  V  ayant  un  double  contact 
avec  le  cercle  ù 

aux  points  d'intersection  des  deux  cercles  c^ ,  Co  avec  les- 
quels il  a  même  axe  radical. 

L'équation  (i)  exprime  de  son  côté  que  la  puissance 
du  centre  du  cercle  variable  F  par  rapport  au  cercle  Q 
est  égaleà  R-,  et  par  suite  qu'il  lui  est  orthogonal  ('). 

Le  cercle  Q  est  facile  à  construire,  puisqu'il  passe  par 
les  points  d'intersection  des  deux  cercles  c, ,  Co  et  par  les 
points  des  tangentes  communes  dont  les  distances  aux 

points  de  contact  sont  dans  le  rapport  \/  y- - 

L'équation  (3)  exprime  que  le  cercle  1^  partage  l'angle 
des  deux  cercles  C|  et  6%,  de  manière  à  faire  avec  eux  deux 
angles  respectifs  o),  et  m^  définis  par  la  relation 

siiKOi         cos  a, 

(  »  )  — • =  ' 

sinioo         cosao 

comme  on  le  voit  immédiatement  en  prenant  par  rap- 


(*)  Le  cercle  variable  r  a  donc  pour  enveloppe  les  deux  cercles 
passant  aux  points  d'inlerscction  de  r,  et  r,,  anallai^nintiquo  du  (]ua- 
trièine  c)rdre  à  deux  points  doubles. 


(  :!,-,o  ) 

poil  aux  doux  cercles  c,  et  c^  la  puissance  du  point  du 
cercle  Q  inlini nient  voisin  du  point  où  les  trois  cercles 
se  rencontrent. 

La  relation  indiquée  pour  les  cercles  subsiste  pour  les 
sphères  représentées  par  leurs  cercles  équateurs  du  plan 
des  trois  centres.  La  série  des  sphères  S  coupant  s,  et  S2 
sous  les  angles  constants  a,  et  ao  est  donc  orthogonale  à 
la  sphère  fixe  (3)  qui  passe  par  leur  cercle  d'intersection 
elles  coupe  sous  les  angles  définis  par  la  relation  (4)- 
Leur  centre  est  sur  une  surface  du  second  ordre  de  ré- 
volution autour  de  la  ligne  des  centres  des  sphères  s^  et 
^2  et  circonscrite  suivant  leur  ligne  d'intersection  à  la 
sphère  (3)  que  toutes  les  sphères  S  coupent  orthogona- 
lement. 

Soit  à  trouver  le  cercle  coupant  trois  cercles  donnés 
sons  trois  angles  donnés.  Les  remarques  ci-dessus  per- 
mettront de  le  déterminer  des  deux  manières  suivantes  : 

i*^  En  le  considérant  comme  le  cercle  orthogonal  aux 
trois  cercles  Q'^^  Q',  Qu'obtenus,  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit, 
avec  chaque  groupe  de  deux  cercles  c,,  C2,  C;j  accouplés; 

2°  En  déterminant  son  centre  comme  intersection  des 
deux  coniques  V  obtenues  dans  deux  de  ces  combi- 
naisons. 

De  même,  la  sphère  coupant  quatre  sphères  sous 
quatre  angles  donnés  se  déterminera  : 

1°  Comme  orthogonale  à  quatre  sphères  Û; 

2*^  Comme  ayant  son  centre  à  l'intersection  de  trois 
surfaces  du  second  ordre  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent  deux  à  deux,  et  qui  se  coupent  par  suite 
suivant  des  courbes  planes  dans  des  plans  perpendicu- 
laires à  celui  qui  contient  les  deux  axes  de  révolution. 

Enueloppe  des  sphères  coupant  trois  sphères  fixes 

sous  ti'ois   an^/es  donnas  respect ivciiicni  constants.  — 
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D'après  ce  qui  précède,  cette  enveloppe   est  la   cvclide 
ayant  pour  section  principale  les  deux  cercles  coupant 
les   trois  équateurs  du   plan  des  trois  centres  sous  les 
angles  donnés. 

Elles  sont,  en  elïet,  orthogonales  au  cercle  d'intersec- 
tion des  trois  sphères  ù'" ^  Ù',  Q,"  déterminées  comme  il  a 
été  dit  plus  haut,  et  leur  centre  décrit  la  conique  d'inter- 
section de  ce  plan  (perpendiculaire  au  plan  des  trois 
centres)  avec  les  surfaces  du  second  ordre  également 
déterminées,  toutes  courbes  planes  qui  se  croisent  aux 
deux  mêmes  points,  réels  ou  imaginaires,  points  coni- 
ques de  la  nappe  considérée. 

Les  angles  a,,  ao,  a^  et  leurs  trois  supplémentaires  dé- 
terminent les  deux  cercles  sections  principales  d'une 
môme  nappe  qui  se  coupent  en  deux  points  sur  le  cercle 
orthogonal  aux  trois  équateurs,  second  couple  de  points 
coniques  de  la  cyclide  (un  couple  au  moins  est  imagi- 
naire). Leur  corde  détache  sur  les  lignes  des  centres  et 
à  partir  de  ceux-ci  des  segments  directement  proportion- 
nels aux  couples  de  longueurs  À, ,  A2,X3  se  rapportant  aux 
cercles  de  mêmes  indices,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré 
dans  une  Note  antérieure. 

Si  l'on  remplace  successivement  un  seul  des  angles  a 
par  son  supplémentaire,  on  obtient  les  trois  autres 
couples  de  cercles  sections  principales  des  trois  autres 
nappes  de  la  cyclide. 

Scolie.  —  L'enveloppe  du  cercle  coupant  deux  cercles 
iixes  sous  deux  inclinaisons  constantes  se  compose  de 
deux  cercles  passant  par  les  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés  (section  principale  d'une  cyclide  dont 
l'une  des  directrices  réduite  à  un  plan  est  orthogonale  à 
la  sphère  enveloppée). 

Ohsers'dtioii.  —  Le  théorème  est  évident  par  la  Irans- 


(  •■;■'■'•  ) 

formation  par  rayons  voclonrs  réciproques  du  lieu  par 
l'un  des  points  d'intersection  des  trois  sphères  iixes.  La 
transformée  de  la  splière  variable  ayant  évidemment 
pour  centre  de  similitude  commun  de  toutes  ses  posi- 
tions le  sommet  du  trièdre  dont  les  faces  sont  les  réci- 
proques des  trois  sphères  Iixes,  l'enveloppe  de  la  sphère 
variable  est  la  cyclide  réciproque  du  cône  de  révolution 
enveloppe  de  ses  transformées. 
Même  observation  pour  le  scolie. 

Remarque.  —  Le  scolie  donne  une  autre  manière  de 
construire  le  cercle  F  par  la  construction  immédiate  de 
six  cercles  auxquels  il  doit  être  tangent. 

Par  un  point  quelconque  (o  tracer  un  cercle  et  ses 
rayons  co<7,,o)«2  respectivement  inclinés  de  a,  et  ao  sur 


les  tangentes  aux  cercles  c,  et  Co  en  leur  point  M  d'in- 
tersection. Par  le  point  de  concours  m  des  parallèles 
respectives  a^  in^^a^m  à  ces  tangentes,  mener  les  tangentes 
771^4,  mt.2  au  cercle  o).  Leurs  directions  seront  celles  des 
tangentes  en  M  aux  deux  cercles  tangents  k  la  série  des 
cercles  F,  tandis  que  mto  sera  celle  de  leur  cercle  ortho- 
gonal 12  et  de  la  conique  lieu  de  leurs  centres,  La  même 
construction  pour  chaque  couple  de  cercdes  Ci,Co,C3  dé- 
termine trois  cercles  orthogonaux  et  six  cercles  tangents 
au  cercle  cherché  F. 

Construction  analogue  pour  les  sphères. 
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THËORÈillE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  GOFFART. 


Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse;  II'  une  tangente. 
Pour  déterminer  le  point  de  contact,  il  suffit  de  prendre 
le  symétrique  cp  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente, 


puis   de  mener   la   droite  F'o   qui   coupe  IF  au  point 
cherclié. 

Les  points  O  et  I  étant  les  milieux  de  FF'  et  de  Fcp, 
on  a  01  parallèle  à  KM.  Donc 

MH.HO:=HI.HK. 
Or,  en  désignant  par  a  l'angle  HOF,  on  a 


JH  =  OFsina,     IIK 


'  -  F^I'— ?I  _  F^I  -  FI 


^FF'cosa, 


ou 


eu  sorte  que 

(I) 


IH  =  rsina,      IIK  =  9.  ccosa, 


MH.no  =  c2sin2a. 


Si  donc  on  considère  toutes  les  ellipses  de  loyers  F  et  1', 
tangentes  à  toutes  les  droites  parallèles  à  II',  le  lieu  des 
points  de  contact  M  sera  défini  par  la  relation  (i).  Et  si 
l'on  ])rend  pour  axes  OM  et  une  perpendiculaire  à  ()M, 

y4fif/.  dcMath<hnat.,?^^iivr\c,  l.   H.  (Août  i8S.>.)  23 


(  ■'•'1  ) 

ou  reconnaît  imniédiatcment  que  cette  relation  caracté- 
rise l'hyperbole  équilatère.  Donc  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  de  toutes  les  ellipses 
qui  ont  les  mêmes  foy  ers  avec  toutes  les  droites  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  est  une  hyperbole  équila- 
tère concentrique  aux  ellipses,  qui  a  pour  asymptotes 
la  direction  doniiée  et  la  direction  perpendiculaire,  et 
qui  passe  par  les  foyers  donnés. 


SUR  LA  CO\STUl]CTIO^  II'III^E  COURBE  ALGÉBRIQUE 
AUTOUR  ïïm  DE  SES  I»OI\TS^ 

Par  m.  Gh.  BIEIILER. 


Dans  un  article  publié  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (t.  XIX  et  XX,  7.^  série),  j'ai  donné  la 
construction  d'une  courbe  algébrique  autour  d'un  de  ses 
points,  en  cherchant  les  expressions  approchées  des  ra- 
cines infiniment  petites,  qui  fournissent  les  coordonnées 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  transver- 
sale passant  par  le  point  considéré-.  Cette  méthode,  d'une 
application  très  facile,  offre,  dans  son  exposition,  quel- 
ques difficultés  lorsqu'on  veut  la  présenter  en  toute  ri- 
gueur. Je  me  propose  d'exposer,  dans  ce  qui  suit,  une 
méthode  plus  simple  et  d'une  application  aussi  aisée 
que  la  première,  qui  repose,  non  plus  sur  la  recherche 
de  l'expression  des  racines  elles-mêmes,  mais  sur  celle 
de  certaines  fonctions  symétriques  des  racines. 

Je  supposerai  que  le  point  à  étudier  soit  à  l'origine  des 
coordonnées  lorsqu'il  se  trouve  à  distance  finie. 
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I. 

1.   Soit 

(i)     F(x,y)  =  Ui(^,7)  +  U2(a7, j)  -+-. . .+  U,n(:r,7)  =  o 

réquation  de  la  courbe,  '{]^{x^j)  désignant  d'une  ma- 
nière générale  F  ensemble  homogène  des  termes  de  degré 
[A  de  l'équation  proposée. 

Coupons  la  courbe  par  la  droite 

.r  =  ar, 

issue  de  l'origine^  a  et  b  sont  les  coordonnées  du  point 
directeur  de  la  droite,  et  /'  la  distance,  avec  son  signe, 
du  point  (^,j>  )  à  l'origine. 

L'équation  qui  donne  les  rayons  vecteurs  des  points 
d'intersection  de  la  transversale  avec  la  courbe  sera 

(2)  r\Ji{a,  b)-\-  f'^V^ia,  6) -}-... -r-  r'«U,„(a,  b)  =  o. 

Cette  équation  est  satisfaite  d'une  manière  permanente 
par  7'  =  o;  en  la  débarrassant  du  facteur  /',  il  vient 

(3)  Ui(a,  b)-h  r\J.2{a,  b) -]- . .  .-!-  r'"-î  U,„((7,  b)  =  o. 

Lorsque  le  point  directeur  (<-?,  b)  viendra  se  placer  sur  la 
droite  U,  (^,J)  )  =  o,  une  nouvelle  racine  de  l'équation 
en  /•  tendra  vers  zéro;  et  si  U2(^,  b)  ne  s'annule  pas  eu 
même  temps  que  Uj  («,  />),  c'est-à-dire  si  U2(j'*,j>')  n'est 
pas  divisible  par  U,  (x,  j^),  une  seule  racine  tendra  vers 
zéro,  qu(;llcs  que  soient,  d'ailleurs,  les  valeurs  des  coef- 
iicients  lJ,„(a,  />),  U,„  i  [a,  /;),  .  .  .  des  termes  de  degré 
le  plus  élevé.  Cette  racine  qui  t(înd  vers  zéro  engendre 
une  branche  de  courbe  tangente  à  la  droite  U,  (.r,  ->  )  =  o, 
et  c'est  du  signe  de  cettcî  racine  que  dépend  la  position 
de  la  courbe  par  rap[)ort  à  sa  tangente. 

Désignons   par  /'m   /m,   /.j,    ...,   /;„    ,    les   racines  dr 
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r(''(juatioii  (3),  cl  soil  ?^^  la  racine  c[ui  tend  vers  zéro.  On 
aura 

Il  I  _  U2(«,   à) 

r,     '    r.2  r,n-x  Ui(a,  6) 

Le  signe  de  7'i  est  ëvidcmmenl  donné  par  le  signe  du  se- 
cond membre  lorsque  le  point  (a^b)  est  suffisamment 
voisin  de  la  droite  Ui(^,  }^)  =  o;   car  tous  les  termes 

-L,  — ,  . . ., du  premier  membre  restent  finis,  et  le 

seul  terme  —  augmente  indéfiniment.  Lorsque  le  point 

directeur  passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  droite  Ui(x,j)^)=o, 
\}^[a^b)  change  de  signe,  mais  \]<y[a^b)  ne  changera 
pas  de  signe  si  le  point  [a^b)  se  meut  dans  une  région 
angulaire  suflisamment  petite  et  voisine  de  U,  (x,  j)  =  o  ^ 
la  racine  /■,  change  donc  de  signe  quand  Ui  («,/>)  passe 

Fier.     i. 


par  zéro.  Supposons  que  OA  soit  la  tangente  donnée  par 
l'équation  U,  [x,j)  =  o,  m  le  point  directeur  de  la  sé- 

cante^  si  les  coordonnées  du  point  m  rendent  —  y  ,      f^j 

positif,  le  point  M  de  la  courbe  correspondant  à  la  racine 
/■,  se  trouvera  du  même  côté  que  m  par  rapport  à  l'ori- 
gine, caria  racine  /*,  sera  positive^  si  le  point  directeur 
\i('iil  cil  ///',  la  racine  /■,   sera  négative,  et  les  points  M' 


(  357  ) 
Cl  m'  seront  de  part  et  d'autre  de  l'origine  :  ia  courbe 
aura  la  disposition  MO  M'  de  \dijîg.  i . 

Si,  au  contraire,  les  coordonnées  du  point  ni  rendaient 

—  77% — '—7-  néeratif,  la  courbe  serait  située  de  l'autre  côté 

de  ]a  tangente,  et,  comme  précédemment,  tout  entière 
du  même  côté  de  la  droite. 

2.  Supposons  maintenant  queU2(^,jr)  soit  divisible 
par  U<  [x^j)^  et  soit 

L'équation  (3)  devient,  dans  ce  cas^, 

(4)  Ui  +  r  Ui  Vi  +  /-a U3  +.  .  .  -i-  /•'«-!  U,„  =  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

Quand. Ui  tendra  vers  zéro,  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion (4)  tendront  vers  zéro^  soient  /-,  et  /'o  ces  racines, 
nous  aurons 


-  -4 Si-+- 80=  -rr 


en  désignant,  pour  abréger,  par  Si  la  somme 


Si  = 1 


'■3  f\  f'm-\ 


et  par  S2  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes 
quantités 

Si  =   -H-  •  -H ) 

les  sommes  S,    et  So   ieslcnl  linics  quand  l  1  passe  })ai' 
Acro. 
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Les  forniules  précédentes  peuvent  s'écrire 


(a) 


f +;!-  =-(V,H-SO, 

'1  '2 

/  l  f  î  U  1 


et  de  ces  deux  formules  on  déduit  la  suivante 


(c) 


fi 


I 

''2 


rua 


=  (Vi  +  S,)-2-4    T^  _h(Vj-hSOS,-S, 


Tous  les  termes  qui  figurent  dans  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  restent  finis,  excepté  le   terme 

—  4  T~^^'  cI^lî  augmente  indéfiniment  quand  U,  passe  par 

zéro,  si,  comme  nous  le  supposons,  U3  n'est  pas  divisible 
par  U|.  Le  signe  du  second  membre  est  donc  donné  par 

le  terme  —  Arr'  Ce  terme  change  de  signe  avec  U<,  et, 

Fig.  2. 


par  suite,  le  premier  membre  change  de  signe.  Les  ra- 
cines /'<  et  /o  sont  donc  réelles  quand  le  point  directeur 
est  du  côté    de    la    droite  Ui  (x,j  )  =  o    pour    lequel 


U: 


—  4  fT^  ^st  positif,  et  elles  sont  imaginaires  de  l'autre. 
De  plus,  la  formule  (a)  nous  montre  que  ces  racines 
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sont  de  sii^iics  contraires;  car  —  et  —  augmentent  indé- 

finiment,  et  leur  somme  reste  finie;  la  formule  (c)  indique 

par  le  signe  de  —  —■  de  quel  côté  de  la  tangente  doit  se 

trouver  le  point  directeur  pour  que  les  racines  soient 
réelles  ;  elle  permet  donc,  dans  tous  les  cas,  de  construire 
la  courbe,  qui  présente  par  rapport  à  la  tangente  la  dis- 
position de  la  fig.  ?.  ;  le  point  est  d'inflexion. 

3.   Supposons  U<  identiquement  nul  et  U2  égal  à  un 
produit  de  deux  facteurs  réels  distincts, 

U,=:UV. 

L'équation  (3)  prend  la  forme 

(  5  )  UV  -h  /•  U3  -^ . . .  +  /-'«-s  U,;,  =  o. 

Si  U3  n'est  divisible  ni  par  U,  ni  par  V,  une  seule  des 
racines  de  l'équation  (  5  )  tendra  vers  zéro  lorsque  le  point 
directeur  franchira  la  droite  U(^,j>^)  =  o  ou  la  droite 
y[x^  7)  =  o;  par  suite,  le  signe  de  la  racine  qui  tend 
vers  zéro  sera  encore  donné  par  l'équation 

l\  /•2  ''w-2  UV 

car  —  donne  son  siiine  au  second  membre.  On  voit  aisé- 

I    1 

ment  que  l'origine  est  un  point  double  réel  ;  les  branches 
de  courbe  qui  se  croisent  en  ce  point  sont  situées  d'un 
même  côté  de  leurs  tangentes  respectives,  comme  pour 

le  point  simple;  et  le  signe  de  la  quantité  —  rr^  donne 

la  position  de  chacune  des  branches  par  rapport  à  sa  tan- 
gente lorsqu'on  y  substitue  successivemenl  h\s  coor- 
données d'un  point  directeur  voisin  de  chacune  d<\s  deux 
tangentes. 


(  3(h)  ) 
Si   les  deux  facteurs  dans  lesquels  se  décompose  Uj 
sont  imaginaires,  l'origine  est  un  point  isolé,  car  l'équa- 
tion (j)  n'a  pas  de  racines  réelles  voisines  de  zéro. 

i.  Si  les  deux  facteurs  de  IJo  sont  égaux,  Uo  sera  le 
carré  d'une  fonction  linéaire  U^  l'équation  aux  rayons 
vecteurs  prendra  alors  la  forme 


(6) 


U2h- rU.-i+ /•2U4  +  . . .+ /"«-2U,,^=  o. 


Si  U3  n'est  pas  divisible   par  U,   une   seule  racine  de 
l'équation  (6)  tendra  vers  zéro,  et  la  formule 


(«") 


I 

'1 


I 


m—l 


U3 

U2 


nous  montre  que  cette  racine  ne  change  pas  de  signe 
quand  U  passe  par  zéro,  c'est-à-dire  quand  le  point  di- 
recteur franchit  la  droite  U  [oc, y)  =  0.  Le  signe  de  U3 
fournit  le  signe  permanent  de  cette  racine,  laquelle  en- 

Fig.  3. 


gendre  évidemment  les  branches  MOM'  de  la  courbe 
[fi^.  3).  On  pourra  donc%  connaissant  le  signe  de  IJ.,, 
déterminer  la  position  de  la  courbe. 

o.   Supposons  actuellement  U3(a,  h)  divisible  par  U, 
et  soil 

u,=  u.v,, 


(  36'  ) 
l'équation  aux  rayons  vecteurs  prend  la  forme 

(7)  U2-+-rUV2+r2U4-f-...-f-r"^-2U,„=  o, 

où  nous  supposerons  U/,  non  divisible  par  U. 

Quand  U  tend  vers  zéro,  deux  racines  de  l'équation 
en  /•  tendent  vers  zéro^  soient  r^  et  r^  ces  racines,  on 
aura,  comme  précédemment,  les  formules 


(«1) 
(61) 


<^')  ^k-i 


§.s- 


4i|f.(ï.s.)s.-s.] 

La  formule  [c^  )  est  évidemment  de  la  forme 

T  \2      v^  — 4U'.-i-UW 


W  étant  la  somme 


U2 


'       W  =  -2V2Si-+-U(4S.2-3Sf). 

W  prend  donc  une  valeur  finie  quand  U  tend  vers  zéro. 

/  I          I     - 
i"  Si  V^  —  4U',  ^>  o,  la  fonction  ( )   est  posi- 


tive, et,  par  suite,  les  racines  /-,   or  t..   sont  réelles;  la 


(  3<i'-  ) 
loi  nulle  (/>,)  nous  nioutre  cjuc  les  deux  racines  /•,  cl  /.j 
sont  du  signe  de  U.,.  Si  U4  est  positif,  les  deux  racines 
sont  de  même  signe  quand  le  point  directeur  est  de  part 
et  d'autre  de  la  droite  IJ  =0;  la  formule  («<)  nous 
donne  alors  le  signe  des  deux  racines. 

On  obtient,  dans  ce  cas,  une  disposition  analogue  à 
celle  de  \aflg.  \,  et  l'on  saura,  dans  tous  les  cas,  si  les 
deux  branches  sont  toutes  deux  au-dessus  ou  toutes  deux 
au-dessous  de  la  tangente. 

Si  U4  est  négatif,  les  deux  racines  sont  de  signes  con- 

Fig.  5. 


traires,  on  obtient  alors  une  disposition  de  la  courbe 
comme  celle  de  la  y?^.  5. 

2°  Si  Vo  —  4U/,  <  o,  la  fonction  (j y)  est  néga- 
tive, les  racines  /'<  et  r.,  sont  imaginaires  conjuguées^  le 
point  O  est  un  point  de  rebroussement  isolé. 

3'»  Si  \l  .^  4U4  =  o  lorsqu'on  substitue  dans  la  fonc- 
tion \l  —  4Ur,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  tangente 

l    =  o,  la  fonction  l~ 1-  )    aura  pour  valeur 


— 'iV^Si-i-Q 


/j lV"-  —'^^'2^ 

\n~  rj  -  l 


-h    I  ô  2  —   J  ^  ï  ? 


Q  étant  Ir  fjuoliont   dr  \  i;  —  /jU-,  par  Tl;  elle  chani^c  de 
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signe  avec  U^  par  suite,  les  racines  /'i /"^  seront  réelles 
quand  le  point  directeur  est  d'un  côté  de  la  droite  U  =  o, 
elles  sont  imaginaires  de  l'autre. 

C  est  le  signe  du  terme —r. ^  qui  indique  de 

quel  côté  de  la  tangente  se  trouve  la  courbe. 

Yo  —  4U4  étant  égal  à  zéro  quand  on  y  substitue  les 

coordonnées  d'un  point  de  la  tangente,  U4  =  I  —  )  ;  par 

suite,  U/,  est  toujours  positif,  et  les  racines  r^  et  /o  sont 
de  même  signe,  pour  des  points  suffisamment  voisins  de 

Fig.  6. 


y^ 


la  tangente.    La  figure  afïectée  par  la  courbe  est  alors 

celle  de  ^^  fig-  ^^• 

Pour  avoir  le  signe  de  —  2  VoSi  -f-  Q,  il  suffit  de  re- 
marquer que  S,  est  la  somme 


T  I 


W— 2 


Cette  somme  varie  peu  dans  le  voisinage  de  la  tangente, 
elle  ne  change  pas  de  signe  si  Si  ne  s'annule  pas  au  mo- 
ment où  le  point  directeur  traverse  la  tangente;  par 
suite,  Si  dilï'ère  peu  de  la  somme  des  inverses  des  racines 
de  l'équation 

S,  dillère  donc  aussi  peu  que  l'on  veut  de  —  . /*  • 


(  :^'5i  ) 

Tous  CCS  rcsukals  sout  iudépcndanls  du  nombre  des 
racines  de  l'équation  en /'qui,  en  même  temps,  pourraient 
devenir  infinies^  si  cela  arrive,  un  certain  nombre  de 
termes  des  sommes 


I 

-i- 

1 

+  •   • 

•  + 

1 

'1 

I 

rm~i 
I 

rii 

"2 

rm- 

-2  r,n- 

1 

disparaissent,  et  rien  ne  sera  changé  dans  les  raisonne- 
ments. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'étude  détaillée  des 
circonstances  que  présente  la  discussion  de  la  courbe, 
lorsque  plus  de  deux  racines  tendent  vers  zéro  à  la  fois^ 
nous  nous  contenterons  d'indiquer  en  quelques  mots  la 
manière  dont  on  pourra  procéder,  dans  le  cas  plus  com- 
plexe où  trois  racines  tendent  vers  zéro. 

G.  Soient  toujours  ^i ,  7^,,  •..,  r„i^_i^  les  racines  de 
l'équation  en  /•  qui  sera  de  degré  m  —  i  dans  le  cas  que 
nous  allons  étudier;  soient  ri,  /'o,  /'^  les  trois  racines  qui 
tendent  ver»  zéro-,  supposons  pour  fixer  les  idées  qiie 
l'équation  en  /'  soit 


~  +..--V1, 


ri  ^2  ri  Ta        r^  r^ 

_^_+ ..=,_i^. 


Ui+rU2-f-/'2 

U3 

-4-. 

et  que 

l'on 

ait 

U2=Vi 

u, 

,       I 

On 

aura 

les 

relations 

I 

ri 

1 

I 
+  .— 

r^ 
1 

-+- 

1 

rs 

I 
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Ces  équations  peuvent  s'écrire 

-  +-      +-       =-(V,  +  Si), 

'l'2  f 1  f  S  '2^3 

'^l  ^^2  '  3  iJ  1 

en  appelant  Si  la  somme  des  racines  autres  que  r<,  /'o,  ''3, 
S2  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  et  S3  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à  trois. 

Nous  formerons  de  même  la  fonction  des  racines 


A  = 


\/-i         /-a/    \/-i         r^/    \r.2         r^  / 


Si  A  ]^  o  les  trois  racines  /'i ,  7*2,  /'a  sont  réelles  comme 
l'on  sait,  et  si  A  <^  o  une  seule  racine,  J^  est  réelle.  Il 
est  aisé  de  voir  que  A  est  de  la  forme 

cette  quantité  est  essentiellement  négative  pour  de  petites 
valeurs  de  U,  5  par  suite,  une  seule  racine  z'i  de  l'équa- 
tion est  réelle,  parmi  celles  qui  tendent  vers*  zéro;  les 
deux  autres  sont  imaginaires  conjuguées,  le  produit  r^/'s 
est  donc  positif,  et,  par  conséquent,  le  signe  de  la  troi- 
sième racine  vsl  donné  par  le  signe  de  —  —-  Cette  i-a- 

cine  change  donc  de  signe  avec  U, .  On  obtient  une  seule 

bianclie  de  courbe  analogue  à  celle  de  la  fig.    i . 
On  discuterait  aussi  aisément  les  cas  où  : 
1°  Uo  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire  U,  U,  étant 

identicpiement  nulle,  et  U3  divisibles  par  U,  ainsi  que  U.^  ; 
9.°  U,  et  U2  étant  identiquement  nuls,  U3  est  le  cube 

d'une  fonction  linéaire  U,  et  l  -,  divisible  par  U,  ainsi 

queU.,. 


(  3(i6  ) 
L(;  cas  où  quatre  raciii(;s  de  l'écjualioji  en  /•  tendraient 
\ers  zéro  est  un  peu  plus  complexe^  on  voit  toutefois 
que  le  problème  n'est  autre  que  celui  de  cherclier  les 
conditions  de  réalité  de  deux  ou  quatre  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré,  et  qu'on  peut  introduire, 
dans  la  solution,  de  notables  simplifications  en  ne  con- 
servant dans  les  expressions  que  les  termes  qui  influent 
réellement  sur  leurs  signes. 

7.  jNous  allons  terminer  cet  exposé  par  une  remarque 
importante. 

Si,  au  lieu  de  considérer  une  équation  de  degré  m  qui 
représente  une  courbe  ayant  à  l'origine  un  point  simple 
ou  double,  on  avait  considéré  une  équation  représentant 
une  courbe  ayant  à  l'origine  un  point  multiple  d'ordre 
/?,  la  théorie  eut  été  la  même.  Car  soit 

\jp{a,  b)  +  r\]p^^{a,  6)  +. .  .H-  r^^-Pl^mia,  b)  =  o, 

l'équation  en  /-  qui  convient  à  ce  cas. 

Le  polynôme  U^(.r,  j)  est  décomposable  en  p  facteurs 
de  la  forme  '^x  —  a.j  réels  ou  imaginaires,  simples  ou 
multiples.  Considérons  un  facteur  simple  de  U^  [x^j)^ 
il  fournira  dans  U^(<^,  h)  un  facteur  linéaire  correspon- 
dant en  a  et  b.  Soient 

et,  pour  abréger. 

L'équation  en  ;'  sera 

UV;,-i  -^  r  U;,+,  -h  .  . .  +  r"^  P  Dm  =  «• 

Si  U^+,  [x^j)  n'est  pas  divisible  par  U(jr,j)  ),  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  fait,  dans  le  cas  d'un  point 
siîiijilc  ordinaire  à   Torigiiie,  nous  montre  que  la  droite 
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U  =  o  du  faisceau  Uy,(x,j))  =  o  est  tangente  à  une 
branche  ordinaire  de  courbe,  située  tout  entière  d'un 
même  côté  de  sa  tangente.  Toutes  les  racines  simples  de 
l'équation  \Jp(^x^j)  =  o  donnent  lieu  à  la  même  dis- 
cussion^ si  elles  sont  toutes  simples,  on  pourra  donc 
dire  que  le  point  multiple  d'ordre  p  résulte  de  la  super- 
position de  p  points  simples. 

Si  le  polynôme  ^p(x-,j)  admet  un  facteur  double, 
l'équation  en  ;-  prendra  la  forme 

et  la  droite  U  =  o  sera  une  tangente  de  rebroussement; 
on  construira  les  branches  tangentes  à  la  droite  U  =  o, 
comme  nous  l'avons  fait,  dans  le  cas  où  l'origine  est  un 
point  double. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  analyse,  ce 
f|ue  nous  avons  dit  précédemment  suffit  pour  montrer 
(îommcjit  on  opérerait  dans  des  cas  plus  complexes. 

8.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  coupé  la  courbe 
par  la  droite 

X  =  ar, 

Y  =  br, 

et  nous  avons  étudié  l'équation  en  /•  qui  donne  les  rayons 
vecteurs  menés  de  l'origincî  au  point  de  rencontre  de  la 
droite  et  de  la  courbe.  Cette  méthode  n'ollre  aucune 
diflicailté  pratique;  mais  on  peut  aussi,  au  lieu  de  cela, 
prendre  l'équation  de  la  transversale  sous  la  forme 

y  =  Ix, 

et  éliminer  7  entre  cette  équation  cl  ceHe  de  la  courbe; 
on  obticMit  alors  1  équation 

U,(  I ,  X  )   h  .rl)2(r,  X)  -f-.  .  .-^  ./•'"->  V,„i^\ ,  À  »  :  -  o. 


(  3(hS  ) 
Le  cocfiicieiil  angulaire  de  la  laiigenle  esl  donné  par 

Ui(i,X)  =  o, 

el  l'on  opérera  sur  cette  équation  en  x  et  1,  comme  nous 
l'avons  fait  sur  l'équation  en  r^  a  et  b. 
Ce  seront  les  fonctions  symétriques 

I  I  I 


I  I 


qui  nous  permettront  de  faire  la  discussion  et  de  con- 
struire la  courbe  dans  chaque  cas  particulier. 

9.   Si  le  point  à  étudier  n'est  pas  à  l'origine,  mais  en 
un  point  (a,  ê)  du  plan,  il  faudra  considérer  l'équation 

o  =  F(a,  ê)  +  a7Fa-^jFs  + y2(-3^"FIî+  ^'-^jFap-^J^Fj--)  +..., 

et,  comme  F(a,  ê)  =  o  par  liypotlièse,  l'équation  précé- 
dente a  la  forme 

Ui(.r,j)  +  U2(.r,7)  +  ...+  U„^(.r,7)  =  o, 

qui  est  de  même  forme  que  celle  que  nous  avons  discutée. 
Nous  allons  passer  maintenant  au  cas  où  le  point  con- 
sidéré est  à  l'infini,  c'est-à-dire  étudier  la  courbe  autour 
de  ses  asymptotes. 


DISTAI^CiiS    m   aWU   DE   GRAVITE   AUX  POIXTS 
REMUOIABLES  DljTnIA^G^E; 

Par  m.  Georgiîs  DOSTOR. 


1.  Nous  désignerons  par  A,  B,  C  les  trois  sommets 
d'un  triangle  et  par  a^  Z>,  c  les  longueurs  des  cotés  res- 
pectivement opposés  à  ces  sommets. 


(  30.9  ) 

llcprésciiLous  par  II  ]c  rayon  du  cercle  circoiiscilu 
par  /*,  /•',  j''\  i-^"  les  rayons  des  cercles,  dont  le  premier 
est  inscrit  et  les  autres  exinscrits  au  triangle. 

Supposons  que  Ja  lettre  G  soit  mise  au  centre  de  gra- 
vité du  triangle  et  la  lettre  O  au  centre  du  cercle  circon- 
scrit. Portons  les  lettres  I,  T,  F',  Y"  aux  centres  des 
cercles,  l'un  inscrit  et  les  autres  exinscrits.  Enfin  plaçons 
la  lettre  H  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

2.  Les  distances  du  centre  de  gravité  G  aux  trois 
sommets  A,  B,  C  ont  pour  carrés  respectifs,  comnKî  Ton 
sait,  les  expressions 

GÂ^=-(2Z>2  +  2C2  —«2), 

9 

9 


GG"=  -{la^-^o.b-^—  c2), 


lui  donnent 


GA'  -H  GB"  +  GG  '  =  I  («2  H_  62  -1-  ci). 


3.  La  distance  du  centre  de  g/rwifé  G  au  centre  ()  du 
cercle  circonscrit  est  donnée  par 

GO"  =iR2—  -(a2_^^,2_^c2). 

On  en  déduit  de  suite  la  distance  du  centre  de  gravité 
G  au  poi/it  de  concours  H  des  Jiaufeurs,  doiit  le  carré 
est  ainsi 

GH^  =  4  R2  —  ^  («2  +  lA  -+-  r2). 
9 

i.  Enfin  on  trouve  facileuuînt  (pie  le  cai  lé  de  lu  droife 
(jui  joint  le  centre  de  gravité  G  au  centre  1  du  cercle 

Ann.iif  M,itht'-i)ia[  ,  .'i'' s('ri«\  l.   II.  (  Vont    i  SS.'>.  )  '2.!\ 


(  -^7"  ) 
insci  lL   a  [)(>ni'  \  alcui' 

—  2  1  j 

GI   =  ^  {bc  -h  ca  +  ab) («2  _,_  /^2  _,_  c2)  — ^  H  r. 

Dans  celte  expression,  il  suffira  de  changer  le  signe  de 
a  et  de  remplacer  /•  par  —  /',  pour  avoir  la  distance  qui 
correspond  au  centre  du  cercle  exinscrit,  opposé  à 
l'angle  A. 

On  trouve  ainsi  que 

GI'    =   ^  (bc  —ca  —  ab)  —  -(a^~  4-  b^  -!- ^2) -+- 4  Rr', 
^  9 

GI"^  =  1  (  ca  —  ab  —  bc  )  —  -  (  a^  _|_  ^2  +  c^  )  +  4  Rr", 
^  9 

Gr^  =  l-(ab  —  />c  —  ca)-  -  («2  4,  7^2  _u.  ^2)  +  4  Rr'". 
3  9 

Ces  ([uatre  dernières  égalités  donnent 
Gl'  -T-  (M'^-f--  GT''  +  Gr'=  4  R(r'+  /-"-h  r'"—  /•)—  ^(«2  _+.  /,2  _i_  ^.2) 

=  lGK2  _   l(«2_i_  7>2  +  c2) 
9 

=  i2R2  4-4GÔ\ 

o.  Toutes  ces  formules  peuvent  s'obtenir  directement 
par  la  Géométrie  pure-,  on  peut  aussi  les  calculer  au 
moyen  de  la  Trigonométrie. 


PftOPOSITIOXS  DE  ^1.  S.  UÉALIS. 

[.  L'équation 

.r  ►  —  -y.  a2  .r2  -t-  \  a3  .r  _|-  a^  -I-  [^2  ^^-  <-,, 

flans  la(jiiclle  a  est  un  entier  (juiîlconcjue  et  Jii  un  entier 
difïérenl  de  zéro  et  de  db  4y-'i  '>  ''^  p^^s  de  racine  entière. 


(  ^7'   ) 
IJ.  L'équation 

x'*  —  itj?-  x'^  -\-  ^rL^x  -^  rx*  —  2  |j2  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ji  un  entier 
différent  de  zéro  et  de  ±  2a-,  n'a  pas  de  racine  entière. 

m.  L'équation 

x'^  4-  (5a2  -h  4^);r2-f-2a(2a2  -h  [î);r-v-  a^  —  p2  =::o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque,  et  [^  iin  entier 
diliérentde  dz  a-  et  de  3a-,  n'a  pas  de  racine  entière. 

IV.  L'équation 

^^_  (5a2_i-  4P)^2  4_2a(2a2-h  p)^  — (a^  —  ?2  )  :=  o. 

dans  laquelle  a  est  uu  entier  quelconque  et  [5  un  entier 
différent  de  dz  a-,  n'a  pas  de  racine  entière. 

V.  L'équation 

a2  +  S     „  .    „       n.  a^  -  32 

x" ;r2  -H  a  (  a2  -i-  a  )  ^ — !—  =  o, 

2  4 

où  a   et  [5i    sont  des  entiers  de   même   parité,    [3  étant 
différent  de  zh  a-,  n'a  pas  de  racine  entière. 


COIiUi:SFONOAI\Clî. 


Exlridi  (l'une  Icllrc  de  M .  d' ()c(ii:^iic. 

Je  f(îrai  remar(pier  (pie  de  la  consLruclion  du  cenlre 
de  courbure  d(;  l'ellipse,  donnée  dans  le  nuiiu'io  de  mai 
(p.  238)  par  M.  (ienty,  on  peut  très  lacileuient  dednii-e 
la  construction  du(^  à  ^l.  xALannheim.  A  cet  eflct,  (om- 
plétons  la  (îi^uredela  |>aî:»e  9.38,  vn  tiranl  0(t  cl.  si  vvWc 


(  37^  ) 
droite  coupe  /C  au   point  /,   en  joignant  ce  point  au 
point  II. 

Dans  le  triangle  oy.v,  (jd  lil  sa  sont  tles  hauteurs;  donc 
oa  est  perpendiculaire  à  t/s  et  par  suite  à  ïjr^  dès  lors, 
dans  le  triangle  o^/^,  oa  et  ^C  étant  des  hauteurs,  Jii  est 
perpendiculaire  à  o/,  et  par  suite  à  an-^  d'où  la  con- 
struction de  M.  Mannli(;iiu  :  >  <>,f-^ 

Elever  à  an  la  perpeîidicidaire  ni  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  le  diamètre  oa  et  abaisser  du  point  i  la  per^ 
pendiculaire  iC  sur  l'axe  os. 


SOLITIO^S  DE  OIIESTIOINS 
PnOPOSÉES  IUi\S  LES  i\Ol\ELLES  AIVXALES. 


Question  1281 

(  Toir  2°  série,  t.  XVII*  p.    iS,); 

Pau  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

l*rofesseur  au  lycée  de  Nice. 

L'équation 

n'admet  pas  d'autre  solution,  en  nombres  entiers,  que 
celle  qui  correspond  aux  valeurs  x  =^y  =  o, 

(De  Joivquiéres.) 
Si  l'on  pose 


\2X-H1 


? 


(  ■JyS  ) 

on  a  identiquement 

(r)  r^— 3(p2==r, 

(  •>>.  )  //.2  _  2  (;2  =  —  r , 

et  l'équation  proposée;  devient 

(3)  1  =  -).^. 

De  ce  système  de  trois  équations  on  déduit  facilement 
le  suivant  : 

(5)  2  i^'-  -}-  I  =  3tï'2. 

Or,M.Gerono  a  démontré  (2''  série,  t.  XVII,  p.  38-^) 
que  ces  deux  dernières  équations  simultanées  ne  peuvent 
être  vérifiées  que  par  u  =:z  v  z::^  w-=^  \  \  d'où  tz=zi. 

Donc  il  en  résulte 


=    !■ 


(,,  + /3  )""*-'-(  2  - /S)-^-''-^' =  n/3, 
d'où 

équation  qui   évidemment    ne    peut   être  satisfaite,   en 
nombres  entiers,  que  ])ar  .r  =  o. 
De  même 

(.+/ip-'+(,-v/^r-'-'=., 

d  ou 

et  en(in  j  =  o. 


(  37-1  ) 
Qiœslion   1  i>20 

(  voir  .'!"  .si-rie,  l.  1,  p.  \?.-'.): 

V\\\   M.   HKBUFFEL, 

Professeur  au  lycée  d'Angers. 

rt'oiis'er  1(1  valeur  des  lui égr aies 

r  .r«-i  dn^  r  dx 

J        y/'^  J    ^' \ nx  —  (n-^i)]  v/iï 

(la/ts  les{/uelles  R  désigne  le  poljnônie 

nx'^-^  -h-  (71  —  i)^'^-2_j_  (fi  —  2)x"-^ -^. .  .-h  2^  -h  I  . 

(S.   Ré  A  LIS. 

1.    On  sait  que 

_  /i.r«+i—  (71  +  i);r«4-  I 

^~  (^-1)2 ' 

pai"  {'Oiiséquent 

x'^'^ix  —  j)  dx 


/a7«-i  dx  _    /• 


sj n x'^-^^  — ■  { n  -{-  i) x'i  -h  I 
Posons 

(l'on 

7i(  71  -î-  i)(x''^ —  .r«-i  )  dx  =  ^/y 


1  iiiLéiiiaio  devient 


'  dy  _     '^s/y     _'-*(^  — 0  /j^ 


(/IH-I)        /l(7l-i-l) 


Ji.   On  peut  écrire  Ja  deuxième  intégrale 

J    a:"|7ix  — (/l-hl)]/R 

r  (x  —  i).r"-'  r/.r       

"  ,/    J-"  [  iix  —  (n  -~  t)}/^;"  I  nx —  (n  -l-  i  )|  -1- 1  '^ 


(  ■^7->  ) 


et,  en 
d'où 
elle  de 

posant 

n( 
îvient 

I 

X"'  Ynx  — 

f     dr 

(A.H-I)J  = 
-x"'-^\dx 

•2 

ji  (  n  -■-  1 
-i)v/R  -I 

7, 

—  r  —  I 

fi ( n  -hi)  J 
•À 

y/^ 

A'^oie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Piuma  (Charles- 
Marie),  à  Gènes;  Chabanel  (Charles)  et  H.-B.-D.,  professeur  de 
Mathématiques  à  Rome. 


Question  1423 

(voir  3' série,  t.  I,  p.  47;))  ; 

Par  m.  n.  GOFFART. 

On  donne  une  conique  fixe  et  deux  points  A  et  A' 
situés  sur  une  niêtne  tangente  à  cette  courbe. 

Par  le  point  A'  on  mène  une  seconde  tangente  qui 
touche  la  conique  en  d.  On  mène  la  droite  Kd  (jui  ren- 
contre de  Jiouveau  la  conique  au  point  e^  la  d/'oi/e  A' e 
qui  coupe  la  conique  au  point  f  et  enfin  la,  droite  A/" 
rencontrant  de  nouveau  la  conique  au  point  g. 

Démontre/'  que  la  tangente  à  la  conique  au  point  g 
et  la  droite  A!  ef  se  coupent  en  un  point  de  la  seconde 
tangente  menée  du  point  A  //.  la  courhe.        (Geinty.) 

Soient  //  (')  le  point  de  contaet  de  A  A'  et  /'  le  point 
d'intersection  de  h! e  et  gd  :  la  droite  hi  est  la  polaire  de 
A  (-);  (;ll(M'eneontre  la  conique  en  /;/ et  la  tani^cnte  \' d 


(')   Kc  lecteur  est  prié  de  faire  la  lii;ure. 

('^)  Parce  que  la  polaire  de    \  passe  par  le  point  dintersection,   /. 
des  dia;;onalcs  r/\  r/i,""  rln  ((uadrilatèrc  inscrit  dfp:c  dont  lc>  côl«'s  op- 


(   '■^7<'  ) 
en  B.  Or,  d  riant  \c  polo  dv,  AV/I),  il  en  résulte  que  Ad 
est  la  polaire  de  B,  etc[ue  pai"  suite  De  est  tangente  (;n  e 
à  la  eoni(pK'. 

Appliquons  It;  tliéoièiue  de  Paseal  au  triangle  dc/i. 

Les  tangentes  B^,  AA',  A'Breneontrentrespectivement 
les  côtés  /?y/,  de^  eh  aux  points  P,  A,  C  qui  sont  en  ligne 
droite. 

Or  e  est  le  pôle  de  BeP,  A'  etîkii  de  hd  :  donc  A'/è 
est  la  polaire  du  point  P.  Cette  polaire  rencontre  gd  en  i 
ainsi  que  ///;?  :  donc  gf/i  passe  au  point  P. 

Donc  les  trois  pôles  P,  g,  m  étant  en  ligne  droite, 
leurs  polaires  A'ef\  gVx.  tangente  en  g^  et  Am  tangente 
en  ni  se  coupent  au  même  point.  c.  q.  r.  d. 

Note.  —  Autres  solutions  analytiques  de  MM.  Morel-Blanc,  Cli. 
Robinet  et  U.  Génin,  élèves  au  Lycée  de  Bar-le-Duc;  Romant,  élève 
au  Lycée  de  Lyon  ;  Berthelet,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


Question   \'i^^i^ 

(voir  3"  série,  t.  I.  \).   'i^o); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Ou  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A,  on  mené  par 
ce  point  une  sécante  variable  D^  soit  D,  la  droite  con- 
juguée de  D  par  rapport  à  V ellipsoïde.  Trouver  le  lieu 
de  la  projection  M  du  point  A  sur  la  droite  D, . 

(Barbarun.) 


posés  de,fg  se  coupent  en  A.  La  droite  11/  prolongée  rencontre  la 
coni(înc  au  pf)inl  m  de  contact  de  la  seconde  tangente  mA  menée 
de  A. 

De  même,  la  polaii-e  du  point  V  de  rencontre  des  droites  mg,  dli 
passe  par  le  point  /intersection  des  diagonales  gd,  hm  du  quadrila- 
tère inscrit  mgkd;  donc  A'e/estia  polaire  du  point  P;  et  par  con- 
séquent les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  m,  g  se  coupent  en  un 
point  dr  V  pf.  C'f-\.  rr  qw"]]   f,ill;iil   dr'uioiitrrr.  (<»■) 


(  377  ) 

x'*-        r^        z^ 
a^-        b-        c- 

équation  de  l'ellipsoïde. 

Soient  Xq,  J'^o,  z^  les  eoordoiinées  du  point  A;  j:,,  j  ,, 
Z\  celles  d'un  autre  point  1)  de  la  droite  D. 

La  droite  I),  sera  l'intersection  d(;s  plans  polaircîs  des 
points  A  et  1^-,  elle  aura  pour  équations 

a^  u^  c- 

Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  sont  proportion- 
nels à 


»      • s — s ' 


l'équation  du  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculaire- 
ment à  D,  est  donc 

(3)      . 

(7  —  Jo)  H —7X5 (-  -  -o)  =  o. 


c-a"- 


a^  b-i 


On  obtiendrait  l'équation  du  lieu  du  point  M  en  éli- 
minant JCi  ,j^, ,  Zi  entre  ces  trois  équations;  mais  l'équa- 
tion (  I  ),  ne  renfermant  pas  ces  variables,  est  celle  du  lieu 
demandé  qui  est  le  plan  polaire  du  point  A. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car  ladroiteD  tournant 
autour  du  point  A,  sa  conjuguée  D|  se  meut  dans  le  plan 
polaire  de  ce  point  et  peut  y  prendre  toutes  les  posi- 
tions ;  un  point  quelconque  M  du  plan  est  donc  la  j)r()- 
jection  du  point  A  sur  une  des  droites  D,. 

Note.  —  La  inèiiic  (|ucslion  a  clé  rôsoluo  par  M.  ('•ulVaiL 


(  :î7«  ) 


Question   1-127 

(voir  .i*  série,  t.  I,  \).  :>-j-]) 


Pau  m.  Chaules  G1IABAM:I. 


IroiiK't'.r  lu  Ddlcur  de  l  iiilciivale 

o 

{x —  iy^x'^  dx 


f 


v/P„.r« -h  P„,„i  x'i~^  -f- .  .  .  H-  P2 :r2  -H  Pi  :c  -+-  I 
oii  l'on  a  posé,  pou/'  abréger, 

(k  -^  \)(k  -!-  2)(A-  -^  3). .  .(A-  -^  im  ^  1) 


P/  = 


1 . 2 . 3 . .  .  f  2  /?i  -f-  I  ) 


(S.    îlÉALlS.) 


Désignons  pai'R  le  polynôme  compris  sous  le  signe  du 
radical.  Le  produit  de  II  par  i .  2  .  3  .  . .  (  2/?^  +  i)  est 
identique  à  la  dérivée  de  l'ordre  2111  -h  i  de 


^«+2'«-l-l-+-^«+2'«+  ^«H-2M-1_^.__)_  ^  _4_  I  _ 


X 


/?-t-2m-(-2 


.^•  —  i 


en  posant 


_^/i-t-2/7i-l-2 j 


X  I 


l'intégrale  proposée  devient  donc 


S  =  y/i  .  2 . 3  .  .  . (2  /?i  -T-  i) 


Soit 


*(x  —  ]y"x"'dx 


j2=:(^_,)2 


'2m+i 


(p.m-hi  (Q 


nous  allions,  en  dîHérentiant  cette  équation, 


9,V- r/v  =::  (,r  — J  1-'"-^' 


(J-—  l) 


dx-^"'+' 


(  2  m  -'-  2  )  -7-— ': 


r/j", 


I 


\ 


(  379  ) 

puis,  eu  divIsaiiL  le  premier  ineinbiH;  par-  y  et  le  seeoiid 

par  [x  —  i/"-^'  4  /  -^. ^? 


•idy  ^ 
De 


(^--  W 


d-^m-^V  Cû    _ 


6/.r2'«+i 


(X  ~  I  )  —7— i-  -H  ('2  /U  -i-  '2) 


clx'^ni^-1 


dx'^ni^y 


cLi 


<ix2'«+l 


011  déduit  successivemeut 


m-+-l 


(^  —  i)  -^~  -^  •!  -~  =  ( 71  -T-  "2  m  -h  i){  n  -\~  im  +  ^.jx"--^-"^, 
dx^  dx 

d'i  (D  d^  o 

(x  —  I )  -^  -h  3  -V-':;  =  ( /i  -h  '2 /n ) ( /i  +  2 m  H-  i)( /i  -4-  2 m  +  2 ) vC«+2 
dx^  dx'^ 


ni-i 


d'i.m^ïtQ                                 dini-h^  O 
{-^  —  0  -T— ; 7:  -+-{im  +  2)  ^— 7  =  (n  H-  i)(/t-f-  2  ).  .  .(  n  -f-  2m-H2)vC". 


Done 

2  o?jK  =  (  /^  H-  I  )  (  /i  -f-  2  ) .  .  .  (  /i  -I-  2  m  -f-  2  ) 


cl 


s  = 


2JK  y/i .  2 . 3  .  .  .  (  2  /M  -h  I  ) 


(  /i  H-  I  )  (  /i  -4-  2  ) .  .  .  (  Ai  -h  2  /?i  -t-  2  ) 
lîetnplaçaut  j  j)ar  sa  valeur 

A/2m-+-l  cû  / 

(  .r  —  l)'"  +  l  i  /  ^- 1   r=  (j'—i)'H\l  di  .'2.3.  .  .(2m  -h  1  )  R, 


011   a 


S  =  2  X 


I  .  2 . 3 . . .  (  2  /;?  -h  f  ) 
(  /?.  -i-  I  )  (  «.  H-  '2) . . .  (  /î  ■+■  2  m  H-  2  ) 


{x  —  I  )'"  '  '  \'V\ 


(  38()  ) 

Remarque .  —  Si  l'on  lail  ///.  =i-  o  cl  si  l'on  r(;niplace  n 
[)nr  //  —  I ,  on  a 

U  =  //  J-"    '  -î-  (  //  —  I ) x'^   '  H-  {n  —  2 ) x'^-'^  -{- . . . -1-  2 .r  -4-  I 
et 

:•«-!         2(.'r— i)v/K 


Çx' 


v/R  /i{n-^i) 

Note. —  Solution  uiialoyiie  de  M.  Cliarles-Maric  Piuina,  à  Gènes. 


Question  1428 

(  voir  .'!"  série,  1. 1,  p.  528); 

Par  m.  Ernest  CÉSARO. 

Si  l'ou  cousidère  les  solutions  entières  i^noii  négatives) 
de  chacune  des  équations 


X  -Ar  iy  ^=^  n  —  1 ,     237  H-  3jK  =  /i  —  3,     Zx  -^  \y  =  n  —  5, 

le  nombre  total  de  ces  solutions  égale  i excès  de  n 
sur  le  nombre  des  diviseurs  de  [n-{-  2). 


(Catalan.) 
La  ^^'•'"'<'  des  équations  proposées  est 

px-~{p  -;-  \)y  =  n  —  {ip  —  i). 

Il  est  visible  qu'on  y  satisfait  en  prenant  x  =  —  {n-'t-  3  ), 
y  zz=.n-{-  I .  En  conséquence,  les  solutions  entières  de 
cette  équation  sont  données  par  les  formules 

•r  =  —  (  /n-  3  )  -!-  (79  H-  0  /, 

où  t  est  un  entier  ([U(îlcon([ue. 

l*r)ni' (|nc  ./•  et  7    ne  soicnl  pas  néi^al  ils,  il  laiil  alliihncr 


(  ■i8.   ) 
à  t  dos  valeurs  telles  qu'on  ait 


n  -+-  -^  <;     ^n  -r-  \ 


ou  bien 


[Z]  désignant    le   plus    grand  nombre  entier  contenu 
dans  Z. 

Le  nombre  des  solutions  eiiliereSy  non  négatives,  de 
Féquation  considérée,  est  donc 


N 


[M  -+- 1  n       r  7i  H-  2 1 


Cela  posé,  il  est  clair  que     —     -* égale  i , 

ou  o,  suivant  que  p -\- \  divise  ou  ne  divise  pas  /^  -f-  2. 
Conséquemment  on  a 

si  /;  H-  I  divise  /7  -+-  a,  et 

lors([ue  p  -h  i  ne  divise  pas  n  -f-  'i. 

Si  0(Z)  désigne  le   nombre  des    diviseurs  de   Z,   ou 
obtient  par  addition 


^,-i-r\2-hN3-H... 


-[ 


n  -h  F 


0(/;-l-   •?.)—  1  I   r-=    //    -h   •>.  —  0(/?    4-  ^U')' 


Note.  -  -  r.a  mriiic  (|ucsli()ii  a  cti'  r(''S()lut>  par  M  M.  (lliahancl  el  (iotVarl, 


(')   Si  px  -h  {p  -!-  i).)'  -^-  //  —  (.»/>    -  1)  ri'prcscnlc  la  (hMiiicro  des 
c(|uati<)iis 


(  -^S'j.  ) 


C)iii:sTio\s. 


14^60.  Soient  G  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre 
ABCD  ;  0(,  O2,  O3,  O/,  les  centres  des  sphères  circon- 
scrites aux  tétraèdres  GBCD,  GAGD,  GABD,  GABC  res- 
pectivement. Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  Oi  O2O3O/, 
est  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  donné. 

Même  théorème  pour  le  triangle  et  les  cercles  cir- 
conscrits. (Gewty). 

LiGl.   Par   un  dcîs    points   d'intersection    A  de   deux 


dont  on  considère  les  solutions  entières,  non  négatives,  p  est  néces- 
sairement le  plus  grand  nombre  entier  satisfaisant  à  la  condition 


n-  (u/?  — i)^o; 


c'est  dire  ,que  p  = 


w\ 


d'où 


p  -h  I 


n  -\-  ■) 


et 


p  -i-  . 


Or  la  somme  des  différences 


[n  -h  il        [n  -h  il       Vn-hil        [n  -4-  il  F"  +  H        T''  "t-i 


se  réduit  à 


r  /i  H-  1  1        r  n  -H  j 


=  /i  -H  I  —  1  =  /i. 


Donc,  le  nombre  des  solutions  dont  il  s'agit  s'obtient  en  retranchant 
de  n  autant  d'unités  qu'il  y  a  de  diviseurs  de  /?  -i-  2  dans  la  suite  2, 

3,  ...,  (/?-!- 1). 

n  -'r-  '>. 

Mais  jr?-^-i  élant  a\i   irioins  éi^^il  à  cl   rnoiiulrc   ((uc  n  -f-  :>,   le 

nombre  n  ~\- 'i  a  seulement  deux    diviseurs  n -\-  9.  et   1,  ((ui   n'appar- 
tiennenl  pas  à  la  suite  :>,  3,  ...,  (/>-+-i). 
l'ar  conséquent,  on  a 

N,  -h  N,  -I-  N-,  -h . . . -I-  N^,  —  //  —  f  0  (//  -I-  c>  )  —  r?  ]  ■-  «  +  2  —  0  (  //  h-  •;.  ). 

c.  Q.  r.  r>. 


(  383  ) 
liyperbolt's  équilalères  Je  même  eeiiLre  O,  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  les  deux  courbes  en  B,  B';  de  ces 
points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BC,  B'C  sur  les 
tangentes  aux  deux  courbes,  au  même  point  A  :  démontrer 
que  l'angle  COG'est  quadruple  de  l'angle  des  asymptotes. 

(E.  Fa.uqtjembergue.  ) 

1462.  Dans  le  triangle  ABC  on  a  pris  le  point  C  sui- 
AB,  et  B'  sur  AC,  tels  que  l'angle  G'CB  soit  égal  à  —  et 

quel'aTigleB'BGsoitégalà  — ;  démontrer  (jue  si  GC'=  BB' 
le  triangle  ABG  est  isoscèle.  (Emile  Lemoiwe.  ) 

1463.  Etant  donné  un  point  P  sur  une  ellipse  de  centre 
O,  on  mène  en  ce  point  une  tangente  et  la  normale  qui 
touche  au  point  Q  la  développée  de  l'ellipse,  et  l'on  lait 
passer  un  cercle  par  les  extrémités ;•,  /'du  diamètre  con- 
pigué  à  OP  et  par  la  projection  S  du  centre  O  sur  la 
tangente  en  P,  puis  l'on  prolonge  OS  jusqu'à  sa  rencontre 
(Ml  S'  avec  le  cercle;  démontrer  que  OS' =  PQ. 

(Ghambojv.) 

1464.  On  donne  les  deux  paraboles  j-  ■=.  '?.c\x  dr  r)  ^ 
une  tangente  à  l'une  de  ces  paraboles  rencontre  la  seconde 
parabole  aux  points  P,  Q  ;  sur  PQ  comme  diamètre  on 
décrit  un  cercle  qui  rencontre  la  seconde  parabole  en 
deux  nouveaux  points  R,  S^  prouver  que  la  droite  BS  est 
tangente  à  la  première  parabole.      (  Wolstenholme.  ) 

1465.  De  deux  points  sitn<''s  sni-  l'axe  des  .r  et  t''(jiii- 
distants  de  l'origine,  on  mène  (\c^  langenles  à  la  eonicpic 
représentée  par  l'équation 


(  3S4  ) 

prouver  (jiic  les   points  d'iiiterseclioii  do   ecs  LaiigeiiLes 
sont  sur  la  conicjuo  hy-  4-  li  xy  —  x  =  o. 

(  WoLSTEJNHOLMi:.  ) 

1  iC)6.  ABCD  étant  un  tiapèze,  on  joint  1(îs  extrémités 
A  et  1)  du  côté  obli(ju(î  Al)  à  un  j)oint  jM  du  eôté  i^C^  on 
mène  une  parallèle  à  DM  par  le  point  B,  et  une  parallèle; 
x\M  par  le  point  C  Démontrer  que  ('es  deux:  droites  se 
coupent  sur  AD.  (D'OcAr.jNK.) 

1  467.  Le  nombre  premier  />  =--  2/^^-  i  étant  supérieur  à 
3,  la  somme  des  puissances,  d'un  même  degré  pair  2  r^  com- 
pris entre  zéro  et/;  —  i  =  2«,  des  n  entiers  i ,  2,  3,  ...,  /i 
et  celle  des  puissances,  du  même  degré,  des  n  entiers 
suivants  n-\-  i,  n-\~  2,   ...,  p  —  i  =  in  sont  divisibles 

par /7.  (LlONJNET.) 

1468.  Soient  sur  le  cadran  d'une  montre,  à  l'instant  B, 
OA  la  direction  de  la  petite  aiguille,  OB  celle  de  la 
grande^  déterminer  0  de  façon  que,  lorsque,  après  un 
certain  temps,  la  petite  aiguille  sera  venue  sur  la  direc- 
tion OB,  la  grande  aiguille  soit  précisément  dirigée  sui- 
vant OA.  Quelles  sont  toutes  les  heures  compi'ises  dans 
un  cycle  complet,  de  midi  à  minuit,  qui  répondent  à  la 
question? 

lleinavcjue.  —  On  pourrait  appeler  ce  nouveau  pro- 
blème; sur  les  aiguilles  d'une  montre  le  prohlènie  des 
positions  iiii^erses.  Il  fait  connaitre  les  instants  pour  les- 
quels les  indications  de  la  montre  ne  seraient  pas  pré- 
cises, si  les  deux  aiguilles  étaient  absolument  identiques. 

(D'OCAGJNE.) 


UECTIFICATION. 

\friiu'  loiiif.  pa;;c' .]h);  lii^nc  12  en  rcrrionlaiil  :  «w  lieu  de yx,  lisez-y 


(   385  ) 

RELATIONS  ENTRE  LES  DISTANCES  M  FOYER  D'UNE  CONIQUE 
A  QUATRE  POINTS  011  A  QUATRE  TANGENTES 

[FIN  (')]; 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


DEUXIEME  PARTIE. 

BELATIOW     EJNTIIE    LES     DISTANCES     d'l'JN     FOYEU 
A    QUATRE    TANGEISTES. 

1.   L'équation  tangentielle   d'une  courbe  du   second 
ordre  rapportée  à  son  foyer  est 

(i)  (ï<  — «0)2  + (P  — Po)- ^=0. 

p- 

iio  et  v^o  désignant  les  coordonnées  de  Ja  directrice. 
Cette  équation  développée  devient 

U^  -+-  i>^  —  2  UKo  2(^(^0  +  lif)  -T-  ^'o  —    --    =  O. 

Si   donc    («,  ^),    («i,J^i),    (ï*2i  ^2),    ("3î  «^3)   désignent 
quatre  tangentes,  on  aura  les  quatre  équations 


I 

U'^  -+■  P2    -;,,  iiii^     _    -^çç^^      ^   II-    ^  ç- ô    =^J 


,2    _^....  ^ ..2      .     ,,2 


(^.) 


u\  -h  V-y  —  ?.  (Il  //„  —  :>.t'i  i\)  4-  Ifl  H-  i'o T  =  <^ 


ICt,  h-  ^2  '^'  "2  ''">   ~'  '^-  *'2  ^'0  "+'  'M  """  ^"Ô ^   —  ^J 

Ifl  ^"  <';j   —  '^'  ";<  ^'0  '-^  ^'.Jt'o  -'r-  l'I  -H  t'o 2    ~  "' 


(')   To//-  même  Tome,  p.  ^.'i-. 

^///i.  (/d  Mathemat.y  3"  série,  l.  II.  (vSoplciuhrc    i^^i).)  ^J 


(  38()  ) 
Soient   (I,  (I ^^  (/->^  (f ,)   les  distances   du   fbjor   aux  quatre 


tangentes.  On  aura 


(3) 


^^'=::r^'     ^'i 


u:,  +  ('2 
I 


''^   -r-  P'-^ 
1    ^^  ^1 


//-.:  H-  t^: 


Éliminons   z/q,  r,)  et  —  entre  les  équations  (2).  Il  vien- 
dra, en  tenant  compte  des  relations  (3). 


(4) 


f/2 


//  V  l 


dl 


//.)  Vo  l 


—  o. 


d; 

C'est  la  relation  reeliercliée. 

2.  On  voit  sans  plus  de  détails  que,  si  trois  tangentes 
restent  fixes  et  que  la  quatrième  varie  de  façon  que  la 
relation  (4)  soit  satisfaite,  la  quatrième  tangente  enve- 
loppe une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine;  et,  par 
suite,  que  réciproquement,  si  quatre  droites  sont  assu- 
jetties à  la  relation  (4);»  elles  sont  tangentes  à  une  même 
conique  ayant  pour  foyer  l'origine  ou  un  point  donné. 

3.  Comme  nous  allons  le  voir,  la  relation  (4)  peut 
être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  plus  facile  à  in- 
terpréter géométriquement.  Mais  nous  pouvons  dès  à 
présent  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Dans  les  coniques  à  centre,  le  produit 
des  distances  d 'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant. 


(  ■■'-«-  ) 

Supposons  que  les  quatre  tangentes  forment  un  paral- 
lélogramme. On  aura 


(5) 

Par  suite. 


'    "2    _    ^2 
U  Ç 


K, 


I  ^  ^  ^  =  K'. 


cn  = 


in  -+■  v: 


I  i 

X 


K2  u-i  4-  V'- 


Remplaçant  dans  (4)5  il  vient 


K'^  ^  t:^ 


,  -,  .  1 


K2 
K'2 


(7) 


d' 


V        i 


<i        I 


~j~       l\  If        K  r       I 
a- 

-^      K?<i     K'r,      [ 


o. 


Après  avoir  multiplié  la  première  ligne  par  K  et  la 
deuxième  par  R',  retranchons  la  troisième  de  la  pre- 
mière et  la  quatrième  de  la  deuxième;  puis  supprimons 
les  facteurs  (i  —  K)  et  (i  —  K')  ;  nous  aurons 


K' 

d\ 

di 


o, 


Wi/ 


K'n,      K' 


(  388  ) 


ou,  on  développant, 
KK'2 


dl 


(uvi  —  VUt) 


ou  encore 

(8) 


d^ 

di 


d-i 


K_ 


{iWi  —  VUi  )  =^  o, 


Mais,  en  vertu  des  relations  (6),  on  a 


(9) 


dl 
dl 


K^  d^ 
K2   d\ 


K' 


et,  en  multipliant  (8)  et  (9),  membre  à  membre,  on  a 

d-^dl^dldl, 
d'où 

dd-i  =  didi-  c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  projections  d' un  foyer  sur 
les  tangentes  est  une  circonférence. 

C'est  à  l'aide  de  cette  propriété  que  nous  détermine- 
rons les  foyers  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole;  mais, 
avant  d'aborder  cette  question,  nous  allons  simplifier  la 
relation  (4). 

4.  Commençons  par  rappeler  une  formule  importante. 
Etant  données  deux  droites  D,  («,,P'i)  et  D2(wo,(>'2) 
et  un  point  P,  intersection  de  deux  droites  D'( a',/)  et 
l^'\u!\v")  {fig.  i5),  ona 

Ui       Vx        I 
II'       v'       1 

sinD,SP        sinOSDa  ""     ^       ' 

(10)  ■    ..A.,     X 


sinPSDa         sinOSD, 


u'      v'      I 

u!'     v"     I 


G  désignant  l'origine  des  coordonnées. 


(  '^89  ) 
Pour  plus  de  détails  à  ce  sujet,  nous  renvoyons  à  la 
Géomélrîe  analytique  de  Painvin. 


Posons  maintenant 


Fig.  i5. 


(li) 


A  = 


A,  = 


IH 

Pi      1 

II 

V          I 

112 

V2        I 

,      A,= 

U2 

^2        1 

113 

^3        I 

ih 

i>;i         I 

a 

V         I 

IL 

('            I 

iii 

Vx        I 

,        A3  = 

Itl 

t'i          I 

iH 

P;j          1 

11-2 

^'2        I 

On  voit   sans  peine  que   la  relation  (4)  développée 
peut  s'écrire 


A  A,         Ao  A3 


d^ 


et,  en  divisant  par  A  qui  n'est  pas  nul,  car  les  trois  tan- 
gentes (m,,ç'<),  {^iii.y^i)i  (''3)^':0  11^'  peuvent  concourir 
au  même  point 


('•^>  ^ 


I 


\>      Il 


il  vient 


I 

7n 


a      V 
"3     i\t 


I 

;7^ 


if 

('           1 

l'i 

t't         » 

If  2 

i'>        1 

U2 

*'2        ' 

//■, 

*  .!         ' 

-  =  o. 


Supposons,  pour  lixer  les  idées,  que  le  foyer  soit  à  l'in- 
térieur du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes, 

Fig.   i6. 


<t^  V, 


et  soit  cp  ce  foyer  {Jig-  i6),  qui  est  aussi  l'origine. 
On  a,  d'après  ce  qui  précède, 


A, 

A 


sinABD        sincjBG 
^c-  X  S^- 


sinDiiC        sinoBA 


ti3) 


A2 

A 


sinBl^b'        siiicf-EC 
-7\   X   -^-^ 

sinCEF         sinoEB 


A3 
A 


sinCAB         sincpAD 
— ^  X  -^-p^ 

sinCAD        sincpAB 


Ou  a,  d  autre  part,  en  examinant  la  figure, 


sincpBG        fl?i        sincpEG        dz        sincpAD        d-^ 

-X^\        d  ,x\        d  .    >''\\        d 

«iin'^BA  sincpEB  sincpAB 


En  tenant  compte  des  relations  (i3)  et  (i4)'  l'équa- 


{  ■H)'  ) 


lion  (12)  devient 


,    .,     I  I    sinABD  I    sinBEF^         i     sinCAB 

(l'j) , -^—  -f-  -j- -^^:^  =  o. 


siiiDBC 


sinCEF 


sinCAD 


Soient  A,   B,   C,   D  les  angles  du  quadrilatère.    Les 


triangles  ABD  et  DBC  donnent 


AD 


BD 


DG 


DB 


d'où 


sin^        ""^        sin-D^        '''"^' 


OU 


sinABD  _  AD        sinA 

"^^  ~   DG  ""  7Ï^/ 
sinDBC 

On  a  de  même,  dans  les  triangles  AEF  et  DEF, 


d'où 


sinAEF  _  sinA        sinDEF  _  sinD 
AF      ~"    EF   '  DF      ""  ~ÊF' 

sinAEF        A  F  sinA 


DF  sinD 


sinDEF 

D'autre  part,  les  deux  triangles  ABF  et  DGF  donnent 
AF  AB  DF  GD 


d'où 

et  par  suite 


sinB  .   /'"\        sin  G  ^-^^^^^ 

sinAFB  sniAFB 


AF  _  AB        sinB 
DF  ~  CD  ^  iïiTG' 


îinAEF        AB        sin  A  sinB 


X    - 


GD        sin  G  sin  D 


sinDEF 
Kiilin  les  deux  triangles  C.ARet  CAD  doniiciil 

sinGAB        en  sinB 


^inGAD 


CD  sin  D 


(   '^O"-  ) 
liciin)Ja(;oiis  dans  (i3),  cl  nous  aurons 

I  I  AD  sinA 

cl        di         CD  sinC 

^  _i_        ^  sinAsinlî  i  CP>         sin  B  _ 

'^  cL^  CT)^  sinCsiiiD  ~  ^  ^  CD  ^  TÛTD  ~  ^' 

ou  encore,  sous  une  forme  tout  à  fait  symétrique, 
CD  sinCsiiiD         \Dsin  A  siiiD 


(if))  ^  ^  '^' 

ABsinAsinB        BCsinCsinH 

—  =  o. 


do  (Ia 

Ainsi  : 

Théorème  II.  —  Si,  dans  une  conique,  les  quatre  côtés 
d'un  quadrilatère  sont  tangents  aune  même  branche  de 
courbe,  et  si  Von  nudtiplie  chaque  côté  du  quadrila- 
tère par  les  sinus  des  angles  adjacents,  puis  que  Von 
divise  par  la  distance  dufojer  au  côté  opposé,  la  somme 
des  résultats  correspondant  à  deux  côtés  opj)osés  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

o.  On  démontrerait  d'une  manière  analogue  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  un  quadrilatère  est  circonscrit 
à  une  hyperbole  de  telle  sorte  quil  j  ait  deux  côtés 
tangents  à  chaque  branche,  en  opérant  comme  dans  le 
théorème  II,  la  différence  des  résultats  correspondant 
à  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  différence  des  deux 
autres. 

On  aurait  donc,  dans  ce  cas, 

ABsinAsinB        CDsinCsinD 


do  d 

(17) 


ADsinAsin  D        GBsinCsinB 


(  3y3  ) 
Remarque.   —   Les    théorèmes    II   et  III   pouvaient 
être  déduits  des  théorèmes  I  et  II  de  la  première  Partie. 
Nous   avons  préféré  la  démonstration  précédente,  qui 
nous  semble  plus  élémentaire. 

Corollaire  I.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptibie 
circonscrit  à  une  ellipse,  si  l' on  di<^ise  chaque  côté  par 
la  distance  du  foyer  au  côté  opposé,  la  somme  des  rap- 
ports correspondant  à  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres. 

Nous  avons  trouvé  en  effet 

ABsinAsinB        CDsinCsinD 
d-2  d 

AD  sin  A  sin  D        CB  sin  G  sin  B 


di  •  d^ 

Si  le  quadrilatère  devient  inscriptibie,  on  a 

sin  A  sinB  =  sin  G  sinD  =  sin  A  sinD  =  sin  G  sinB, 

et,  par  suite,  en  supprimant  le  facteur  commun  sin  A  sin  B, 

AB        GD        AD        GB 

i8)  -_  -H  — -  =  __  -1-  —. 

d-i  d  di  «3 

CoROLLAiTiE  II.  — Dans  tout  quadrilatère  inscj'iptible 
circonscrit  à  une  hyperbole  et  tel  quily  ait  deux  côtés 
tangents  à  chaque  branche,  en  opérant  comme  précé- 
demment, la  différence  des  rapports  relatifs  à  deux 
côtés  opposés  est  égale  à  la  différe/ice  des  deux  autres. 

Car  si  le  quadrilatère  devient  inscriptibie,  la  relation 

ABsiii  A  sin  r>        CA^  sin  G  siiiD 
d,  d 

_  AD  sin  A  sinD        GlisinGsinB 
_ 


(  -hi  ) 

(1('\  ii'iil 

AB        CD  _  AD  _   CR 

^^/^  di  d    ~    di    ~   'd^  ' 

6.  jNous  pouvons  maintenant  démontrer  bien  facile- 
ment le  théorème  I. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  Tellipse.  Si  le  quadri- 
latère devient  un  parallélogramme,  la  lelation  (i6) 
devient 

ou 

AH  X  di  d:i  (  d  -'■  d-i  )—  ne  X  ddo  (  d^  -  d ^,  ) . 
Or 

k^{d-^d.i)=  nC{di-^d;i)  =  S, 

S  désignant  la  surface  du  parallélogramme,  il  en  résulte 

did:i  —  dd2. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  l'hyperbole.  Si  le 
quadrilatère  devient  un  parallélogramme,  la  lelation 
(i  y)  devient 

ou 

AB  X  didi(d.—  d)  =  BG  x  dd,(di  —  d-^). 
Or 

AB(r/.>-r/,)  =  BG(//,-r/,)  =  S, 
d'où 

di  d:i  =  dd-i . 

APPLICATION     A    LA    DÉTERMIIV  ATlOiN     DES    FOYERS. 

7.  Nous  ne  traiterons  que  le  cas  de  l'ellipse,  le  cas 
de  l'hyperboh;  s'en  déduisant  simplement. 

Aous  avons  vu  que  le  lieu  géométrique  des  projections 
fliin  foyer  sur  les  tangentes  est  une  circonférence. 

Par  raison  de  symétrie,  cette  circonférence  aura  pour 
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cenlre  le  centre  de  la  courbe  ^  et,  comme  les  tangentes 
sont  extérieures  à  l'ellipse,  elle  sera  tout  entière  exté- 
rieure à  l'ellipse. 

Supposons  que  le  foyer  soit  un  point  quelcouque  cp 
intérieur  à  la  courbe  [fig.  17).  Menons  le  diamètre  cp  MN. 

Fig.   17. 


Il  est  visible  sur  la  figure  que  l'on  a 

cp  M  >  cp  M',     cp  N  >  cp  N' , 

d'où  ^ 

cpM  X  cpN>  cpM'x  cp^', 

M  et  N  étant  les  points  de  rencontre  avec  la  circonfé- 
rence, lieu  des  projections  des  tangentes. 

D'autre  part,  si  l'on  mène  les  perpendiculaires  -iPet 
cpP'  sur  les  tangentes  en  M' et  N',  on  a 

CûM'>CpP,        CûN'>CiP', 

d  ou 

cpM'xcpN'>cpP  X  cpP', 

et  par  suite 

COM  X  C3N  >  CûP  X  oV. 

Mais  les  quatre  points  M,  N,  P  et  P'  doiveut  appartenir 
à  la  même  circonférence,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

cpM  X  cpiN  =  oP  X  CpP'. 

Cette  égalité,  comparée  avec  l'inégalité  précédente, 
exige  que  M  et  P  coïncident  d'une  part,  JN  et  P'  de  l'autre; 
par  conséquent,  que  le  diamètre  JMN  soit  normal  à  la 
courbe,  car  M  et  P  ne  peuvent  coïncider  qu'au  point  M'. 


(  •■5yfi  ) 

Ainsi  les  foyers  sont  sur  l'un  des  axes.  Ils  ne  peuvent 
évideniinent  pas  être  sur  le  petit  axe,  et  ils  seront  par 
suite  sur  le  grand  axe.  La  eirconférenee  lieu  d(;s  projec- 
tions des  foyers  devient  alors  la  circonférence  circon- 
scrite et  le  produit  constant  devient  égal  à  h'-. 

Si  donc  on  désigne  par  c  la  distance  d'un  foyer  au 
centre  on  devra  avoir 

{a  -+-  c)(a  —  c)  =  62, 
OU 

^2—  C2=^>2       et       C2=rt2_^2. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  faudrait 
commencer  par  exprimer  que  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (4)  représente  une  parabole,  ce  qui  donnerait 
une  relation  entre  les  distances  d'un  foyer  à  trois  tan- 
gentes. Cette  relation  servirait  à  déterminer  le  foyer. 

IJELA-TION    EJNTRE    QUATRE    CONIQUES    INSCRITES 
DANS    LE    MÊME    QUADRILATÈRE. 

8.   Reprenons  la  relation  (i6) 
ABsinAsinB        CDsinCsinD        BGsinRsinC        ADsinAsinD 


d=i  d  c/a  d\ 


=  o 


Soit  G/ une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABCD 
et  soient  ooi^j/.,  Zi,  ui  les  distances  de  son  foyer  aux  côtés 
du  quadrilatère. 

Faisant  varier  /de  o  à  3,  on  aura 

CDsinCsinD        ADsinAsinD        AB  sin  A  sin  B  _  BG  sinB  sin  G  _ 


X  y  z  a 

CD  sin  G  sin  D        AD  sin  A  sin  D        AB  sin  A  sin  B        BC  sin  B  sin  C 


Xi  Jl  ^1  Ui 

CDsinCsinD        ADsinAsinD        ABsinAsinlî        BGsinBsinG 


=  o, 


=  o 


X-2  JK2  ^2  ^^2 

CDsinCsinD         \D^in\-inn        A  P>  si  n  A  s  i  n  B         B  C  h  n  1?  ^  i  n  C  _ 
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En  éliminant  les  quatre  quantités  qui  entrent  aux  nu- 
mérateurs, on  aura 


(20) 


T 

I 

I 

I 

X 

y 

- 

u 

\ 

\ 

I 

I 

Xx 

ji 

■^1 

"1 

\ 

I 

I 

I 

X-i 

y-i 

^2 

W2 

=  o . 


^3       73        -3        U^ 

C'est  la  relation  cherchée.  Elle  donne  le  lieu  géomé- 
trique des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère. 

Si  parmi  ces  quatre  coniques  il  y  a  un  cercle,  la  rela- 
tion précédente  devient 


I 

I 

I 

I 

X 

y 

>»? 

II 

I 

I 

I 

I 

Xx 

71 

^1 

U^ 

I 

I 

I 

I 

^2 

J2 

Z=i 

W2 

r 

I 

I 

I 

=  o 


SUR  LA  CONSTUIJCTIOIV  l)'ll\E  COURBE  ALGEBRIQUE 
AITOIR  D'HIV  DE  SES  POmS 

[suite  (  ')]; 
Pau  m.  Ch.  lilEIILER. 


II. 

THÉORIE    DES    ASYMPTOTES. 

1.  Soient 
F(x,  j^)  =  o  l'équation  de  la  courbe; 


(')   Voir  iiMMur  Tome,  p.  3.V|. 


(  ■''9«  ) 
/'(j;',  )  )  ronsemblc   lioiuogèiio  des   Lcnius  de   dcgi^'^   /// 

"de  F; 
.«^(.ï',  7  )    reusemblc    homogène  des    termes    de    degré 

///.  —  ]  , 

L'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

(0  /(^. 7)  -+-  S'i^, y) -H  ^K-^,  7)  -^-. .  .=  o. 

Coupons  la  courbe  par  la  droite 

.r  r=  ^,)  -h  a;\ 
7=Jo  +  ^^/-. 

L'équation  de  degré  m  qui  nous  fournit  les  m  valeurs 
de  /'  qui  conviennent  aux  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  courbe  est  de  la  forme 

( 2 )  Uo  r"'  -f-  Ui  /"«-!  +  Ua  r'"-2  -i- .  .  .  4-  U,„  =  o. 

Les  coefficients  Uo,  Ui,  U2,  ...  sont  des  fonctions  de 
Xo,  J  0  dont  le  degré  est  marqué  par  l'indice  et  qui  ont 
pour  expression 

Vo=f(a,  b), 

Cela  posé,  si  la  transversale  est  choisie  de  manière 
que  /*(a,  h)  ■=  o,  l'une  des  racines  de  cette  équation 
devient  infinie,  et,  pour  qu'un  second  point  de  rencontre 
de  la  droite  avec  la  courbe  passe  à  l'infini,  il  faut  en 
outre  que  U,  =  o.  c'est-à-dire  que  le  point  (a:'o,  Jçs)  soit 
situé  sur  la  droite 

(  3  )  orf[,  -4-  yf),  +  ,^  (  rt  ,/>)==  o. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  les  coordonnées  Xq^Jq^ 
n'annulent  pas  Uo,  la  courbe  F(x,  y)  =  o  est  asymptote 
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à  Ja  droite  dont  l'équation  est 

^.f'a  +  yf'b  -^  ^(^^    />*)  =  (). 

Soient/',,  z^,  •••,  ''m    \  les/??  —  i  raeines  d(*  l'équation 

(4)  Ui  r'«-i  -h  [,2/''"~^  +. . .+  U,„  =  o. 

On  aura 

U2(^o,ro) 
'•'^'^^•••^""-'="IM^^) 

Quand  U<  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  quand  la  trans- 
versale se  déplace  parallèlement  à  la  droite  (3),  jusqu'à 
coïncider  avec  cette  droite,  une  seule  racine  de  l'équation 
(4)  tend  vers  Finlini.  Soit /^  cette  racine,  elle  a  évidemment 

le  signe  de  —  ^^  elle  engendre  une  branche  de  courbe 

asymptote  à  la  droite.  Lorsque  Ui  change  de  signe,  c'est- 


à-dire  lorsque;  la  transversale  passe  de  l'autre  côté  de  la 
droite  (3),  on  obtient  sur  cette  transversale  un  point 
dans  une  direction  opposée;  à  la  première,  et  ce  point 
engendre  une  seconde  branche  de  courbe  asymptote  à  la 
môme  droite. 

On  obtient  unedisposition  analogue  à  celle  que  présente 


(  1""  ) 

\i\  fii^.  I,    et   ii^    signe  des   ((uanlités  ^^^  et  Ui  donne  la 

disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asyniptote.  Si  Uo 
iTest  pas  divisible  par  Ui,  on  peut  substituer  à  la  place 
de  Xq  ,jo  dans  Uo  les  coordonnées  d'un  pointde  l'asymptote 
et  prendre  pour  le  signe  invariable  de  U2  le  signe  que 
prendra  cette  fonction  quand  on  y  substitue  les  coor- 
données de  ce  point. 

!2.    Supposons    maintenant  (pie    la   fonction    l  ^    soit 
divisible  par  Uj,  et  soit 


1  >  1 


Lorsque  U<  tend  vers  zéro,  deux  racines  de  l'équation 
(4)  tendent  vers  l'inlini^  supposons  que  U3  ne  soit  pas 
divisible  par  Ui  •,  U-n  conservera  un  signe  invariable  quand 
le  point  (xq,  j  0)  se  déplacera  dans  le  voisinage  de  l'a- 
symptote. 

Soient /,,  J'y  les  deux  racines  qui  augmentent  indé- 
finiment, on  aura  les  relations 

(a)  ,',  -f-  /•.  :z=  —  (V, -u.  Si), 

l 
(h)  r,r.=  _i_i-(V, -i-Si)Si  —  S., 

Il 

S,  étant  la  somme  des  racines  r.},  /*,,  ...,  rm-\  et  So  la 
somme  des  produits  deux  à  doux  des  mêmes  quantités. 
On  voit  par  ces  formules  que  /',  et  /o  ne  sont  réels 
qu  autant  que  U3  et  Ui  sont  de  signe  contraire,  car  c'est 

le  terme  —  /\  -^  qui  donne  son  signe  au  second  membre  \ 

la  formule  [a)  nous  montre  de  plus  que  /•,  et  /  0  sont  de 
signe  contraire.  La  courbe  est  donc  tout  entière  d'un 
même  coté  de  l'asvmplole,  (ît  la  foniiub^  (c)  nous  indirpu; 


(  4oi  ) 

que]  est  ce  coté.  On  obtient  un  point  d'inflexion  à  l'intîni 
et  des  branches  de  courbes  analogues  à  celle  de  la  fii^-  2. 

//H 


/   / 
/ 


// 


/ 


i/ 


y  / 


/w 


3.  Supposons  maintenant  que  Ui  soit  identiquement 
nul,  Uo  sera  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs 
du  premier  degré,  et  l'équation  U2  (pc^  j)  )  =  o,  qui,  dans  le 
cas  précédent,  représente  une  hyperbole  ayant  pour  l'une 
de  ses  asymptotes  la  droite  HIF  représentée  par  Téqua" 
tion  (3) ,  représente  maintenant  un  système  de  deux  droites 
parallèles,  comme  il  est  aisé  de  le  faire  voir.  L'équation 
IJ3  (.r,  j  )  =  o  représente  une  courbe  du  troisième  degré 
qui  a  pour  asymptotes  les  deux  parallèles  représentées 
par  U2(.r,  j  )  =  o^  U3  conserve  donc  un  signe  invariable 
([uand  on  substitue,  pour  Xo,j>"oî  ^^'^  coordonnées  d'un 
point  suflisamment  voisin  de  Tune  des  deux  droites 

Soit  Uo  =  UV,  U  et  ^  étant  h's  deux  fondions 
linéaires  (pii  sont  les  piemiers  membres  des  équations 
des  deux  parallèles  représentées  par  L^  =  f>- 

On  >  Cl  ra,  comnu'  dans  le  pi'emiei'  ca-..  (pie  chacune  des 
deux  droites  li  r=  o,  \  =  o  est  acconqjagnée  tle  branches 
de  couibe  asvnq)totes  à  chacune  de  ces  droites  et  la  dis- 
position des  blanches  autour   de  chaque  asvin[)tote  est 

.-///.v.  ./<•  .l/^/rAr//i//^.,  ,)•■  sôiic,  t .  II.  (Soplonil)ro  iS83.)  2b 


(     lo.    ) 


iloimcc  pai-  la  lormuk' 

/"l  -+-  f'o  -r 


le  signe  de  la  racine  /•,  qui  augmente  indéfiniment  étant 
donné  dans  les  deux  cas  par  le  signe  du  second  membre. 
La  courbe  se   construit  donc  séparément  autour  de 
chaque  asymptote. 

A,  Supposons  maintenant  que  U2(x,  j)  soit  le  carré 
d'une  fonction  linéaire 

U2  =  U2. 

La  racine  qui  augmente  indéfiniment  ne  change  pas 
de  signe  quand  le  point  (xq,  jo  )  passe  d'un  coté  à  l'autre 
de  la  droite  U  =  o;  on  obtient  dans  ce  cas  deux  branches 
de  courbe  asymptotes  de  part  et  d'autre  à  cette  droite  et 
dans  la  même  direction. 

Le  point  est  de  rebroussement  à  l'infini  et  la  formule 

/'i  -+■  /'a  +  .  .  .  +  r,n-2  =  —  ^ 
nous  donne,  parle  signe  permanent  du  deuxième  membre, 

Fig.   3. 


4^' 


le  signe  de  la  racliie  infiniment  grande,  et  par  suite  la 
région  où  se  trouve  la  courbe.  On  obtient  la   fii^,  3. 


(  I"''  ) 

5.  Supposons  U;j  divisible  parU  et  soit 

U3  =  UV.. 
L'équation  aux  rayons  veeteurs  prend  la  forme 

(  5  )  r'«-2  U2  +  /•'«     3  U  V2  _1-.  ,-m-4  U^  _|_  _  .  _i_  u,„  r^  o. 

Quand  U  tend  vers  zéro,  deux  racines  /•<  et  /o  de  l'é- 
quation (5)  tendent  vers  zéro,  et  l'on  a,  comme  précé- 
demment, les  relations 


{a') 


'•iH-/'-2  =  —  (  ij+Si 


/'l  -1-  /'o 


U2 


V2 

u 


f-Si    S,-S.„ 


(C)     (ri-;-.)2=(--+Si 


V. 


1  [-^-^  H-  r^ 


-f-S,    S,-S 


■l 


La  formule  (c)  [)eut  aussi  s'écrire 

M—  jUv^UW 


où  l'on  a  posé 


IJ^ 


Si  V^  —  4Ui^>  o,  les  racines  /-,  et  /o  sont  réelles,  et, 


suivant  que  L  i  est  positif  ou  négatif,  on  obtient  des  dis- 
positions <le  courbes  représentées  par  les //^.   4  ou  5. 
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Le  signe  de.  \.>  nous  (loime,  dans  le  cas  de  Va  fig.  4,  Va 
position  des  branches  de  courbe. 

L'asymptote  dans  ce  cas  est  double  et  de  rebrousse- 
ment. 

Si  y\  —  4U/,  <^o,  les  racines  /',  et  j\  sont  imagi- 
naires, aucune  branche  réelle  de  courbe  n'accompagne 


l'asymptote.  Le  point  de  rebioussement  à  l'infini  est 
isolé. 

Si  V", —  4U',  =  o,  la  fonction  \'^  —  4U4  est  divisible 
par  U. 

Soit  Q  le  (juotient.  La  formule  (c'^  )  devient  alors 


(ry-r,f 


Q-^V2Si+U(iS2-3Sf) 
U 


pour  que /',  et /o  soient  réels,  il  faut  que  Q — .^VoSi 
soit  de  même  signe  que  U;  on  n'obtient  donc  de  points 
de  la  courbe  que  d'un  côté  de  l'asymptote.  De  plus,  les 
racines 7',  et/^,  sontde  même  signe^  l'égalité  V^  —  4U/,=  o 
montre  en  elî'et  que  U-,  est  positif. 

On  obtient  un  rebroussement  de  deuxième  espèce;  la 
formule  [a)  donne  la  position  de  la  courbe  ave<'  [c\  ). 

Le  cas  où  plus  de  deux  l'acines  augmenleiil    ijidéfiui- 


(  4o5  ) 

ment  se  traite  de  la  même  manière  que  pour  le  point  à 
distance  finie.  L'analogie  entre  la  discussion  du  point  à 

Fig.  6. 


l'infini  et  celle  du  point  à  distance  finie  est  d'ailleurs 
complète. 

6.  Nous  allons,  en  terminant,  montrer  que  la  mé- 
thode deCaucliy  se  prête  à  une  discussion  toute  sem- 
blable. 

Soient  toujours 

(i')        F{x,y)=f{x,y)  -f-  g-{x,y)  +  h(T,y)  +  . .  .  =  o 

l'équation  de  la  courbe^ 

y  =  ax  -h  X 

l'équation  d'uue  droite  quelconque. 

L'équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  com- 
muns à  cette  droite  et  à  la  courbe  est 

/(x,  ax  -h  X)-l-  g{x^  ax  -h  X)  -I-  h\x^  ax  -h  X)  -!-...=  o, 


OU 


T"'/(  I,  a  +  -  Wa"'«-  i^  /,,flr  ^-  -  j 


•   _|_  ^r'«-2  /,  (  I ,  rt  H-  _  )  H- . . .  =  o. 


(  '>"<>  ) 

Eu  développant  les  coellicients  des  diverses  puissances 
de  X  parla  l'oriuule  de  Taylor,  ou  obtieut  l'équation 

.r'"/(ï,«)  +  .r"^-'[X/'(i,a)  +  ^-(i,a)] 

Si  <i^  est  une  direction  asymptotique  f[i^a)  =  o, 
l'équation  aux  abscisses  prend  la  forme 

:rm-iUi(X)-(-r'«-2U2(X)H-...-i-U,„(X)  =  o. 
Eu  posant 

on  obtient  ainsi  une  équation  qui  se  prête  à  une  discus- 
sion identique  à  celle  cjue  nous  avons  faite  sur  l'équation 
aux  rayons  vecteurs. 

Ou  voit  que  les  circonstances  que  nous  avons  étudiées 
précédemment  se  représenteront  ici  dans  le  même  ordre  ^ 
il  est  donc  inutile  de  nous  y  arrêter,  et  nous  allons  pas- 
ser à  l'étude  des  brandies  de  courbes  dépourvues  d'a- 
symptotes et  correspondant  à  des  directions  multiples 
de  points  à  l'infini. 

La  méthode  que  nous  emploierons  peut  également 
servir  à  construire  les  branches  hyperboliques,  c'est- 
à-dire  accompagnées  d'asymptotes,  et  en  cela  elle  est  re- 
marquable. 

Il  n'y  a  d'exception  que  pour  le  cas  où  l'asymptote 
passe  par  l'origine,  et  ce  cas  peut  toujours  être  étudié 
directement  avec  une  i^^rande  facilité. 


(  4o7  ) 

m. 

BRANCHES    PARABOLIQUES. 

1.   Soit 

(i)     F{x,y)  =fm{x,y)-^fni-x{JC,y)-T-...-^Mx,y)=o 

l'équation  de' la  courbe. 

y[x(x,j)  désigne  l'ensemble  homogène  des  termes  de 
degré  \l  de  Y[x^j). 


Soit 


I 

y  =  ax  +  Y 


une  transversale  quelconque. 

Formons  le  faisceau  des  droites  qui  joignent  l'origine 
aux  points  de  concours  de  la  droite  et  de  la  courbe. 

L'équation  de  ce  faisceau  sera,  comme  l'on  sait, 

(  fm{x.y)'^\{y  —  ax)f,n^^{x,y) 
M       +  ^'-{y  —  (^xffm-i{T,y)  +...-+-  X'"(.r  — rt j-V'/o  =  o, 

ou  bien 

Posons 

on  aura  pour  l'équation  du  fais<'(\ui 

-1-  X2  /2  c:>„,    2  (>    i   /  )  -t- . . .  -+  ■  X'"  /'"  co       o 


(  'i'>H  ) 
on   l)i(Mi 

^ =0. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(6)  Uo-h^Ui(X)-+-^2U2(X)h-...-4-^/«U,„(X)  =  o, 
U^(X)  étant  un  polynôme  de  degré  [jl  en  X,  à  savoir  : 

Si  a  est  une  direetion  de  points  à  l'infini 

çp,„(a)  =  o, 

par  suite,  l'équation  (6)  est  divisible  par  t^  et,  après  la 
suppression  du  facteur  Z,  elle  devient 

(7)  Ui(X)  +  ^U2(X)-i-...+  ^'«-iU,„(X)  =  o; 

Si  o^(a)  ^o,  et  si  U2  (^)  n'est  pas  divisible  par  Ui  (X), 
une  seule  des  racines  de  l'équation  en  t  tendra  vers  zéro 
quand  X  tend  vers  la  racine  X.q  de  l'équation 

Ui(X)  =  o. 

Cette  racine  engendre  une  branche  hyperbolique 
asymptote  à  la  droite 

I 

et  la  discussion  de  l'équation  ["j)  donne  la  position  des 
branches  par  rapport  à  l'asymptote,  ^ous  ne  nous  y  ar- 


(  4o()  ) 

rêterons    pas,   et  nous   allons  supposer  immédiatement 
que    cette    racine    À,)    de    Ui     soit    nulle,    c'est-à-dire 

Dans  ce  cas,  quand  \  tend  vers  zéro,  une  seule  racine 
de  l'équation  en  t  tend  vers  zéro  [U2()^)  n'étant  pas  di- 
visible par  Xj  ^  le  signe  de  cette  racine  est  donné  par 
l'égalité 

I  I  I  U2(X) 


I 


ni—i 


Ui(X) 


La  racine  t^  qui  tend  vers  zéro  a  évidemment  le  signe  de 
'"  ;  elle  engendre  une  branche  parabolique  qui 


7"' 


?"«(«) 


a  la  disposition  de  la  fig.  i  où  l'on  suppose   '^'"'^"^    <^  o. 

Fig.  I. 


Si  l'on  suppose  U,  et  Uo  divisibles  par  )x,  on  obtient 
l'analogue  du  point  d'inilexion^  les  deux  branches  sont 
toutes  deux  d'un  même  côté  de  OA:  on  le  reconnaît  ai- 
sément. Dans  ce  cas,  deux  racines  de  l'équation  (^)  ten- 
dent vers  zéro. 

2.  Si  U,  est  identiquement  nul,  U2()v)  étant,  en  gé- 
néral, décom])osable  en  facteurs  du  premier  degré, 


ll,=  IV. 


(  4i"  ) 

rli.KMMic  lies  racines  A,)  ^^  ^^  <'^'  1  équalioii  U2()v)  =  o 
donne  une  asymptote  à  des  branches  hyperboliques  de 
courbe  que  nous  construirons  comme  précédemment. 
Mais  si  l'une  de  ces  racines  est  nulh',  à  la  racine  non  nulle 
correspond  une  branche  hyperbolique  et  à  la  racine  nulle 
une  branche  parabolique  aisée  à  construire  si  U3  n'ad- 
met pas  )v  en  facteur. 

La  forme  de  la  courbe  sera  celle  de  \ajlg.  i . 

3.  Supposons  maintenant  que  les  deux  racines  de 
l'équation  U2(X)  soient  nulles,  et  U3(X)  non  divisibles 
par  A-,  la  racine  ti  qui  tend  vers  zéro  a  le  signe  de 


^m-2(,<^) 


et  ce  signe  est  le  même,  quel  que  soit  le  signe  de  )..  On 
obtient  donc  une  branche  de  courbe  de  la  forme  de  la 


FiîT.    i. 


fig.  2  qui   correspond   au   rebroussement   de    première 
espèce.  Nous  avons,  pour  cela,  supposé 

'z.„,(a)  =  o,     o'„i(a)  =  o.     cp';„(<7)  ==  o, 


•"m     \ 


(a)  —  o, 


-^ifi  - 1 


(a)  -  o. 


(  1"  ) 

4.   Supposons  U3(  a)  divisible  par  A-,  dans  ce  cas,  deux 
racines  de  l'équation 

tendent  vers  zéro^  on  a,  dans  ce  cas,  les  formules 

(b) 


lit,  \    \\    ^m^iia)  '  \  K' 


i?m-l(«)-i?'"-2(«)?;;.(«)>«' 

les  racines  -fi  et  t.>  sont  réelles  et  inégales^  chacune 
d'elles,  cjuand  A  tend  vers  zéro,  engendre  une  brandie 
parabolique. 

Si     ""   ,  \  ^o,  on  obtient  une  disposition  analogue  a 


Fie-  3. 


m/ 


^A 


N'J 


'M' 


v'N 


Fie.  i. 


/' 

/  I 

/  ! 


/m 


/ 


/ 


N' 


-ii 


■:4.' 


la  //J,'    i^i  cl  si  — ^-^^^ <^  (»,  on  obi  icul  bi  //^.    j .  I  .e  >ii;ne 


(  il".  ) 

de  '"'  ^ donne,  dans  le  cas  de  la  fis^.  3,  la  région  où 

se  trouvent  les  courbes. 
Si 

le  point  à  l'inlîni  dans  la  direction  a  est  isolé,  les  branches 
sont  imaginaires. 


5.   Mais,  si 

les  deux  racines  t^  et  io  ne  sont  plus  réelles,  quel  que  soit 
le  signe  de  ).  ^  par  suite,  la  courbe  se  trouve  d'un  même 
côté  de  OA^  C2,„_2(a)cp^(rt)  étant  positif,  les  racines  f, 
et  ifo  sont  de  même  signe. 

On  obtient  une  disposition  analogue  à  celle  de  la//^.  5. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  traitant 
de  la  construction  de  la  courbe  autour  de  l'origine  nous 


Fig.  5 


dispensent  d'entrer  dans  de  plus  amples  détails.  On  ver- 
rait aisément  comment  il  faudrait  opérer  dans  des  cas 
plus  complexes  que  ceux  que  nous  avons  traités. 


(  1''>  ) 

QUESTION  D'ASTRONOMIE  5 

Par.  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Etant  données  les  durées  des  quatre  saisons  de  l'an- 
née astronomique  (92^,  98  j^,  89  jj,  Sgj^jouj^s)^  trouver 
l'excentricité  de  V orbite  de  la  Terre. 

[Noui^elle  Correspondance  niathémat.,  iiov.  1878.) 

Désignons  par  ^,,  Zo,  t^  et  tr^  les  durées  de  l'hiver,  du 
printemps,  de  l'été  et  de  l'automne^  par  .ç,,.Ç2,  s^  et  ç, 
les  secteurs  elliptiques  correspondants  -,  par  T  la  durée 
d'une  révolution  complète  et  par  S  l'aire  de  l'orbite. 
D'après  la  loi  des  aires,  nous  pouvons  écrire 

.Vi-H  .^2    _    .S"',  -i~  .V|    _    S 

Nous  sommes  conduits  à  calculer  les  segments  ellipti- 
ques s^  ~\-  S2  et  S;  -H  .y, . 

Or,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  ligne  des  solstices, 
et  en  désignant  par  a  l'angle  que  fait  cette  droite  avec 
le  grand  axe,  l'équation  de  la  courbe  est 


i  -r-  e  c<)s(  w  —  a  ) 
Donc 

■>.                   ,f      \i-\-  e  cos  (  (0  —  a  )  |- 
=  a^  J \  —  c-     iii'c  taiii;  (  1  / lai)i! ) 

]: 


~      \'  \  —  e 


siii(  (o  —  a) 


a-  \/  i  -  -   c-  I  ;ir('  linip 


(  1'1  ) 

J)c  inùiiic,  (Ml   [)rc'ii.'uil.  1  iiilogralc  ouLih!  les  liiuilcs  —  -- 
et  -f-  -  ?  on  trouve 


I  —  e-         /— ^ — -      e  cos  a 


.Çv-I- 51  =  a^  v/i  —  É--    arc  lanir '- J\  —  .  ,    .    , 

\  "    ^cosa  I  —  e^sin-a 

D'ailleurs, 

.  S  =  T.a^sl ^  —  e^. 

Ou  a  donc,  pour  déterniiiier  e  et  a,  les  deux  équations 

J  \  —  e"^         I esina  ty-^t^ 

(  1  )      arc  tang -. sj  \  —  e''- 5— •— r"  =  '^  — rf-^  ' 

,    ^  s/ 1  —  e-  I :       <?cosa  t<^-\-tx 

(9,)     arc  tang \J\~e^ „    .    ,     =  r. — = 

Pour  les  résoudre,  nous  poserons  d'abord 

v/i  -e'- 

(3)  ~ — : =tan2:?/.  ; 

e  sina 

d'où 

e  sin  X  =  \/i  —  eJ-  cot  u^ 

I  —  «^2  cos- a  —  (i  —  e^){\~\-  cot-  ?/). 

Pai'  suite,  Téqualion  (i)  deviendra 

cot?/,  ^i  -f-  i=i 


ou 


I  —    col  ^  //  1 


2  //  —  SI  11  '}.  U   z=i  1T.  — =  , 


on  eiicoic.  <\w  faisant  :>.//=  //,, 

tx  -f-  ?o 


(  î  )  a\  —  sm  ?/i  =  '?. 

En  posant  (!<'  même 


T 


{  J  )  =  litlIUC, 

e  cos  a 


(  1l-->  ) 

l'équation  (2)  deviendra 

2  V  —  sin  2 1'  =  '2 r  — ^^r—  •> 
OU  encore 

(6)  t»!—  Sin(^l=  2  77— ^ 

Les  angles  11  et  ^  sont  ainsi  déterminés  par  les  équations 
transcendantes  (4)  et  (6).  Ensuite,  en  divisant  membre 
à  membre  l'équation  (5)  par  l'équation  (3),  on  aura 

/    N  tanffç' 

(7)  tanj^a  = ^— ■> 

^^'  ^  tan«,^i< 

d'où  l'on  déduira  a.  Il  sufiira  alors  de  poser 

(8)  6  =  cosir, 
pour  que  l'équation  (3)  donne 

(9)  tangx  =  sin  a  tangM. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  l'application 
de  ces  lornuiles  aux  données  de  l'énoncé. 


COXCOIUS  D'A»MISSIO^  A  L'IÏCOLE  COTUALE 

(  sKcoNDK  si:ssio\,    I 8S>.  ) 

(  Toir  iriômi»  Toini>,  p.  9.0  , 

SOLUTION  Dh:  M.  K.  r,\nisii:\. 

I,('iiilcn;ml   ;iii   1 '1 1"  (rinlaiilcrio.  à   Drii-cl-Mi/iin. 


On  donne,  dans  un  plnn,  deux  (ixcs  de  cotH(h)nn('('s 
rectangiilailcs  0\,  ()^  cl  deux  /foinfs  II  et  \\\  le 
premier  défini  pnr  ses  coordaniK'cs  //,  /;  ;  le  scco/zd 
sjmétj'ique  du  premier  pnr  rapport  du  point  (). 

Parce  dernier  point ,  on  nii'ne  une   drcite  i/nfefinie 


(  1''i  ) 

J)OK  foi'inani  avnc  l'axe  OX  un  aii^le  DOX  =  0;  ofi 
j)i'(yjettc  les  points  H,  11'  sur  cette  droite  en  //,  //'. 

On  projette  le  point  h  eu  u  sur  Vaxe  OX,  et  le  point 
a  en  z/,  sur  la  droite  DOE. 

On  projette  le  point  h'  en  r  sur  l'axe  OY  et  le  point 
v  en  l'i  sur  lu  droite  DOE. 

(  Toutes  ces  projections  sont  orthogonales.  ) 

Enfi/i.,  sur  la  longueur  U\  \'s  connue  hypoténuse,  on 
construit  un  triangle  rectangle  u^  v^  S,  en  menant  v^  S 
parallèle  à  OX  et  w,  S  parallèle  à  OY  (  ^  ). 

Cela  posé^  on  demande  : 

1^  De  trouver  les  coordonnées  du  pointa  en  fonction 
des  trois  constajites  «,  Z»,  B  •, 

2°  D'écrire  V équation  d'une  parabole  ayant  le  point 
S  pour  sommet  et  la  droite  DOE  pour  directrice'^ 

3"  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les 
paraboles  obtenues  en  faisant  varier  l'ajigle  B  se  com- 
pose du  système  de  deux  ciiconférences  de  cercle ,• 

4"  De  démoJitrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tan- 
gentes aux  axes  de  coordonnées  ; 

j"  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec 
ces  axes  se  croisent  toutes  en  un  même  poi?it. 

i"  Soient  a  et  ê  les  coordonnées  x^  y  du  point  S,  et 
K  la  projection  du  point  H  sur  l'axe  OX. 

Si  nous  projetons  sur  01)  le  contour  OKH//0,  il  vien- 
dra, en  posant  Ob  =  /•, 

/•  =  a  cosO  -!-  h  sinO. 
D'autre  part, 

a  =  O  //]  (N)sO, 

O  Ui  ==  O  u  cosO  =  /•  cos'^0, 

Ou  r=   O//   COSO=   /-COsO, 

(')    l.i-  licli'iir  r^l   |»iic  (le  l'iiiic  hi   (i^iirc. 


(  i'-  ) 

d'où 

(i)  a  =  /•  cos-'O, 

De  même 

g  =  — O^',  sine  =  — Orsin2  0, 

(2)  g=_rsin5f). 

Eq  remplaçant  dans   les  égalités  (i)  et  (9.)  /•  par  sa 

valeur 

a  cos6  -;-  />'sin  0, 

on  aura  les  coordonnées  a,  |j  du  point  S,  en  fonction  des 
trois  constantes  <7,  h^  8. 

2°  Menons  du  point  S  la  perpendiculaire  Si  à  la  droite 
DOE.  La  perpendiculaire  Si  sera  l'axe  de  la  parabole 
dont  S  est  le  sommet,  et  DOE  la  directrice.  Le  foyer  F 
de  la  parabole  s'obtiendra,  en  prenant  sur  le  prolon- 
gement de  l'axe  tS,  à  partir  du  sommet  S,  SF  =  St. 

Soient  x,j^les  coordonnéesde  i,  etX,  Yles  coordonnées 
de  F. 

On  aura 

;r=OtcosO     et    j=:OtsinO, 
Mais 

O  t  =  0^1  —  u^i 

=  r  cos^O —  i/-iS.  siiiB  —  /-cos^O  — /'(cos^ô  sinO -f-sin3  0)sinO, 

d'où 

0/  =  /•  cos-0  —  /■  sin2  6  =  ;•  cos'iO. 
Donc 

(3)  or  —  r  COS2O  l'osO, 

(4)  y  =  /•  C0S9, 0  siiiO. 

Pour  déterminer  X  et  Y,  nous  avons  les  relations 

•>.a::-  \-t- j-,     23  --  Y-r-r; 
il  s'ensuit 

X  =  2  a  —  X  =■       2  /•  cos'^  0  —  /•  cos  2  0  cos  0, 
Y  =  26  —  V  —  —  •>. /•  siiv'O  —  /•  ros2  0  siiiO, 
/If/fi .  t/t'  .)J<ic/it^inu[.,  o^'  aét'i*.',  i.  li.  (Soptenibio  i  88.î.}        -        2" 


{    i'8  ) 

(»U 

(■■>)  \    ^       /(USO 

vl 

(6)  Y=  — rsinO. 

Ces  dernières  relations  font  voir  ([ue  le  point  F  est  le 
symétriqne  de  h,  par  rapport  à  OX  (  ^  ). 

On  aura  l'équation  de  la  parabole,  en  exprimant  que 
les  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe,  au 
foyer  F  et  à  la  directrice  DOK,   sont  égales  entre  elles. 

L'équation  de  la  directrice  J)OF  étant 

y  cos  0  —  a"sin6=o, 

l'équation  de  la  parabole  est 

(  .r  —  X)2  4-  (7  —  Y  )2  =  {y  cos  0  —  X  sin  0  )2 
ou 

(  X  —  /•  ros  0  )2  -;-  (y  -h  r  si n  0 )-  =  (y  cos  0  —  j"  sin  0  )-, 
ou  bien  encore 

(7)  (^  cosO  H- >' sinO  )2 — 'jt /-(^cosO  —  r  sinO) -'- /-s  —  o, 
équation  dans  laquelle 

/•  —  a  cosO  -r-  b  sin  6. 
3"  Pour  avoir  l'équation   du   lieu  des   foyers,    il   faut 

(')  C'est  aussi  ce  que  montre  la  Géométrie  élémentaire,  car  de 
légalité  supposée  OH'  —  011  résulte  évidemment 

Oh'  —Oh,     Oi^  =  hi(,     vv^  --  uit^,     vil  ~-  v^u^—  Oh. 

Les  triangles  rertangles  u^v^'^,  hOu,  étant  éi;au\,  u^S  ~  hi/,  la 
droite  uS  est  parallèle  à  hll^,  le  point  S  est  sur  la  droite  uv. 

En  outre,  SF  r=  Si=  vv^.  Donc  vV  est  égale  et  parallèle  à 
(',  S  =  O  i/,  j)ar  conscViuent  Vu  est  perpendirulaireàOX,  et  de  plus  égale 
à  uh.  C'est-à-dire  que   F  est   le  symétrique  de  //,   par  rapport  à  OX. 

(Ci.) 


(    1'9  ) 
éliminer  0  entre  les  équations  (5)  et  (6),  qui  donnent, 
en  remplaçant  /'  par  sa  valeur  acos^  4-  b  sinB  : 

X  =  (<2  cos6  H- 6  sin6)  cos6, 

Y  —  —  (a  cosG  -f-  b  sinO)  sinB, 

\2+ Y2  =  (acosO-^  /7sinO)2, 
et 

sin6         cosO  I  w  cosB -1- /?  sin  0 


D'où 

X2_uY2.    '^"--^^'^^ 


X2     _v        ' 

(X2-f- Y2)2_(«X-/^Y)2:^  o; 
(X^-h  Y2— aXH-^>Y)(X2-f-Y2H-aX--/?Y)  -=o. 

Le  lieu  se  compose  du  système  des  deux  circonférences 
égales,  représentées  par  les  équations 

X2_|-Y2— aX    h6Y  =  o, 
et 

X2  -;-  Y2-uaX  — />Y  =  o. 

4"  En  faisant  7  =  o  dans  l'équation  (7),  on  obtient 

(or  cosO  —  r)2  —  o, 

ce  qui  montre  que  la  parabole  est  tangente  à  l'axe  des 
.r,  au  point 

De  même  la  parabole  est  tangente  à  l'axe  des    )    au 
point 


5°  J^'équalion  de  la  corde  des  contacts  de  la  paral^ole 
avec  les  axes  est 

.r  y 


ros6         sin6 
ou 

j'  c'o«.0       r  sinO  .=z  r  =  (t  io>0  -  -  0  siii  0. 


(  /i".o  ) 
([ul  peut  s'écrire 

{x  —  a)  cosO  —  {y  +■  l>)  sinO  =  o. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  droite  de  contact  passe 
par  le  point  fixe  x  ==  a^  j  =z  —  Z>,  qui  est  le  point  symé- 
trique de  II  par  rapport  à  l'axe  OX. 

Note.  —  La  question  de  Géométrie  analytique  du  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (première  session  1882),  a  de  même 
été  résolue  par  M.  Barisien;  c'est  par  oubli  que  sa  solution  n'a  pas 
été  mentionnée  dans  le  numéro  de  juillet  dernier. 


ÉCOLE  POLYTECH1\IOIE  (COACOllRS  M  188]) 

(  voir  3°  série,  t.  I,  p.  i2<))  ; 

SOLUTION  DE  M.  Henri  CARTIER, 

Élève  du  lycée  d'Angoulême. 


On  donne  une  asymptote  à' une  hyperbole  et  un  point 
P  de  la  courbe.  Sachant  que  l'un  des  foyers  décrit  la 
perpendiculaire  menée  de  P  sur  V asymptote  considérée, 
on  demajide  le  lieu  du  point  M  d' intersection  de  la 
seconde  asymptote  avec  la  directrice  correspondant  au 
foyer  donjié. 

Je  prends  pour  axe  des  x  l'asymptote  donnée  AX,  et 
pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  PA  menée  de  P  à 
l'asymptote. 

Soient  a  l'ordonnée  mobile  AF,  du  foyer  F  situé  sur 
l'axe  des  j>  ,,  et  p  l'ordonnée  AP  du  point  P. 

L-équation  générale  des  hyperboles  considérées  est 

;r2-f-(j  —  af=  (ic-+-  /^7)^ 
et,  comme  elles  passent  par  le  point  P,  on  a 
(i)  {p  —  a)=±7ip. 


(    421     ) 

La  seconde  asymptote  a  pour  équation 

(  '2  )  (  I  —  'i-)jK  —  iiix  —  ia  =  o. 

L'équation  de  la  directrice  correspondant  au  foyer  F 
est 

(3)  X  -\--  ny  =  o. 

En  éliminant  n  et  a  entre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
on  aura  l'équation  du  lieu  géométrique  proposé. 
Les  équations  (  3  )  et  (  i  )  donnent 

» 

X  /      ,    X 

n  — ?      a  =  p[  i±:  - 

y  \      y 

En  remplaçant  n  el  a  par  ces  valeurs  dans  l'équation 

(2),  il  vient 

^2  -H  j2 —  ip{y  ±x)  =^  o. 

Donc,  le  lieu  cherclié  se  compose  de  deux  cercles  de 

rayon /^ y/2,  passant  par  l'origine  A  des  coordonnées,  et 
dont  les  centres  ont  pour  ordonnée  p  et  pour  abscisses 
H-p  et  — p. 

Note.  —  La  mcine  question  a  été  résolue  par  M.  Hertz,  élève  de 
Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Condorcet. 

Solution  géométrique  de  la  même  question. 
Un  point  F  pris  arbitrairement  sur  le  prolongement  de  la  perpen- 
diculaire AP  à  l'asymptote  AX  donnée  peut  être  considéré  comme 
un  foyer  de  l'une  des  hyperboles  dont  il  s'agit  dans  Tcnoncé  de  la 
(juestion  proposée.  Et  si  AM  représente  la  directrice  correspondant 
à  ce  foyer,  et  PB  une  parallèle  à  l'asymptote  AX,  menée  de  P  et  ren- 
contrant au  point  B  la  directrice  AM,  on  aura 

PB  =  VV, 

d'après  une  proposition  connue  (').  Par  suite  l'angle  BFP  du  triangle 
rectangle  isoscèle  liW  sera  de  !\'y\ 

(')  La  distance  dim  point   qucl(OM(|uc  P  d'une  liy|>orl)t)io  à  l'un  dos 
foyers,  F,  de  cclLc  courbe,  est  égale  à   la  parallèle  à  Tune  dc>  doux 


(  ■(•'•■'•  ) 

Cela  pi»sé,  suil  KG  la  pcrpciidiculairc  abaissée  ilii  loyer  h"  sur  la 
directrice  AM,  le  (|iia(.lrilalè're  l'Glil*  élani  in^njptible,  les  angles 
nFP.    \(,V  sont  és;au\  :  donc 

AGP  :   :    \h". 

Kii  outre,  si  l'on  d(''sii;ue  par  M  le  point  dintiMsection  de  la  seconde 
asymptote  de  l'iiviterhole  et  de  la  directrice  AM,  et  par  K  le  point 
d'intersection  de  \l'  et  d'une  parallèle  à  GP  menée  de  M,  on  aura 
t'vidcnuneut 

AM  =  2AG,     AH=2AP, 
et  l'anyle 

AMH  ^  AGP  ^-  'l'y-. 

Donc  le  point  M  appartient  à  l'arc  du  sej^rnent  capable  de  \j", 
décrit  sur  la  droite  déterminée  AR. 

Mais  il  faut  observer  qu'il  y  a  deux  hyperboles  passant  par  le  point 
P,  et  dont  F  est  un  foyer,  et  AX  une  asymptote.  Ces  deux  hyperboles 
sont  symétriques,  l'une  de  l'autre,  par  rapport  à  la  droite  AF;  d'où 
résulte  finalement  que  le  lieu  du  point  M  se  compose  des  arcs  de 
deux  segments  capables  d'un  angle  de  ^b°,  décrits  sur  la  droite  Alî 
des  deux  côtés  de  cette  droite.  (^'•) 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIYELLES  AMALES. 


Question   1391 

(  voir  3°  série,  t.  1»  p,  142)  ; 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE. 

Soit  h  la  courbe  enveloppée  par  une  droite  de  lon- 
gueur constante  dont  les  extrémités  s' appuient  sur 
deux  droites  Jixes.  Démontrer  que  toute  courbe  pa- 
rallèle à  k  peut  être  engendrée  de  la  même  façon, 

(Laguerre.) 

AB  de  longueur  constante,  glissant  entre  OX  et  OY, 
enveloppe  /r.  C  étant  le  centre  instantané  de  rotation, 
O,  A,  G,   B  sont  sur  une  même  circonférence  de  dia- 

,  , ,  AB  T 
mètre  constant  égal  a  - — yt^t?-  i^a  tangente  correspon- 
dant à  la  courbe  parallèle  à  A  coupe  cette  circonfé- 
rence en  A'  et  B'.  La  distance  de  A'B'  à  AB  étant 
constante  ,  les  arcs  AA'  et  BB',  et,  par  suite,  les  angles 
AOA'  et  BOIV  sont  constants  \  les  droites  OA'  et  OB' 
sont  donc  fixes.  D'ailleurs 

A'  B'  AB 

=  const. 


sinA'OB'       sinXOY 

Par  conséquent  AMV  a   une   longueur  constante,  et  le 
théorème  est  démontré. 

Noie.  —  La  niùinc  quoslion  a  clé  rcsolue  par  M.  J.  .Mislcr,  profes- 
seur à  l'École  du  Génie  civil  de  Belgique. 


(  i*<'  ) 

Qucslion    I3i)() 

(Vdir   i'  sorif,  l.   I,  p.   k)»    ; 

Pau   m.    rnv.Nçois  HOHLKTTI, 
Ingénieur  ;i  Milan. 

J/i  I  ('i^  l 'Cl  •  l  '  ('(f  liai  io  II 

.(l'^r       ,  dy 

•^"U  ~  -n  -f^  —  (l  —  'IX)  -p-  -T-  r(l  —  '^X-^X'^)  —  -  -  J-2(l  —  x-i-'. 

dx'  dx      "  '  ^  ' 

(  E .    Fa  V  Q  U  EM  BE  l\ G  1  E .  ) 

L'cqualioli  càiacléristique 

x(i  --  .r)/-2 —  (  I  —  •jt.x)!^  -H  I  —  3^'  -4-  ^2  —  ,, 

(■(jri't\spui)(Jai)l    à    ]'é((uatioii    donnée   dans  lacjiK'IlL'    on 
remplace  le  second  mendjie   par  zéro,   est  satisfaite  par 

/•  =  r  ; 

en  consé([uence,  l'équation 

.  dh'  dv 

admettra  l'intégrale  particulière  JK  =^  *"'• 
Alors,  si  l'on  fait 

I  dv  \ 

\  é(| nation  pioposée  devient 

dz  r  —  o,  .r 

{■2) z  ==  —  e-^x{i  —  X). 

dx       x{i  —  X) 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 

z  =  x{i  —  x){C  —  C'^'). 
f  I .  |);ii'  I  (''(|ual  ioii  (\].  riméi^ralc  i;<'i)(''r.il('  '!<'    I  ('(|ii;il  imi 


(  \>-  ) 

proposée  devient 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Noie.  —    La  même   queslion   a   été  rcsoluc    pur  .MM.  i-c/.,    < '.|iaile.>- 
Chahaiiel  cl  \N  ladimir  llahhé,  à  Odessa. 


Question  lil7 

(voir  .'î*  série,  t.  I.  p.  ?,?^.\\  ; 

Far  m.  Chaules  CHABANEJ.. 

Le  nombre   p  étant  supposé  premier,    et    les  deu.x- 

groupes, 

/•j,   r.>,  ....  /',,^i 
et 

Si,     A'o,    .  .  .  ,  Sfj_i 

formant  deux  systèmes  complets  de  résidus  premiers 
par  rapport  au  module  p,  il  v  (f  nécessairement  deuA' 
indices  différents  i  et  A,  tels  (jue  les  produits  /■/s,-  et 
j-/(S/i  sont  congrus  par  rapport  au  module  p. 

(A.    UuilWIT/..  ) 

Cliacun  des  2ron])es 

/•l,     /-o.    .  .  .   /•/,_!, 
.Si,      Ao,    .  .  .    Sf,  _i 

est  identique,  à  Tordre  près,  an  groupe 

(t)  1.2.).,./;        I . 

(jui  eonlient  les  p —  i  entiers  [)reniiers  cl  iiileiieurs  à 
p.  \\  s'ensuit  qucî  Jes  trois  prodnils 

I*   -x .}..)..  .^  />  —  i~),    ■ 
P'       /-i/o.  .  ./•/,   ,. 

I'  ,s,  .s., 


'/'  1 


sont  e^aux. 


(  'r-^  ) 

SoiL  ti  lo  résidu  de  l'iSi  |3ar  rapport  au  module /7,  tout 
produit  rs  étant  premier  à  p,  chacun  des  p  —  i  résidus 

est  égal  à  un  entier  du  groupe  (i).  Nous  avons  main- 
tenant à  comparer  ces  résidus  entre  eux. 

A  cet  elFet,  supposons  que  les  entiers  (2)  soient 
distincts  les  uns  des  autres;;  le  groupe  qu'ils  formeront 
sera  alors  identique,  à  l'ordre  près,  à  celui  (i),  et  leur 
produit  sera  égal  à  P.  Or  les  produits 

et 

f'iSi  X  r.2Sî  X  ...  X  rp-iSp_i 

sont  congrus  par  rapport  au  module  /;,  car  tout  facteur 
/'iSi  du  second  produit  est  congru  au  facteur  correspondant 
t(  du  premier  produit.  L'hypothèse  que  nous  avons  faite 
a  donc  pour  conséquence 

P  ^  riSi  X  r2S2  X  .  .  ■  X  l'p-iSjj-i     (ii)ocl/>), 
ou 

P  =  ri/'i.  .  ./>-i  X  S1S2..  .Sp-^i     (mod  p), 

ce  qui  donne 

P  =  P'F"     (mod/?), 

ou  bien,  à  cause  de  P  =  P'  =  P", 

P2=P     (mod/?). 

Mais  le  produit  P  est  évidemment  premier  au  module  ^ 
cette  congruence  ne  peut  donc  subsister  sans  que  l'on  ait 

P  HH-h  I     (mod/?  j, 

congruence  impossible  quand  p  ]]>  2,  car 

1.2.3. ..(/?  —  i)-^-i     ou     P -1- I 

est  divisible  par  le  nombre  premier  p  (  théorème  de 
Wilson),  c'est-à-dire  que 

P  =£  —  I      (  inod  /)). 

Celle    impossibilité    prouve   fjue    les   résidus  (2)    ne 


(  4^9  ) 
peuvent  pas  être  tous  distincts  les  uns  des  autres  :  en 
conséquence,  il  y  a  nécessairement  deux  résidus  qui  sont 
égaux  entre  eux.  Soient  ti  et  t^  ces  résidus,  on  aura 

riSi^  rkSjc    {moàp). 

C.     Q.     F.    D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1429 

(voir  ■5"  série,  t.  I,  p.  528); 

Par  m.  L.  B.,  à  Angers. 

2 

8  25  48  8i    I20 


On  a  [Calcul  intégral àc  M.  Bertrand,  p.  247) 
V, ,    s      1 .  1 . 2 . 3 . . .  u- 

r{n)  =  iimu.'^-— r ;; ^> 

^      ^  ^     /l(/l-i-l)(^  +  2).  .  .(Ai-H  JX) 

où  [A  est  un'  nombre  entier  qui  augmente  indéfiniment. 
On  tire  de  là  facilement 


:i*-M 


i.5.9.i3...(4[A-M)' 
7. 
1.2.3.  .  .]x''' 


^4/       ^       3.7.ii.i5...(4!'--^3)' 


L'(i)J  ■ 


,       X..    ,  32.72.it2.i52...(4!J.-^3)2 


2.  5^92  .  132  .  172  .  .  .(4  (X  -h  l)2  (JL 


Mais  évidemment 


4.8..^...4(ix-.)^ 

8.i2.iG...(  iiA) 

ou 

(5-0(9-1). ..(4!i-"3-i)^^^^ 

'^  ^  (7-Hi)(in-i)...C4|J^-n-i)      '* 

quel  que  soit  le  nond)re  entier  a. 


(   130  ) 
l.ii  imilLipliaiil  le  sccoiul  lucinhrcclL'  ré([ualiou  (  '2)  par 

•- ■    ■  ->  la(  tenir  cvjdcinment  c^al  a  I  iiiiilc,  on  a 

7  —  I     M  —  I  ^ 

Si,  enthi,  je  multiplie  les  équations  (i)  et  (3)  membre; 
à  membre,  j'obticnulrai,  en  disposant  convenablement  l(;s 
lacteurs, 

[LvlZ     -  i'  -linl  _zi_  i>!_=_'  _ii 


1 1 2 — I 

\  I  / 

OU  bien,  en  multipliant  par  -  pour  la  symétrie, 


['  ^  \)        ^_  8  9  ^J  19  ^  1:^ 
/rx    I    "^     H  '25    ^S  ,Si    [•>.() 


("..     <>.     F.     I). 
.\ofe.  —  La  mcme  ([uestion  a  été  résolue  par  MM.  Gofïarlcl  Cesaro. 


Question  14o9 

(voir  7.'  série,  t.  II,  p.   .i.^f)); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 

Le  cube  d'un  nombre  entier  autre  que  V unité  ne  peut 
être  la  sonune  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  con~ 
srculifs. 

Soit 

(  1  )  y^—  .^2-4-  (x-i-  1)2, 

où  X  et  )   leprésentent  des  nombres  entiers. 
De  l'équation  (i)  on  déduit  successivement 

8  r^  :=  16372 -^  iGa^-  -:-  8  =  ( \ x  -r  2)2 --  \. 


(   13'   ) 

ri   (Ml  po.sanl 

■^)'  ^     V      ft,     4-^  -■"  ■■'•  ~^, 
Il  vient 

Mais  il  est  dcniontré  tlans  ]a  Jliéoric  des  noiiihies 
àv.  Legeiidre  (3"  édition,  i83o,  t.  II,  p.  12)  qu'une 
é([uation  telle  C|ue 

n'admet  que  les  deux  solutions  entières 

Y  =  2,     X  =  2    et    Y  —  5,     X=:ii. 
Par  suite,  les  relations  2  r  =  Y,  4^ -h  2  =  X  deviennent 

ou 

Le  premier  système  donne 

j  =  I ,      r  =  o  ; 
et  le  second,  les  valeurs  fractionnaires 

'^  9 

Doniî  l'équation 

ne  peut  être  vérifiée,  (m  nombres  entiers,  que  par  )  rz=  [ 

VX   X  ==  o.  (..    o.    K.    1). 


QIESTIOMS. 


I  \{}\).   a,  l)  étant  des  nombres  entiers,  la  quantiU' 

2  /a2  -h  62 

est  la  sonuue  de  d(îu\  carrés,  et  aussi  la  somrncr  de  trois 
ca  r l'és  (  //  "  :>.  ) .  (  K .  C. at a l a  n  .  ") 


(  4.'."-  ) 

H7().  i"  (i  olaiil  un  nombre  (iiilier  positif,  il  y  a, 
entre  les  carrés  des  entiers  consécutifs  a  et  a  -j-  i ,  au 
moins  un  triangulaire  et  deux  au  plus. 

p.°  Le  nombre  des  carrés  d'entiers  compris  entre  deux 
triangulaires  consécutiis  est  nul  ou  égal  à  l'unité. 

3^  a  étant  un  entier  positif,  si  le  nombre  des  trian- 
gulaires compris  entre  (<2-hi)-  et  (a -[-2)-  est  égal  à 
deux,  le  nombre  des  triangulaires  compris  entre  a-  et 
[a  -f-  i)-,  ainsi  que  celui  des  triangulaires  compris  entre 
(«-h  i)-  et  (a -H  2)^,  égalera  l'unité. 

Voici  un  premier  exemple  de  la  vérification  de  ces 
énoncés  : 

1-2,  3,  22,  6,  32,  10,  i5,  42,  21,  52,  28,  Q)\ 

(LiOlVNET.) 

liTl.  On  donne,  dans  un  hexagone circonscriptible  à 
un  cercle,  les  longueurs  des  trois  diagonales  qui  unissent 
les  sommets  opposés  :  construire  cet  hexagone,  sachant 
que  ces  trois  diagonales  sont  respectivement  parallèles  à 
trois  côtés  de  l'hexagone,  deux  quelconques  de  ces  côtés 
n'étant  pas  consécutifs.  (E.  Lemoine.  ) 

1472.  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC,  et  i  le  point  d'intersection  des  trois 
hauteurs  du  triangle^  prouver  : 

1°  Que  la  distance  de  O  à  Tun  quelconque  des  côtés 
est  la  moitié  de  la  distance  de  l  au  sommet  opposé  à  ce 
côté;  et  de  là: 

2"  Que  Oi  est  la  résultante  des  trois  forces  égales  OA, 
OB,  OC.  (Sylvester,  F.  K.  S.) 

(Extrait  du  journal  aiifilais  The  educational  Times;  août  t8S3). 

RECTlFICATKm. 


a  V  -h  [i  a  y  H-  3 

Ouosliou  l'iO.").  (tu  lieu  de  x  —  '  -,   lisez  x  —  — — '■ — ^ 


(  433  ) 

IVOTE  SIR  LES  PER^IITATIOISS  DE  n  OBJETS 
ET  SUR  LEUR  CLASSEMENT; 

Par  m.  J.   BOURGET. 


1.   On  peut  classer  de  diverses  manières  les  permuLa- 
lions  en  nombre  P„  de  ji  objets  numérotés 


J'ai  fait  connaître  en  1871,  dans  les  Nouvelles  An- 
nales de  Matliématùiues ,  un  premier  mode  de  classifica- 
tion: c'est  celui  qui  résulte  du  procédé  classique  emploj^é 
pour  les  former  et  en  compter  le  nombre.  J'en  ai  indiqué 
un  autre  plus  commode  dans  le  journal  de  Mathéma- 
tiques élénientaires  (année  1881).  Ces  deux  modes  de 
cîassilication  permettent  tous  deux  de  résoudre  facilement 
les  deux  problèmes  suivants  : 

i"  Troiwer  directement  et  isolément  une  permuta- 
tion de  rang  donné  ; 

2"  Trouver  le  rang  occupé  par  une  permutation  don- 
née dans  la  classification  adoptée. 

Mais  aucune  des  deux  ne  peimet  de  trouver  Xîh  for- 
mule du  rang  occupé  par  un  élément  déterminé  dans  la 
permutation  dcî  raui;  donné  p. 

Je  propose  dans  cette  ]\ote  un  nouv(\au  mode  de  cîas- 
silication d(is  permutations,  diUei'ent  des  deux  précé- 
dents, qui  conduit  facilement  à  la  solution  de  ce  problème 
dillicile.  Ce  nouveau  mode  de  cîassilication  consiste  es- 
sentiellement dans  le  parlasse  des  permutations  en 
groupes  de  permutations  cite  ulair-es. 

^.    Considérons,  par  e\em[)le,  une  permutation  de  six 

Aim.df   Miitlnhunt .,  '}>^  série,  t.  11.  (Oetohi-e  iSS,'{.)  28 
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objets 

Plaçons  le  dcriiiei'  objet  au  cointueiicciuciit,  nous  au- 
rons 

5     2     4     ^     •     3? 

puis  opérons  de  même  sur  ce  résultat^  nous  obtieudrons 
le  tableau  des  permutations  suivantes  : 

2    4     <^     I     3     5 

5  2     4     G     ï     3 
352461 

1  3     5    2     /,     G 

6  I     3     5     2     4 
4     6     I     3     5     2 

2  4     G     1     3     5- 

On  voit  qu'après  la  sixième  permutation  on  retombe 
sur  la  première  et  tout  recommence  dans  le  môme  ordre. 
Ces  diverses  permutations  sont  dites  circulaires^  parce 
que,  si  les  objets  sont  placés  sur  une  circonférence  dans 


le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre,  on 
obtient  les  divers  résultats  du  Tableau  précédent  en  li- 
sant, dans  le  sens  indiqué,  les  nombres  placés  sur  la  cir- 
conférence et  en  changeant  chaque  fois  d'origine,  par 
une  rétrogradation  d'un  rang  par  rapport  à  l'origine  de 
la  lecture  précédente. 
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3.  Théorème  I.  —  Toute  permutation  de  n  éléments 
fait  partie  d'un  gi^oupe  de  permutations  circulaires  et 
la  première  permutation  du  groupe  peut  être  celle  qui 
commence  par  i . 

Ce  théorème  est  évident,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire. 

4.  Théorème  11.  —  Chaque  groupe  de  permutations 
circulaires  de  n  éléments  contient  n  permutations . 

En  elïet,  si  l'on  suppose  les  objets  écrits  sur  un  cercle, 
chacun  des  n  objets  sera  pris  successivement  comme  ori- 
gine. 

5.  Théorème  111.  —  Dans  le  nombre  Vn  des  permu- 
tations de  n  objets,  il  j  a  autant  de  groupes  de  n  per- 
mutations circulaires  quil y  a  de  permutations  den  —  i 
objets. 

En  ellct^  considérons  l'un  quelconque  des  types  de  per- 
mutations circulaires  de  n  objets  (permutation  dont  le 
premier  objet  est  i),  dans  lesquels  se  décompose  le 
nombre  total  des  permutations  de  n  objets.  L'ensemble 
des  éléments  qui  suivent  (i)  constitue  l'une  des  permu- 
tations de  7Z  —  I  objets  et  il  y  aura  autant  de  types  de 
permutations  de  n  objets  qu'il  y  a  de  permutations  diffé- 
rentes des  (/z —  i)  objets  (:>.,  3,  4-)  ..-,//  —  i;  /z),  c'est- 
à-dire  P„_i.  D'ailleurs,  chaque  permutation  type  donne 
n  permutations  dillérentes  et  circulaires  :  donc 

On  tire  de  là  facilement 

P„  =  I  .jt.J. . .  //. 

Nous  supposerons,  pour  faire  imae^e,  que  chacun  des 
types  de  permulalions  de  //  ohjtis  soil  écrit  sur  la  cin-on- 
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férencc  d'un  cercle.  jNous  aurons  donc  V,i-i  cercles  dif- 
iérenls  donnant  les  groupes  de  permutations  circulaires 
dans  lesquels  on  peut  décomposer  les  permutations  de 
/^  éléments.  Nous  les  nommerons  cercles  (i). 

6.  Corollaire.  —  On  classera  les  permutations  des 
(  /i  —  i)  éléments  (2,  3,  4;  »  •  *  ,n)  comme  on  a  classé  les 
permutations  de  n  éléments  en  groupes  de  permutations 
circulaires.  Chaque  groupe  est  donné  par  un  cercle  (2); 
il  y  a  P//_2  cercles  (p>). 

Les  P„_2  permutations  des  zz —  2  objets  (3,  4?  •••,'/) 
seront  classées  de  la  même  manière  en  groupes  de  permu- 
tations circulaires  donnés  chacun  par  un  cercle [Z)  ;  il  y 
aura  Vn-2  cercles  (3),  etc. 

On  arrivera  ainsi  à  classer  les  permutations  des  trois 
objets  [n  —  2,  zî  —  »  7  '0  ^^^  groupes  de  permutations 
circulaires,  donnés  chacun  par  un  cercle  [n  —  2)^  il  y 
aura  deux  cercles  [n  —  2). 

Enfin,  il  n'y  a  qu'un  cercle  [n  —  1)^  car  P,  =  i.  Il 
donnera  les  permutations  des  deux  objets  [n  —  1 5  ^). 

7.  Problème  I.  —  Former  par  ordre  toutes  les  per- 
mutations de  n  objets. 

La  classification  précédente  conduit  à  une  solution  très 
simple  de  ce  problème. 

i*'  Le  cercle  (72  —  i)  donne  les  permutations  des  deux 
objets  [n  —  i),  n. 

2'^  Pour  former  les  P2  cercles  Ji  —  2,  nous  plaçons 
successivement  sur  des  cercles,  à  la  suite  de  l'objet  n  —  2, 
les  permutations  données  par  le  cercle  précédent. 

3°  Pour  former  les  P3  cercles  n  —  3,  nous  placerons 
successivement  sur  des  cercles,  à  la  suite  de  l'objet  «  —  3, 
les  permutations  données  par  les  cercles  (/?  —  2)  précé- 
dents, etc. 
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11  n'est  pas  besoin  d'ailleurs  de  se  servir  de  cercles  ^ 
nous    n'employons    cette    expression    que    pour    faire 


image. 

Les  cercles  (i)  étant  formés,  nous  aurons  toutes  les 
permutations  classées  par  groupes  de  permutations  cir- 
culaires. 

8.  Exemple.  —  Former  toutes  les  permutations  de 
quatre  éléments. 

1°  Le  cercle  (3)  nous  donne  les  deux  permutations 

3    4       4    3. 

2°  Les  deux  cercles  (2)  sont  donc  (2  3  4)7  (2  4  3). 
Ils  nous  donnent  les  six  permutations 

2  3     4         243 
4     2     3         3-24 

3  4     2         432 


3"  Les  cercles  (i)  sont  donc 


I  2  3  4  I  '^  î 
I  4  "^^  ^  I  3  2 
I     3     4     '-^         1      j     3     2. 


4 


Ils  nous  donnent  les  permutations  des  quatre  éléments 
rangés  par  ordre  et  par  groupes  de  permutations  circu- 
laires 

I  2  3  î  I  î  2  3  1342  1243  I  3  2  4  1432 

4  I  '-i  3  3  I  4  ^'  2  I  3  4  3  I  2  [  \  I  3  2  2  I  4  3 

3  4  I  '^'  'i-  3  I  4  î  2  I  3  î  3  I  2  2  4  ï  3  3214 

2341  4  2  3  I  3421  2  4  3  1  3  2  4  I  43  2  I. 

9.  PROBLÈME  IL  —  Trouver  une  permutation  de  rang 
donné  p  dans  ce  mode  de  classification. 

Chaque  cercle  (i)  donne  //  pennulalions  ;  si  donc  nous 
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divisons  p  par  ii^  ce  (jui  donnera 

nous  en  concluions  que  Ja  p"  '"'-  permutation  est  donnée 
par  le  cercle  (i)  de  rang  Q,^  4-  i ,  (>t  qu'elle  est  la  RJ  de 
ce  cercle. 

Mais,  pour  que  cette  conclusion  soit  générale,  il  faut 
faire  la  division  de  manière  que  R„  ne  soit  jamais  nul. 
R,;  peut  donc  prendre  l'une  quelconque  des  valeurs 
(i,  2,  3,  ...  /z),  mais  il  ne  peut  pas  être  zéro.  Q/^  peut 
être  nul.  En  effet,  supposons  que  p  contienne  n  exacte- 
ment, nous  poserons 

p  =  nQ,j+  n. 

La  permutation  de  rang  p  se  trouvera  bien  dans  le 
cercle  (i)  de  rang  Q/i-l-  i  et  elle  sera  bien  la  n^''^^'^  de  ce 
cercle.  La  règle  donnée  précédemment  est  conservée; 
elle  ne  le  serait  pas,  si  nous  avions  fait  la  division  avec 
le  reste  zéro. 

Nous  voilà  ramenés  à  trouver  le  cercle  (i)  de  rang 
Q,i-i-  I .  Mais  ce  rang  n'est  pas  autre  chose  que  celui  de 
la  permutation  des  n  —  i  éléments  (2,  3,  .  .  .  ii)  qu'il 
faut  placer  à  la  suite  de  (i)  pour  former  le  cercle  (i)  en 
question.  Nous  opérerons  donc  sur  Q«+  t  comme  nous 
avons  opéré  sur  p,  et  nous  poserons 

Q;,  H-  I  =  (  Al  —  I  )  Q„_i -^  R„_i , 

R//_,  étant  Tun  des  nombres  (i ,  2,  .  .  .  /z  —  i). 

Cette  égalité  nous  montre  que  la  permutation  de  rang 
Q,/  -{-  I  des  n  —  i  éléments  (  2,  3,  .  .  . ,  «  )  est  donnée  par 
le  cercle  (2)  de  rang  Q/;_i-t-  i  et  qu'elle  est  la  R^^_, 
de  ce  cercle. 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  trouver  le  cercle  (2)  dt; 
rang  Q^-j-f-  i .  Or  ce  rang  est  celui  de  la  permutation 
des/z — 2  éléments  (3,  4?-  •  •")  qu'il  faut  placer  à  la  suite 
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de  [2)  pour  tormcr  le  cercle  (2)  en  question.  Nous  opé- 
rerons donc  sur  Ç)u_i  +  i  comme  sur  p  et  nous  poserons 

Q«-i -\-i  =  (n  —  i.) Q„_2 -h  R/2-2. 

En   raisonnant  toujours  de  la  même  manière,   nous 
aurons  les  égalités  successives 

Q„_2  +  I  =  (  /i  —  3  )  Q„-3  +  R„-3, 

Q«-3  -+-i  =  (n  —  .\)  Q„_.4  +  Rn-'., 


Q3  +  I  = '2Q.2-HR2, 

R2  n'étant  pas  nul,  mais  égal  à  l'un  des  nombres  i,  2. 

Cette  dernière  égalité  nous  apprend  que  la  permuta- 
tion à  prendre  des  deux  éléments  [ji  —  i,  ji)  de  rang 
Q3  H-  I  est  donnée  par  le  cercle  (  «  —  i)  de  rang  Qo  -f-  1 , 
et  qu'elle  est  la  R^  de  ce  cercle.  Comme  il  n'y  a  qu'un 
cercle  n —  i,  il  faut  que  Q^H-  1  =  1:  donc  Q2=  o. 

Nous  poserons  enfin,  pour  la  symétrie, 

Qo-i-i  =  i.Qi-i- Ri, 

et  l'on  aura  R,  =  1 .  D'ailleurs,  Q^  étant  nul,  Qi  est  nul 
aussi. 

Après  ce  travail  préparatoire,  on  a  la  permutation  des 
deux  éléments  («  —  i ,  71)  qu'il  faut  connaître  pour  for- 
mer le  eercl(î  (//  —  2)  dont  on  a  besoin.  Après  avoir 
formé  ce  cercle,  iî;,  (ait  connaître  la  permutation  circu- 
laires qu'il  faut  prendre  pour  former  le  cercle  (//  —  3). 
Après  avoir  formé  ce  cercle,  le  reste  R^  nous  apprend  la 
jîcrmutalion  (circulaire  à  prendre  pour  former  le  cercle 
suivant  [71  —  4)»  ^^^'^ 

Eniin  nous  formons  le  cercle  (^i),  et  le  reste  l\,/  nous 
apprend  (juelle  est  la  permutation  cherchée  dans  ce 
ce  ici  e. 
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10.  Exemple.   —  Trouver  la  cinq  cent  cinr/uante- 
cÙK/uiènie  permutation  des  six  éléments  (  i  ,2,3,4^5,6). 

Nous  obtenons  dans  ce  cas 

Cercle  (i)  j55  =  6.92 -4- 3, 

»      (2)  93  =  5. 18  -h  3, 

»      (3)  19  =  4-4    -t-3, 

»      (  4  )  5  =  3 . 1     -+-  2 , 

»       (5)  2  =  2.0    -h  2, 

1    z=     I  .0       -h    I, 

i"  Dans  le  cercle  (5),  qui  est  (56),  je  prends  la 
deuxième  permutation  65  5 

2"  Le  cercle  (4)  sera  (465)^  je  prends  la  deuxième 
permutation  ('3^6) -^ 

3°  Le  cercle  (3)   sera  — - — ;  je  prends  la  troisième 

,     .       (4635) 
permutation -; 

4^  Le  cercle  (  2)  sera  (24635)  ^  je  prends  la  troisième 

permutation  (35246)  ^ 

5'^  Le  cercle  (i)  sera  (i35246)*,  je  prends  la  troisième 

permutation 

4     6     I     3     5     2 

et  j'ai  la  cinq  cent  cinquante-cinquième  permutation 
demandée. 

11 .  PROBLÎiME  III.  —  Trouver  la  formule  du  rang  de 
chaque  élément  dans  la  permutation  de  rang  p. 

Ce  problème  paraît  inextricable  avec  les  deux  autres 
modes  de  classilication  que  j'ai  donnés^  on  peut  le  ré- 
soudre facilement  comme;  il  suit  dans  le  nouveau  mode. 

1°  Le  dernier  reste  R|  =  i  indique  (ce  qui  est  évi- 
dent) que  l'élément  n  occupe  le  rang  i  dans  la  permu- 
tation unique  qu'il  forme  ; 

2°  Nous  formons  le  cercle  (/^  —  i)  en  plaçant  cet  élé- 
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ment  72  à  la  suite  de  /z  — i  :  nous  obtenons  [n  — i)n.  On 
voit  que 

L'élément  n  —  i  a  pris  le  rang i 

»  n  »  Ri  -h  I . 

Puis  nous  prenons  la  R^  permutation  circulaire  5  le 
rang  de  chaque  élément  augmente  de  R2  —  1  unités  ^ 
donc 

L'élément  /i  —  i  prendra  le  rang R2 

))  n  »  Ri  -i-  R2« 

Mais  le  dernier  élément  7i  de  la  permutation  type 
(n — 1)72  ne  peut  pas  augmenter  de  rang^  en  d'autres 
termes,  cette  augmentation  revient  à  son  passage  au  pre- 
mier rang.  Si  donc  on  trouve  Ri-f-Ro  supérieur  à  2, 
on  devra  ôter  2  et  le  reste  indiquera  sa  place  au  premier 
rang. 

3°  Plaçons  la  permutation  formée  des  deux  éléments 
(tz  —  I , //).  à  la  suite  de  (« —  2)^  nous  formerons  le  cercle 
71  —  2,  et  dans  ce  cercle 

71  —  2  occupera  le  rang i 

71  — ^  I  »  R2  -H  I 

71  »  Ri  -h  Ro-H  1- 

Prenons  maintenant  la  R^  permutation  que  donne  ce 
cercle-,  le  rang  de  chaque  élément  augmentera  de  R3  — i 
et  après  cela 

71  —  -À  aura  le  rang R3 

71  —  I  »  R2-f-  R3 

71  »  Ri+  R2-+-  R3. 

Mais  aucun  de  ces  éléments  ne  peut  avoir  un  rang  su- 
périeur à  3.  Or,  R;,  étant  au  plus  3,  il  n'y  a  aucune  cor- 
rection à  faire  .à  la  première  formule.  Ro-f-Hs  ne  peut 
pas  surpasser  ;">,  mais  il  peut  surpasser  3  :  on  retran- 
chera 3  si  cela  a  lieu.  R,  -+-  Ro  doit  être  diminué  de  2, 
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s'il  y  a  lieu ',111  -h  Ro -|-;R3  ne  peut  pas  surpasser  5,  mais 
peut  surpasser  3  :  on  le  diminuera  de  3,  s'il  y  a  lieu.  En 
généra],  dansje  calcurde  la  somme  des  restes,  on  dimi- 
nue, s'il  y  a  lieu,  chaque  fois  une  somme  trouvée  de  l'in- 
dice du  dernier  reste  employé. 

4"  Plaçons  la  permutation  formée  des  trois  éléments 
(ji  —  2,  7i  —  r ,  «)  à  la  suite  de  [ii  —  3)^  nous  formerons 
le  cercle  (/z  —  3),  et  dans  ce  cercle 

n  —  3  occupera  le  rang i 

n  —  2  » .  R3  -f- 1 

n.  —  I  »  R2  H-  R3  -h  I 

n  »  Ri-i- R2-f- RsH-i. 

* 

Nous  prenons  dans  ce  cercle  la  K^  permutation  circu- 
laire. Le  rang  de  chaque  élément  augmente  de  R4 —  i, 
sans  pouvoir  surpasser  4  7  dans  cette  permutation  nou- 
velle 

n  —  3  occupera  le  rang R^ 

71  —  1                »                R3  -1-  R4 

n  —  I                 n                 R2  -4-  R3  -h  R4 

n                       »                Ri-+- R2+ Rs-i- R*- 

On  calculera  ces  sommes  avec  les  précautions  que   j'ai 
indiquées  précédemment. 

La  loi  est  évidente^  nous  trouverons  donc  que,  dans  la 
permutation  de  rang  p, 

1  occupera  le  rang..  \\,i 

2  »  ..  R„_iH-  R,i 

3  »  ..  H„_2-i-R«-i-t- R« 

4  »  • .  R«-3  +  R«  -2  -+-  R«-i  +  R« 

//  »  ..     lii  r  Ro-i-.-.-h  R„_3-f-  Rrt-2-i-  R«-i  +  R« 

Nous  n'oublierons  pas  que  dans  lecalculde  ces  diverses 
sommes  les  restes  doivent  être  pris  dans  l'ordre  des  in- 
dices croissants  et  que,  an  ivé  à  un  reste,  si  la  s()inm(^  oh- 
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tenue  surpasse  l'indice,  on  la  diminue  de  cet  indice  avant 
de  continuer. 

12.  Exemple.  —  Trouver  le  rang  de  cJiacun  des  six 
éléments  dans  la  cinij  cent  cinquante-cinquième  per^ 
mutatioji  de  six  éléments. 

Dans  ce  cas 

Re  =  3,     R5  =  3,     R4=3,     R3='2,     R,  =  2,     Ri=:i. 

Formons  le  tableau  suivant  : 

1  occupera  le  rang 3 

2  »  3  -h  3 

3  »  3h_3_^3 

4  »  2  +  3+3-4-3 

5  »  2H-2-i-3-i-3-i-3 

6  »  .......  I -4- 2  H- 2  4- 3 -H  3 -f- 3. 

Puis,  en  exécutant  les  calculs  avec  les  précautions  in- 
diquées ci-dessus,  nous  trouverons  que 

1  occupera  le  rang 3 

2  »  6 

3  »  4 

4  »  I 

5  »  5 

6  »  2 . 

Donc  la  cinq  cent  ciuquante-cinquième  permutation 
demandée  est 

4     T)      I      3      5     2  c.   Q.   F.   T. 

13.  ProblîîmeIV.  — Etant  donnée  une  permutation, 
trouver  son  rang  dans  la  classification  adoptée. 

Désignons  par 

'^li       ^ij       ^^i-i       •  '  '  ■>       -^//' 

les  rangs  donnés  occupés  par  les  élémeiils 

I ,     •}„     3 n. 
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Nous  rc'soudrons  les  cqualions 

R«-2  +  Fl/i-i  H-  Rrt  =  A3, 
R«-3  +  R«-2 -i- Rn-l  H- R/i  =  A4, 

» 

Ri  -f-  Uo  -+-  R3 -H • . .  +  R/i-3  H-  R/i-2  +  R«-i  +  R/i  =  A„. 

Nous  en  déduirons  les  divers  restes  R,,  Ro?  •  •  •,  R«. 
Dans  cette  résolution,  il  faudra  remarquer  que  chaque 
reste  est  positif,  différent  de  zéro  et  au  plus  égal  à  son 
indice.  Les  soustractions  successives  auquelles  on  sera 
conduit  devront  s*elfectuer  toutes  :  on  ajoutera  donc  l'in- 
dice si  cela  est  nécessaire,  et  cela  sera  nécessaire  si  le 
résultat  trouvé  est  négatif.  On  n'oubliera  pas,  pour  se 
guider  dans  les  calculs,  qu'on  fait  ici  l'opération  inverse 
de  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le  problème  précédent. 

Les  restes  successifs  R/^,  R//_i,  .  .  .,  R2,  Ri  étant  trou- 
vés, on  pourra  en  déduire  les  quotients  successifs  et  par 
suite  p,  au  moyen  des  équations 

Q«-l  =  (n—  2)Q„_2+  R,i_2— I, 


Q3  =  2Q2-+-R2—  I> 

Q2  =  iQiH-  Ri  — I- 

De  ces  formules,  on  peut  d'ailleurs,  si  l'on  veut,  tirer  p 
en  fonction  des  restes.  On  obtient 

-^  /i(/i  — i)(R„_2— i)-+-  fi(fi  —  i)(/i  —  2)(R«_3— !)+••• 
-+-  n{n  —  i){n  —  2). . .  3(R2 —  i). 

1  i.   ExEMPLii.  —  Trouve/-  la  rang  de  la  permutation 
(le  six  éléments  4,  6,  i,  3,  5,  2. 
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Nous  avons  à  résoudre  les  équations 

Re  =  3, 

R5-f-R6=6, 

R^H-  R5+  Re  =  4? 

R3-f-R,+  R5+Rc=  I, 

Rs-^  Rs-t-  Ri-f-  R5-H  R6=  5, 

Ri  -i-  R2  +  R3  +  R4  -+-  R5  +  Re  =  >■ 

Nous  en  concluons 

R6=3, 
R5=3, 
R4=3, 
R3=2, 
R2=2, 

Ri=  I, 
d'où 

p  =  3  +  6.2  +  6.5.r>. -f-6. 5.4.1 -f-G. 54. 3.1  =  555. 

C.   Q.  F.   T. 

15.  Théorème  IV.  —  Deux  systèmes  de  restes  con- 
jugués donnent  deux  permutations  conjuguées  à  égale 
distance  des  extrêmes. 

Le  reste  Rp  est  l'un  des  nombres  i,  2,3/...,/^  —  2, 
p — i,p-  Deux  de  ces  nombres  à  égale  distance  des 
nombres  extrêmes  i ,  /?  se  nomment  co^y//^''//<?'.v.  Donc,  si 
R'  représente  le  reste  conjugué  de  R^,,  ou  aura 

Rp-h  R^=/>  -i-i. 

Soit  un  syslcme  de  restes 

R,„     R„   ,,     R„  2,     ...^     R3,     R2; 
le  rang  p  de  la  pcnuutaliou  correspondante  sera 

-l-  n{n  —  i)(  II/,   ..  -  -  1)  '\-...-\-  //(  //       I  M  //    -  u)...4-3(  Iv.  — t). 
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Prenons  les  r('st(.'s  conjugués 

*»^/n       ^  Vi     1  ?       '^n~2^       '••>       ^3'       ^<2Î 

le  rang  p'  de  la  permutation  coircspondante  sera 

+  /i(/i  — i)(/z  — 90...4.3(R2-i), 
OU  bien 

p'=I~/l—  R«-h/î[/l— R«-l— l]+/l(/l— l)[n— I—  R;i_2— i]  +  ... 

-i-  n{n  —  i)(/i  —  i) . .  .  .\.3[3  —  Ko  —  ij 
=  !-{-  n  -{-  n{n  —  i  —  i)-H;i(;i  —  i){n  —  2  —  1)-+-... 
-^  n{n  —  i){n—  2). ..4-3(2  —  i) 
—  [R„  -H  /i  (  R „_  1  —  I  )  -h  n  (  7i  —  I  )  (  R ,,_2  —  1  )  -f- . . . 
-f- /i(/i  -  i)(7i  —  2) . . .  4 .3(R2- i)]. 

Mais  on  a  ridentité 

n  -h  n{n  —  i  —  i)  -h  n{n  —  i)(/i  —  2  —  i) 

-h  n{n  —  i)(n  —  2)(/i —  3 —  i)"^~-  •  • 

-h  n{n  —  i) ...  4.3(2  —  i)  =  1 .2.3. . .  /i, 
donc 

p'  =  I  H-  T  .2.3  . . .  /i  —  p 
ou  bien 

p  -h  p'  =  1  -f- 1 . 2 . 3  . . .  Al, 

ce  qui  prouve  que  les  deux  permutations  obtenues  par 
deux  systèmes  de  restes  conjugués  sont  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  notre  classiiication. 

16.  Théorème  V. —  Deux  permutations  conjuguées 
à  égale  distance  des  extrêmes  ont  leurs  éléments  dis- 
posés en  ordre  inverse,  ou,  ce  qui  est  la  m,ême  chose,  ont 
leurs  éléments  de  même  rang  conjugués. 

En  efièt,  la  formule  de  l'élément  quelconque  n  -j-  1  — p 
dans  la  permutation  conjuguée  d'une  première  est  don- 
née par  la  somme 

R'    _i-  R'         _L-  iv         -1-  R'         -X-         -u  R' 
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calculée;  avec  les  précautions  indiquées  au  n"  13.  Rem- 
plaçons R' ,  R'o+o  •  •  •  P^^'  leurs  valeurs,  nous  aurons  la 
formule 

(p  +  I  —  R/;  )-+-(/?  +  2  —  Wp^x  )  ^-  (/>  +  3  —  R;,4-2) 

h  (p  +  4  —  H/.+3)  ^-  . .  .-h  (/i  -}- 1  -  R„). 

Pour  calculer  cette  expression,  nous  ajoutons  les  deux 
premières  parenthèses.  Si  leur  somme  est  inférieure 
à  /? -h  I ,  c'est  que  la  somme  R;>-l-R/?+i  est  supérieure 
à  p  -\-\\  dans  ce  cas,  on  peut  mettre  la  somme  de  ces 
deux  parenthèses  sous  la  forme 

^ -H  2  —  [  R^,  +  Rj,+1  —  (/> -M)] 

ou  bien 

p   +   2  —   (R;,-H    R/,a-l), 

le  trait  horizontal  indiquant  que  cette  somme  est  faite 
conformément  aux  règles  suivies  dans  le  n°  1 3 .  Si  1  a  somme 
des  deux  parenthèses  est  supérieure  k  p  -\-  \^  il  faut  lui 
retrancher/:?  4-  i ,  et  dans  ce  cas  elle  se  réduit  à 


P 


—  (R/^-.-  R/}-+-i), 


car  Ry,-r-  R/7+1    sera  au  plus  égal  à  p  -\-  \ . 

Ajoutons  maintenant  la  troisième  parenthèse.  Si  la 
sommeest  inférieure  à /?-f-  2,  c'estqueR^-f- Rp^_t-|-RYj+2 
est  supérieure  à  /?  -f-  2  :  donc 


\\p-^  Rp4-i  4-  Rp+2  =  R/J+  H/,4-1  -  R/i+2  —  0  -+-  2)- 
D'ailleurs  on  a 

p  +  2  —  (R/,+  R/^4-1)  -H  (/>  -h  3  —  R/M-2^ 

=  p  -\-  3  —  [k,,+  R/,4-i  +  R/>+2—  {p  -H  2)]  : 
donc 

(/?  +  !—  \\p)  -\-  {p  -h  2  —  R/,4-1  )-\-{p  -^  3  —  lip+2) 

=  /)  4-  3  —  [K/,-i-  R/,+,  -t-  R/,+2]- 

Si,  en  ajoutant  la  troisième  parenthèse,  nous  obtenons 
une  somme  supérieure  à  p  -f-  >,  il  laut  reliMucher  p  -f-  '2 
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et  il  nous  reste  lîiialement  encore 

En  continuant  à  raisonnci-  de  la  même  manière,  nous 
arrivons  eniin,  pour  la  formule  du  rang  de  rélément 
rt  -h  I  — /;,  à 

n-r-  I  —  [R/,-h  R;,4-i -^ . . .  H-  R,J. 

Donc  l'élément  n  -|-  i  —  j?^  qui  occupait  dans  la  pre- 
mière permutation  le  rang 


Rp  H-  R/)-t-i  -+-...  -i-  R« , 
occupera  le  rang 

/i  -i-  I  —  [Rp+Rp+iH-.. .+  R„] . 

Ces  deux  places  sont  également  éloignées  des  places  ex- 
trêmes. 

Il  résulte  de  là  que  la  permutation  conjuguée  n'est 
pas  autre  chose  que  la  première  lue  en  ordre  inverse  de 
droite  à  gauche. 

On  peut  vérifier  ce  résultat  sur  l'ensemble  des  permu- 
tations de  quatre  objets  que  nous  avons  formées.  Le  théo- 
rème qiie  nous  venons  de  démontrer  réduit  à  moitié  le 
nombre  des  opérations  à  faire  pour  former  toutes  les 
permutations  de  n  éléments. 

17.  La  solution  du  problème  14  nous  montre  que 
le  calcul  des  diverses  permutations  dépend  uniquement 
de  la  connaissance  des  restes 


R., 

,    R 

n~l, 

R«-2: 

> 

■  *  •> 

R3,     R2. 

Or,  nous  savons 

que 

Rn  est 

l'un 

des 

nom] 

bres 

'?. 

3 

. .  .   n  —  ').  n  — 

1    // 

Rrt-i 

)) 

9, 

3 

.  .  .    n  —  2  n  — 

I 

R«-2 

» 

1 

3 

.  .  .    n  —  ■}. 

R3 

1) 

•X 

3 

R> 

,1 

'1. 
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Si  donc  nous  faisons  par  ordre  toutes  les  combinaisons 
possibles  de  ces  divers  éléments,  nous  aurons  toutes  les 
permutations  des  n  éléments,  au  moyen  des  formules  du 
n'*  14.  Mais  ce  procédé  serait  moins  rapide  que  celui 
que  nous  avons  indiqué  au  n^  7. 

On  peut  se  demander  comment  il  faut  associer  les 
restes  pour  obtenir  les  diverses  permutations  dans  l'ordre 
de  notre  classification.  Voici  le  théorème  qui  fait  con- 
naître cet  ordre. 

18.  Théorème  VI .  —  Le  tableau  des  restes  étant 
Jonné 

Wn I   '1  3    ...    n  —  2  n  —  I   n 

Rrt-i I  1  3    ...    71  —  2  n  —  I 

R/i_2 I   2  3    ...    /i  —  2 

Ri 12  3  4 

R3 12    3 

R2 I   2 

Ri" I, 

on  prend  d'abord  les  deux  dernières  lignes,  et  l'on 
forme  les  associations  successives  (i,  i),  (2,  i).  Passant 
à  la  ligne  précédente,  on  forme  les  associations 

(m),     (211),     (3[i),     (121),     (221),     (321). 

Passant  à  la  ligne  suivante,  on  forme  les  associa- 
lions 

(1    I    I    i)  (i  2  I    i)  (i  3  I  i)  (i  I  2   i)  (i  2  2   i)  (I  3  2   0 

(21    F    [)  (2  2  I    i)  (2  3  I  r)  (2  I  2   i)  (2  2  2   i)  (2  3  2   1) 

(3   III)  (3  2  II)  (3  3  I  I)  (3  I  2   i)  (3  2  2   i)  (3  3  2   i) 

(4   I    I    0  i\  '■>'  •    0  (  î  ^  '  0  (  •  I  -^  0  (  I  a  2   i)  (4  3  2   i). 

Passant  à  la  ligne  suivante,  on  associa  chacun  des 
nondyres  de  celte  ligne  successivement  avec  chacun  des 
résultais  précédents,  et  ainsi  de  suite. 

/4/tii.  ilv  Mdthvin.,  ô'^  série,  t.  II.  (Octobre  iSSo.)  2Q 


(  U'  ) 

Les  associations  fiiuilcs  donncroiif,  les  ^j'oupemeiits 
des  restes  classés  de  façon  à  fournir  les  permutations 
successi\^es  de  notre  classification. 

En  eil'et,  si  ce  théorème  est  vrai  pour  p  objets,  il  est  vrai 
pour  p  -k-i'i  car  les  nouveaux  restes  i ,  2, 3,  ...,/>>  4-  i  in- 
diquent d'après  nos  formules  le  rang  du  [p  -f-  1  )""'''  objet. 
11  faut  donc  (|ue  ces  p  -h  1  restes  soient  groupés  succes- 
sivement avec  chacun  des  groupements  obtenus  pour  p 
objets.  Or  le  théorème  est  vrai  évidemment  pour  deux 
objets:  donc  il  est  général. 


siiR  11^  iiimm  m  triangle  rectilig^E;  syuéïiia^E; 

Par   m.    Maurice   D'OGAGNE. 


1.  J'ai  publié,  en  1880,  une  Note  sur  une  ligne  con- 
sidérée dans  le  triangle  rectiligne  (  ^  ),  où  j'étudiais  les 
propriétés  d'un  élément  dont  on  ne  s'était  pas  encore 
occupé,  à  ma  connaissance,  et  qui  présente  cependant 
de  l'intérêt  tant  par  la  simplicité  de  ses  propriétés  que 
par  les  nombreuses  applications  qui  en  résultent.  Ayant 
eu,  depuis,  l'occasion  de  m'en  servir  dans  diverses  ques- 
tions intéressantes,  je  demanderai  la  permission  de  re- 
venir sur  cette  petite  théorie  de  Géométrie  élémentaire, 
en  la  modifiant  sur  certains  points  et  la  complétant 
par  de  nouvelles  et  nombreuses  remarques.  Je  com- 
mencerai par  donner  des  démonstrations  absolument 
géométriques  des  théorèmes  bien  simples  qui  en  sont 
labase^  je  les  ferai  suivre  de  quelques  applications  im- 
portantes. 

(')   JdUiiKil  (le  Mal licnuil i(/ucs  elcinenl(tircs.   I.  I\.   |t.  .').'!(). 


(  '>■>'  ) 

2.  DéfiJiition.  —  L'élément  qui  nous  occupe  est  la 
droite  symétrique  de  la  médiane  d'un  triangle  par  rap- 
port à  la  bissectrice  issue  du  môme  sommet^  pour  abréger 
le  langage,  nous  demanderons  la  permission  de  donner  à 
cette  droite,  dans  la  suite  de  cette  Note,  le  nom  de 
symédiane,  qui  rappelle  sa  définition. 

3.  Théorîîme  I.  —  Si  Von  porte  sur  le  côté  AB  la 
longueur  AC  égale  à  AC,  et  sur  le  côté  AC  la  lon- 
gueur AB'  égale  à  AB,  la  sjmédiane  issue  du  sommet  A 
passe  par  le  milieu  de  B'G^ 

Cela  résulte  sans  démonstration  de  la  définition  qui 
vient  d'être  donnée  5  on  en  conclut  un  moyen  commode 
de  construire  la  symédiane. 

4.  THÉORi:iviE  II.  —  Les  distances  diui  point  de  la 
sjmédiane  aux  côtés  adjacents  sont  proportionnelles 
aux  longueurs  de  ces  côtés  {/ig-  i)- 


Prenons,  par  exemple,  le  point  S  où  la  symédiane  AS 
rencontre  le  côté  opposé.  Soit  AM  la  médiane.  Abais- 
sons les  perpendiculaires  MP  et  SU  sur  le  coté  AB,  M{) 
et  SV  sur  le  coté  AC. 

Les  droites  AS  et  AM  étant,   par  définition,    synu'- 

Iriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  B ACÎ,  on  a 
iJAS  r^  TiAM,     i;\,\i  =  (':as. 


(  i':'-  ) 

Dès  lors,  les  triangles  AS[i  el,  AM(^  sont  semblables, 
ainsi  que  les  trianj^les  AMP  et  AS^  ,  ee  qui  donne 

SU  _  My       SV  _   MP 
AS  ~  ÂM '     AS  ~  AM ' 

et,  par  division, 

SU  _  MQ 
SV  ~  mF' 

Si  nous  considérons  la  hauteur  AH,  nous  avons 

MQ  _  Ail       MP  _  AU 
MG  ~  AG  '     AIB  ~  ÂB 

et,  par  division,  en  remarquant  que  MB  =  MC, 


donc 


MQ 

AB 

MP  " 

"  AG' 

SU 

AB 

SV  ~ 

AG 

C.     Q.     F.     D. 


5.  Corollaire.  —  Les  trois  sj  médianes  d^ un  triangle 
concourent  en  u/i  niénie  point  dont  les  distances  aux 
trois  côtés  sont  proportiontielles  aux  longueurs  de  ces 
côtés. 

En  eiï'et,  r/,  d' ^  d"  étant  ces  distances,  nous  avons, 
d'après  le  théorème  précédent,  pour  le  point  de  ren- 
contre des  symédianes  issues  des  sommets  A  et.B, 

1'  _  £  ^  _  £ . 

b  c  a         c  ' 

par  suite, 

d^  _d 

h         a 

ce  qui  prouve  que  ce  point  se  trouve  sur  la  symédianc 
issue  du  sommet  C,  et  l'on  a 

r/  _  cT  _  £ 
a         h  c 
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6.   Théorème  III.   —   Les  serments  déterminés  par 
une  sjmédiane  sur  te  côté  opposé  sont  proportionnels 
aux  carrés  des  côtés  adjacents. 

On  a,  en  effet  {fig-  i), 


SB 

SU 

AB        se       AG 
~  ah'     SV  ~  AH 

et,  par  division. 

SB       SU  AB 

SG  ~  SV  AG 

ou,  d'après  le  théorème  II, 

SB       ÂB' 


^^     ag' 


7.  CoiiOLLAiiiE  I.  —  Dans  le  triangle  rectangle,  la 
syuiédiane  issue  du  sommet  de  l'angle  droit  se  confond 
avec  la  hauteur, 

La  propriété  précédente  appartient,  en  elfet,  à  la  hau- 
teur abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle  sur  l'hypoténuse. 

8.  Corollaire  II.  —  TLes  anti parallèle  s  de  la  symé- 
diane  issue  de  l'angle  A  par  rapport  aux  angles  ABC 
et  ACB  coupant  le  côté  HC  aux  /)oi/its  I  <:'^  K,   on  a 

m  =  CK. 


Car  on  voit  (pie 


n,       AB  _,,.       AG 

BI  =  -— —     (  t      (,lv 


BS  GS 


On  peut  remarquer,  en  oulre,  ([ue  : 

L'angle  IAK  est  sujyplémcnldirc  de  l'angle  15AC. 

0.    THÉORi;ME  1\  .  —  L.e  point  de  concouis  des  m  iné- 
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(lianes  est  le  h ary centre  des  soimnets  A,  B,  C  respec- 
tivement affectés  des  coefficients  a-,  I?^,  c-. 

Si  l'on  Joint  le  point  A  à  ce  barycentre,  la  droite 
ainsi  obtenue  coupeia  BC  en  un  point  S,  dans  le  rap- 
port inverse  des  coeliicients  ;  or,  B  étant  aHiecté  du  coef- 
ficient Z>-,  C  du  coefficient  c-,  on  aura 

BS  _  £2  _  Xn' 

AS  est  donc  bien  syniédiane,  et  le  théorème  est  établi. 

10.  Théorème  V.  —  La  pei'pendiculaire  élevée  à  la 
hase  BC  pai^  le  pied  S  de  la  sjmédiane  AS,  rencontrant 
aux  points  B'  et  d  les  perpendiculaires  élevées  à  AB 
et  à  AC  par  les  points  B  ef  C,  on  a 

BB'  _  AB» 

GG'  ~  ÂG3* 

En  effet,  AH  étant  la  hauteur,  on  a 


don 

c 

BB' 
ÂB 

BS 
~  AH 

BB' 

GG'  ~ 

GG' 
'      AG  = 

BS   AB 

"  GS   AG' 

GS 
AH' 

ou, 

en 

vertu 

du  théorème 

m, 

BB' 

-3 

AB 

GG' 

3 

Applications. 

11.   PnoiîLÎSME.  —  V(ir  U'.  poinl  de  concours  de  deux 
droites,   en  tirer  une  autre  telle  (jue  le  rapport   des 
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distances  de  chacun  de  ses  points  aux  deux  premières 
ait  une  ^valeur  donnée. 

On  porte  sur  les  deux  droites  des  longueurs  qui  soient 
entre  elles  dans  le  rapport  demandé,  et  l'on  prend  la 
symédiane  du  triangle  ainsi  formé  (théorème  II). 

12.  Problème.  —  Diviser  une  droite  a  dans  le  rap- 
port des  carrés  de  deux  droites  h  et  c. 

On  forme  un  triangle  avec  les  trois  droites,  et  l'on 
prend  la  symédiane  correspondant  au  côté  a  (théo- 
rème III). 

Si  l'en  ne  peut  former  un  triangle  avec  les  trois 
droites  données,  on  augmente  b  et  c  dans  un  même  rap- 
port, de  façon  à  rendre  la  construction  possible.  Cette 
solution  est  plus  simple  que  la  solution  classique  qui 
repose  sur  l'emploi  d'un  triangle  rectangle. 

Il  est  .d'ailleurs  à  remarquer  que  le  triangle  («,  Z>,  c) 
se  trouvera  souvent  tout  formé  sur  la  figure. 

13.  Problème.  —  Trouver  à  l'intérieur  d^un  triangle 
un  point  dont  la  somme  des  canes  des  distances  aux 
trois  côtés  du  triangle  soit' un  mijiimum. 

Prenons  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  un  point  dont 
les  distances  respectives  aux  cotés  a^  Z>,  c  soient  dési- 
gnées par  d^  d\  d" . 

Exprimant  que  les  trois  triangles  déterminés  par  ce 
point  ont  une  somme  de  surfaces  équivalente  à  la  sur- 
face S  du  triangh.'  A15C,  nous  avons  entre  les  variables  </, 
d'^  d"  la  relation 

ad -\- bW -\- cd"  =  2  S. 

La  fonction  à  rendre  minimum  est  la  somme 
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Nous  pouvons  multiplier  celle  fonction  par  la  quan- 
tité constante  a- -}- //--+- c-  et  écrire,  d'après  l'identité 
de  Lagrange, 

(a24-62-+-c2)(c?2+  «i'2+  6^"2)  =  {ad ^  bd'-^  cd''^-^  {ad'—  hdf 

+  {hd"—  cd"f-\-{cd—ad"y. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  constant 5  les 

trois  autres  sont  des  carrés  variables  ;  le  luinimum  de 

leur  somme  a  lieu  quand  ils  sont  tous  trois  nuls,  ce  qui 

donne 

d  _d^_d!^ 
abc 

Cette  relation  définit,  d'après  le  corollaire  du  tliéo- 
rème  II  (n"  5),  le  point  de  rencontre  de  trois  symé- 
dianes.  Donc  : 

14.  Théorème.  —  Le  point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  trois  côtés  d'un  triajigle  est  mini- 
mum est  le  point  de  concours  des  trois  sjmédianes  de 
ce  triangle. 

15.  Théorèmes  sur  la  par^abole.  —  La  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  une 

Fig.  2. 


parahoh^  au  foyer  de  celle  parahole  est  syniédiane 
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du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  et  la  corde 
de  contact  {fi g-  2). 

Soient  les  tangentes  AB  et  AC.  Joignons  les  points  A, 
B  et  G  au  foyer  F;  AF  coupe  BG  au  point  S.  Tirons  AM 
parallèle  à  l'axe  de  la  parabole.  D'après  un  théorème 
bien  connu,  les  angles  BAM  et  GAF  sont  égaux,  et, 
comme  AM  passe  par  le  milieu  M  de  BC,  AS  est  la 
symédiane  du  triangle  ABG. 

16.  Corollaire  I.  —  Appliquant  au  point  F  de  la 
symédiane  AS  le  théorème  II  (n°  4),  nous  avons  ce 
théorème  : 

Les  distajices  du  fojer  F  aux  deux  tangentes  AB 
et  AG  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  tan- 
gentes. 

17.  GorollaireII.  —  Appliquons  maintenant  le  théo- 
rème III  (§  6)  j  il  donne 


BS       AB 

es  ~  AG2* 

Mais  on  sait  que 

AF  est  bissectrice  de  l'angle  BFG^ 

donc 

BS       BF 
es  ~  GF 

et,  par  suite, 

BF       AB" 

^^^       ÂG^ 

Les  distances  du  foyer  aux  points  de  contact  sont 
proportiojinelles  aux  carrés   des  longueurs  des  tan- 


gentes. 


18.   licniar(pie.  —    Les    angles    ABF   cl   BAM    sont 
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égaux,  ainsi  que  ACJ'  ot  CAM.  Ou  csl  ainsi  conduit  à 
une  propriété  de  la  syniédiane  que  je  proposerai  de  re- 
chercher directement  (^Exercices,  1\  ). 

19.  Théorèmes  sur  la  lemniscate.  —  La  normale  à 
la  lemniscaic  est  sjrnédiane  du  triangle  formé  par  les 
rayons  ^vecteurs  et  V axe  polaire. 

L'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  pôles  étant 
pp,  =  K,  les  dérivées  par  rapport  à  p  et  p^  sont  pi  et  p. 
D'après  cela,  on  aura  la  normale  en  portant  p  sur  p^,  p, 
sur  p  et  composant  ces  longueurs  comme  des  forces,  ce 
qui  rentre  dans  la  construction  de  la  symédiane  donnée 
théorème  I  (§  3). 

20.  Sur  la  ligne  des  j)6les  comme  diamètre,  décrivons 
une  circonférence^  aux  quatre  points  de  rencontre  de  la 
lemniscate  et  de  cette  circonférence,  d'après  le  théo- 
rème précédent  et  le  corollaire I  du  théorème  III  (§  7),  la 
normale  sera  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  ^  donc  : 

Les  points  de  la  lemniscate  oh  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l' axe  polaiie  sont  sur  la  circonférence  décrite 
sur  la  ligne  des  pôles  comme  diamètre  (  ^  ). 

21.  Remarque.  —  Si  l'on  compare  le  tracé  qui  vient 
d'être  indiqué,  pour  la  normale  à  la  lemniscate,  k  la  con- 
struction de  la  tangente  à  cette  courbe,  qui  résulte  de 
la  méthode  deRoberval,  on  est  conduit  à  une  propriété 
de  la  symédiane  bien  facih;  à  démontrer  directement 
{^Exercices,  \  ). 


(')  Je  crois  avoir  énoncé  ce  théorème  pour  la  piemièrc  fois  dans 
les  Nouvelles  Annales,  i^  série,  t.  XX,  p.  200.  .M.  Barharin  l'a 
depuis  démontré  d'une  autre  façon  (3*  série,  t.  I,  p.  27). 
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22.  Théorème  sur  la  spirale  d'Archimède. —  Par 
le  point  de  rencontre  du  rayon  ^vecteur  et  de  la  parai- 
lèle  à  la  tangente  menée  pai'  V extrémité  de  la  sous- 
normale,  tirons  la  sjmédiane  du  triangle  formé  par 
ces  droites  et  la  normale.  La  droite  ainsi  menée  passe 
par  le  centre  de  courbure  (^  )  {fig-  3). 

Soit  G  le  centre  de  courbure,  c'est-à-dire  le  point  où 
MN  touche  son  enveloppe.  La  sous-normale  ON  étant 
constante,  NT  parallèle  à  OM  est  tangente  au  cercle 
décrit  par  le  point  N.  Dès  lors,  on  a  entre  les  déplace- 


ments infiniment  petits  correspondants   des  points   M 

et  N, 

r/(M)  _  MC.MT 

rf(N)  ""  iNG.NT  * 
D'ailleurs,  l'angle  MON  étant  constant,  et  MjN  étant 


(')  Ce  llicorctnc*  a  rlr  aussi  rnoiicô  par  nous,  mais  un  pou  (liffé- 
remnient,  et  avec  une  au  Ire  dénionslralion  {Nouk'cUcs  Annales, 
a"  série,  t.  XIX,  p.  29:0. 


(   -Ifio   ) 
nornialo  à  la  courLr  au  point  IM,  JNO  à  celle  du  point  N, 
on  a  aussi 


Donc 


ou 


^(M) 

MN   NT 

rf(N) 

~  NO  ~  MT 

MG 

.MT    NT 

NG 

.NT  ~  MT 

M  G 

NT    MP 

NG  "~ 

2  -      2' 

MT     NP 

ce  qui,  d'après  le  tliëorème  111  (§  4),  démontre  que  PC 
est  symédiane  du  triangle  MPN. 

23.  Problème  sur  les  coniques.  —  Une  droite  va- 
riable se  meut  dans  le  plan  d'une  conique  de  façon  que 
les  tangentes  à  la  conique  aux  points  d'intersection 
as^ec  la  droite  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Dé- 
terminer le  point  oîi  cette  droite  touche  son  enveloppe. 

Soient  A  et  B  les  points  d'intersection  de  la  droite  et 
de  la  conique.  Les  tangentes  à  la  conique  en  ces  points  se 
coupent  au  point  T.  La  droite  AB  touche  son  enveloppe 
au  point  E.  On  a  entre  les  déplacements  infiniment 
petits  correspondants  des  points  A  et  B  la  relation 

d{\)  _  AE.AT 
d{h)  ~  BE.BT* 

D'ailleurs,  R  et  IV  étant  les  rayons  de  courbure  aux 
points  A  et  B,  r/B  et  d^i'  les  angles  de  contingence  cor- 
respondants, on  a 

d{X)  _  R^e 

d{i\)  ~  R't/0'* 

Mais,    l'angle    ATB    étant    constant,    d^=d^''^    par 

suite, 

AE.AT  _  R 
BE.BT  ~  R'' 
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Or,  d'après  un  théorème  connu, 


donc 


ou 


R 

:i 

AT 

w  ~ 

BT 

AE.AT 

3 

BE.BT 

BT 

ÂE 

2 

AT 

BE  ~ 

2  ' 

BT 

ce  qui,  d'après  le  théorème  III,  fait  voir  que  la  droiteTK 
est  sjmédiane  dans  le  triangle  ATB. 

24.  Dans  le  cas  où  l'angle  constant  ATB  est  droit, 
TE  est  perpendiculaire  sur  AB.  Donc,  en  appelant  C  le 
cercle  tel  que  de  chacun  de  ses  points  on  voie  la  co- 
nique K  .sous  un  angle  droit,  nous  avons  ce  théorème  : 

Le  point  de  la  polaire  l'écipj'oque  de  C  par  rapport 
à  K  correspondant  à  un  point  M,  pris  sur  C,  s'obtient 
en  abaissant  du  point  M  une  perpendiculaire  sur  sa 
polaire  prise  par  rapport  /^  K. 

25.  Problème  sur  les  coniqdes.  —  Etant  doJinà  le 
centre  de  courbure  en  un  poifit  quelcoTique  d'uJic  co- 
nique, en  déduire  le  centre  de  courbure  en  tout  autre 
point  de  cette  conique. 

Les  tangentes  à  la  conique  aux  points  a  et  b  se  cou- 
pent au  point  l;  a  et  [3  sont  les  centres  de  courhnre 
correspondant  à  ces  [)()iiils;  ts  élanl  symédiane  chi 
trianghwf^/»,la  j)erp(Muliculaire  éh'Ncc^à  ab  [)ar  h'  [)()iiit  s 
coupe  en  a'  v\  //  h's  normah's  av.  cl  b^p. 


(  i'i"-  ) 

D'après  un  tbcorcMnc  connu,  nous  avons 


<7  a         al^ 


OU,  en  vertu  du  lliéorème  V  (§  10), 


«a        aa 


Des  points  a  et  |3  abaissons  sur  ah  les  perpendicu- 
laires aa^  et^,3<^  nous  aurons 

a  ai        «.ç^ 

par  suite,  les  parallèles  a,  zt  et  ^^  ii  à  af  et  à  ht  se  cou- 
pent au  point  z^  sur  la  symédiane  st-^  cela  donne  le  théo- 
rème suivant,  qui  résout  la  question  : 

Les  parallèles  aux  tangentes  menées  par  les  projec- 
tions des  centres  de  cour  h  are  sur  la  corde  de  contact 
se  coupent  sur  la  sj  jnédiajie  du  triangle  Jojiné  par  ces 
tangentes  et  la  corde  de  contact. 

26.   Si  nous  rapprochons  la  construction  donnée   au 

§  23  du  théorème  énoncé  au  §  15,  nous  obtenons  le  théo- 
rème suivant  : 

K  étant  une  courhe  telle  que  de  chacun  de  ses  points 
on  "voie  la  parahole  P  sous  un  angle  constant,  ¥J  la 
polaire  réciproque  de  ¥s.par  rapport  à  P,  toute  droite 
qui  joint  deux  points  correspondants  de  K  et  ¥J  passe 
par  le  foyer  de  P. 

On  voit,  par  les  applications  qui  précèdent,  que  la 
sj  médiane  ^ouc.  un  rôle  utile  dans  des  questions  inté- 
ressantes et  de  genres  très  divers.  C'est  ce  qui  me  fait 


(  4<i3  ) 

espérer  qu'on  voudra  bien  désormais  la  prendre  en 
eonsidération,  en  lui  conservant  un  nom  absolument 
nécessaire  cjuand  il  s  agit  d'énoncer  les  théorèmes  nom- 


breux où  elle  ligure. 


Exercices  sur,   la  sYMÉniAWE. 

I.  On  prolonge  le  coté  AB  du  triangle  ABC  d'une 
longueur  égale  AlV;  en  B'  et  en  C  on  élève  respective- 
ment à  AB  et  à  AC  des  perpendiculaires  qui  se  coupent 
en  I;  AI  est  perpendiculaire  à  la  symédiane  issue  du 
sommet  A. 

II.  Les  trois'  symédianes  d'un  triangle  passent  res- 
pectivement par  les  trois  sommets  du  triangle  formé  par 
les  côtés  extérieurs  des  carrés  construits  sur  les  cotés  du 
triangle  donné. 

III.  Du  milieu  M  de  BG  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires MP  et  MQ  sur  AB  et  AC  La  droite  PQ  qui 
joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  est  perpendicu- 
laire sur  la  symédiane  issue  du  sommet  A. 

IV.  AM  étant  médiane  du  triangle  ABC,  on  prend 

un   point  P  tel  que  PI^A  ==  IMVB  et  PCA  =  lMAC.   Le 
point  P  est  sur  la  symédiane  issue  du  sommet  A. 

V.  Les  trois  symédianes  d'uji  triangle  passent  res- 
pectivement par  les  trois  sommets  du  triangle  polaire 
réciproque  de  ce  triangle  par  rapport  à  son  cercle  cir- 
conscrit. 

VI.  Le  point  de  rencontre  des  symédianes  est  le 
centre!  d(»  gravité  du  triangle  Tormé  par  les  pieds  des  \)cv- 
pcuidiculaires  abaissées  de  ce  p(^int  sur  les  trois  (ôtés  du 
triangle  donné. 


(  \H  ) 

VIL  Les  points  11  vl\\.  ctaiilles  pieds  des  perpendieu- 
laires  abaissées  des  points  B  et  G  sur  ja  bisseetrice  issue 
du  sommet  A,  on  mène  par  le  point  H  une  parallèle  à  AI) 
et  par  le  point  K  une  parallèle  à  AC.  Ces  droites  s(; 
coupent  au  point  L  Démontrer  que  le  point  1  est  sur  la 
symédiane  issue  de  A. 

Note.  —  Les  solutions    de  ces  qiioslions  seronL   insérées  dans  les 
Nouvelles  Annales. 
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(voir  3"  série,  1. 1,  p.  U3);  * 

SOLUTION  DE  M.  MORET-BLANG. 


COMPOSITION    DE    MATHÉMATIQUES.     * 

1 .  Klanl  donnés  un  cercle  de  rayon  r  et  un  point  A 
dans  son  plan,  à  une  distance  d  du  centre,  on  suppose 
menée  par  le  point  A  une  sécaïUe  telle  (pie  la  somme  des 
carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  les  points 
d  intersection  avec  la  circonférence  soit  égale  à  un 
carré  donné  ni'-. 

Démontrer  (/ue,  si  a  désigne  V angle  (pie  la  sécante 

f(dt^ avec  le  diamètre  passant  par  le  point  A,  on  aura 

la  formule 

ni"-  —  7.  r2 
(i)  cos2a=  j- • 

Discussion.  —  Limites  de  m  (piand  on  fait  varier  a, 
le  point  A  étant  supposé  à  V intérieur  du  cercle. 

Soient  B  et  G  les  points  d'intersection  de  la  sécante 
avec  la  circonrértîucc  de  centre  O. 


{  16r,  ) 

La  relation   entre  les    tiois   eûtes   et   un    angle   d'un 
triangle,  appliquée  aux  triangles  AOB,  AOC,  donne 

7-2  :=  ÂB  ^  H-  et'  —  'i.  A  fî .  cl  cos  a, 
7-2  ==  A  <\  "  -h  f/2  —  '?.  A  G .  f/  cos  o[  : 

d'où,  en  ajoutant, 

2  /-2  =  m2  M-  ■>.  6/2  _  51  (  A  B  -+-  A  G  )  r/  cos  a . 

Abaissant  Ol   perpendieulaire  sur  la  eorde  BC,  on  a 

AB  +  AG 

Al  =  =  a  cos  a, 

d'où 

AB  H-  AG  =  2<icos  1. 

Substituant  celte  valeur  dans  la  relation  précédente,  il 
vient 

X  7-2  =  m2 -^id'—  \  d^  cos2 a, 


Foù 


1 

m2  -i-  -x  d~  —  ').  r- 

'>.  cos2  a  = , 

•;•,  rt  2 

(  i)  •  ros  JL  a  =  gt  cos2  jj  —  j  := /  i  ) 

9.d^ 


CALCUL    LOr.ARtTHMIQIE. 

2.  La  Jor/nufe  (^i)  étant  ad //lise,  calculer  lans^le  a  //. 
o^',  I  j/i'ès,  e/i  supposant  \  "  la  dista/ice  d  égale  au  plus 
g/a/id  segiiieni  du  /ajo//  dis'îsé  e/i  i/io^  eiine  et  ext/'é/ue 
raiso/i,  et  m  égal  //a  douhle  de  la  moyenne  propo/tiu/i- 
nelle  entre  r  et  d . 


(M  T.rs  limites  rlc  m  sont  ('\  idonuTinil  \/_>/---t-  -.></-.  \  .\v-—  yd-. 
Anu.  dr  Mnihi'uiat .     î^'scii.',  (.   11.  (Octobre  iS83.)  3o 


2^  d  =  f /',  et  m  =  f/y/3. 

1"  d=  '-{^5  —  i),     •>.e^2^/-2(3-v/5); 


jn- 


•      i[s/l  —  'j)       (v/5  — Si)  (3-4-/5)       — 1+/5  .      „„ 

cos2a  =  — ^-î^ — ^  =  Il ^-^ 5^ — ^  = î—  =:2Sini8  . 


3-/5 

log  sin  18"=  1,4899824 


log2  =  o,3oio3oo 


log  cos2a  =  1 ,7910124 

345     5i°49'3o" 


22  ( 


2a  =  5i°49'38",2 
a=:  25"54'49",i. 

C0S2a  =  —  |/-2:|r2::=_|=z  — 0,75, 

log  cos(i8o" —  2a)  =7,8750613 

699     4i''24'3o" 

86  4",  6 

i8o°— 2a  =  4i°24'34",6 
90°—  a  =  20°  42' 17",  3 
a  =  69'' 17' 42",  7. 

3.  On  connaît,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  Z», 
c,  et  l'on  sait  que  ce  triangle  est  équivalent  au  triangle 
équilatéral  construit  sur  le  troisième  côté  a.  Calculer 
ce  côté  et  l'angle  A. 

(  On  établir  a  les  deux  équations  propres  à  déterminer 
chaque  inconnue  indépendamment  de  Vautre,  et  l'on 
montrera  la  concordance  des  résultats  que  fournit  leur 
discussion.) 

s  désignant  ]a  surface  du  trianglcT,  on  a,  par  des  for- 
mules connues, 

3  a''        2  />2  c2  +  ?,  «2  c2  -^  y^aib^—  a''  —h'*—  c'* 

.ç2  =   -» 


iG  iG 


'1*': 


d'où 


a 


,  _    (è2-hc2)±v/(è2-+-   c2)2_4(è2—  C2)5 


OU 


è-2 -I-  C2  Zi=  v/(  3  62  —  C2  )(  3  C2  —  62) 

«2  ;=    !_^ 


4 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  d'abord 
qu'on  ait 

y   <  62<  3C2 

ou 

ïo62c2— 36''— 3c^>o. 

Quand  cette  condition  est  remplie,  le  problème  admet 
deux  solutions,  si  h  est  différent  de  c. 

En  eiï'et,  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  a-  est 
évidenrment  inférieure  à  (Z>-+-6*)2,  et  la  plus  petite  est 
supérieijLre  à  (Z>  —  c^ \  car  on  a 


62+   c2  — v/(62+  C2)2_   4(62—  C2)>  4(62-f-c2)  —  8  6c, 
v/(62h-c2)2—  4(62  — C2)2<  86c—  3(62-f-c2)       (1), 

ou,  en  élevant  au  carré,  et  passant  tous  les  termes  dans 
un  mèuie  membre^ 

8(62+  ^2)2-1-  4(62— c2)2_  486c(62-i- c2)  +  04  62c2>  O, 
12(6  —  o)'0   o, 

relation  évidente  si  h  est  dilîérentde  c. 

Lorsque  h  =  o,  on  a  a-  =  h'-^  a  =  /;  =  c  •  il  n'v  a  plus 
qu'un  triangle,  qui  est  équilatéral. 

Calculons  maintenant  l'angle  A. 


(')  r^o  second  rnciribre,  86r  —  3  (6'^  -i-  c'  )  —  2  6c  —  3  (6  -  cV,  rsl  «ne 

b      , 

u\iaii(ilc  pn>^ilivo  SI  c   ^    — -y  oc. 

V  ^ 


(  1(>s  ) 

On  a 

s  = =  ôcsiiiA, 

(1  ou 

9.bc  sin  A 

v/3 
a^  =  b'^-\-  c"^ —  ibc  cos  A, 
Égalant  ces  deux  valeurs  de  a-,  il  vient,  en  divisant  par 

-  sin  A  -i-  -î—  cos  A  =  ^^ —: — ^-^—  y 

1  1  /\uc 

ou,  en  remarquant  que  -  =  cos6o°,  —^  =  sin6o^*, 

sin(  A  +  6o°)  =  ^ ,,    '^     ' 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait 

i6è2c2       ^^ 

ou 

3è*-f-  3c^  — io62c2<  o, 

condition  identique  à  celle  qui  a  été  trouvée  plus  haut. 
Si  elle  est  remplie,   en  appelant  B  le  plus  petit  angle 

ayant  pour  sinus  jy-; ■>  on  aura 

^2  _|_  c2      . 

sin  0  = j sin6o''>  sin6o'\     si  è  ^  c, 

2  oc 

d'où 

e  >  6o% 

A  =  e  —  6o% 

A  =  i8o°— 0  — 6o"; 

il  y  a  deux  triangles  satisfaisant  à  la  question.  Si  h  z=  c, 

ou  a 

0  -^^  r>o'\ 


(  469  ) 

et  simplement 

A  =  60°; 

il  n'y  a  qu'un  triangle,  qui  est  équilatéral. 

Ce  sont  les  résultats  obtenus  dans  la  première  discus- 
sion. 


LES  mmm^  di^ektie  polaires  du  triangle, 

PAR  RAPPORT  A  SES  POIi\TS  REMAROllABLES^ 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


1.  Conservons  les  notations  adoptées  dans  l'article 
relatif  aux  distances  du  centre  de  gravité  aux  points  re- 
marquables d'un  triangle  (même  tome,  p.  368  et  369). 
Représentons  par  M  la  masse  du  triangle,  supposé 
homogène  et  d'une  épaisseur  constante. 

On  sait  que  le  moment  d'inertie  polaire  du  triangle, 
par  rapport  à  son  centre  de  gravité  G,  est 

2.  Les  moments  d'inertie  pciv  rapport  aux  som- 
mets A,  13,  C  seront  donc 

1a=  ^M(a2+  62_|_c2)-i-  M.GÂ' 


ou 


Ia=  _LM(362-h3c2— «2), 

12 

In  =  —  M ( 3  c2  -h  3  a-  —  />"-' \ 
\i 

!(.,=  _!_M(3r72_,-362— o2). 
12 


(')  I.AïUKNT.  Mcvaniquc  rationnelle,    >•  l'dilion,   I.  I.  p.    xox. 


(   i7'>  ) 
3.   Le  itioJiient  d'ineitie  par  rapport  au  centre  O  du 
cercle  ciiconscrit  sera  de  même 


Io=  -^M(a2-^  6->_^  c2)+  M. GO 


ou  bien 


c'est-à-dire 

lo==  MR2 -Mia'^-^b'^-^c-^). 

4.   Le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  au 
point  de  concours  H  des  hauteurs  étant  donné  par 

Ih=  -^M(a2-h62+c2)+M.GH', 
3o 


on  trouve,  en  remplaçant  GH    par  sa  valeur 
que 

12 


O.  On  verrait  de  la  même  façon  que  le  moment  d'i- 
nertie polaire  du  triangle,  par  rapport  au  centre  I  du 
cercle  inscrit,  est 

li=r  -l-M(a2-4-62-f-  c2)H-M.GJ^ 
36 


ou,  puisque 


GI^=  ^(^c-f-  ca  ^  ab)—-{ai  -^  h'-  ->-  rM  —  î  R/'- 
3'  9 

I,=  ^^n{bc-^ca-\-ab) ^M(a-h  ^^-i-c)^  — 4  MR/-. 

'2  12 


0.   Cliangeanl  dans  cette  formule  successivement   le 
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signe  de  a,  b^  c  et  substituant  à  —  /',  respectivement 
les  rayons  i',  r" ^  r'" ^  on  obtient  les  moments  d'inertie  du 
triangle  par  rapport  aux  centres  F,  F',  V"  des  cercles  ex- 
inscrits. On  trouve  ainsi  que 

Ii-  =  -M(bc  —  ca  —  ab) ^  M(^>  H- c  —  a)2-i- 4MRr', 

II.  =  lu(ca  —  ab  —  bc) M(c -f- «  —  6)2+ 4MRr", 

Ip,  =  lu(ab  —  bc  -ca) -Mla-hb—  c^  -+-  4MRr"'. 
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SOLl]TIO!\S  DE  QllESTIOlVS 
PROPOSÉES  Um  LES  NOIYELIES  AMALES. 


Question   1399 

(voir  3"  série,  l.  I,  p.  192); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

En  chaque  point  d'une  conique  on  mené  un  dia- 
mètre et  la  normale.  Trouver  le  lieu  de  l'intersection 
du  diamètre  et  de  la  tangente  à  l'autre  extrémité  de 
la  corde  normale.  (E.  Fauquembergue.) 

i"  Soient 

l'équation  d'une  ellipse,  et  .r,,  y^  les  coordonnées  d'un 
point  pris  sur  la  courbe.  L'équation  de  la  normale  en 
ce  point  est 

(2)  b^.Viy  —  a^yiX -h  c-.ryy^  =  o. 

Eliminant  jy  entre  ces  deux  équations,  on  a,  pour  dé- 
terminer   les   abscisses  des   points  d'intersection   de   la 


(  47'*  ) 

iioriuak'  et  de  rdlipsc,  récjuation 

qui  admet  la  racine  x  =  .r,.  Divisant  par  a  — j-,  et 
égalant  le  quotient  à  zéro,  on  a  pour  abscisse  du  second 
point  d'intersection  de  la  corde  normale 

^,  ^  _  T,[b^.r]-^aH'2ly'  —  a^)rU 
d  ou 

L'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  en  ce  point  est 

b'-xx'  -^  ci'-yy' —  a-  b-  ^  o 
ou 

b-^ XX ^  \b^x\-\-a*{ib'^--  a^  )y\  ] 
-^a^ryi[a<^y\  -+-  b*(^ia^—b'*-)x\\^a-^b-^{bKr]  -^.-  a^y\)  =  o, 

qu'on  peut  écrire 

(  (^b-^xx,-a\yy,){b\^x-a<^yl) 

\        -h  'îa*b'*{xx^y\-\-yyyx\)  h-  a-b'-{b^x\  -+■  a^y'\)  =  o. 

L'équation  du  diamètre  passant  par  le  point  (x,,j)  ,) 
est 

(4  )  —   —  — î 

Jl.         -^1 

et  1  ou  a  la  relation 

(5)  62^f +  a2j>'î  =  «2^2. 

On  aura  l'équation  du  lieu  demandé  en  éliminant  X\ 
elj)  ,  entre  ces  trois  équations. 
Des  deux  dernières  on  tire 

(tb.i-  aby 


/^2  ^,.2  ^  a-i  r-     '       —  /^^  ^^-^  «Ir- 


(4:3) 

Reportant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  a,  eu  di- 
visant par  a'-^  /r^ , 

(  b^  .r2  —  «2 j2  )  (^^6 ^2  _  «6  ^2)  _i_  |  a*  b*  x^-y^ 
=  ab(b^x^  -r-  a^r^-))/b-^x-^  —  «^j^, 

ou,  eu  élevant  au  carré, 

[b^ X- -\-  a^y  —  a^-b\a- -^  b"*  —  \a^-b-^)x^'y^'Y 

=  «2  ^>2  (^,6  ^2  _4_  ^.6j^2  )2  (^2  ^^2  _^  ^2  j2  ). 

L'équation  est  du  liuitièuie  degré;  mais,  comme  elle  ne 
contient  que  des  termes  du  huitième  et  du  sixième  degré, 
on  peut  la  résoudre  en  coordonnées  polaires.  On  a 

^  _  <72  ^2 (  a^.  gin2 e  -^  ^>6  cos2  e  V2  (  ^2  >.in2  6  -4-  62  cos-^  6  ) 

''  ~  [a8sin^6  — 68cos*6  — a262(a^— 6^— 4«262^sin2ecos20]2' 

La  courbe  est  svmétrique  par  rapport  aux  axes  et  touche 

l'ellipse  à  ses  quatre  sommets. 

Pour  l'hvperbole,  il  suffirait  de  changer  h-  en  — h'. 

2°  Soient 

y-  =  ipx 
et 

P  < .''  —  y\^—  .l'i  <  •^'  —  •^i''  =  *' 

l'équation  d  une  parabole  et  celle  de  sa  normale  au 
point  a,,  )  ,.  Eliminant  x  entre  ces  deux  équations,  et 
supprimant  de  l'équation  résultante  la  racine  j=j  ,, 
on  a,  pour  l'ordonnée  du  second  point  d'intersection  de 
la  (  orde  normale  et  de  la  parabole, 

dOii 


îpvi 


.a  tangente  au  point  {■^v  y  ^    ),  a  pi)ui'  ecpiatiou 


(  ■<-4  ) 

vl  le  lion  de  son  iiiterscclion  avec  le  diatnètrey  =  >  <, 

OU 

(j2_^_y/2)(3j2_^^2)  _^  2/>j2^  =  O. 

La  courbe  située  tout  entière  du  côte  des  x  négatifs  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole  qui  est 
asymptote  des  deux  branches   :    elle  est   limitée  vers  la 

droite  à  l'abscisse  x  =  — p{2  -h  ^3). 

Note.  —  La  même  question    a    été    résolue   par    M.    Lez  et  par  un 
anonyme. 

Question   1101 

(  voir  3*  série,  t.  1,  p.  240)  ; 

Par  m.  Charles  GHABANEL. 
Soit  (] p  le  quotient  de  La  division  de  n  par  /?,  on  a 

(E.  Césaro.) 

Soit  /•   le  reste   de  la  division    de   n  par  p.   posons 
^,,=  P.  De 

(i)  /i=/>P  +  r     ou     ~--=.p^-, 

on  conclut  que  </i,  est  égal  ou  siïpérieur  à  p  suivant  que 
r<Pour5P. 

L'égalité  (i)  revient  à 

n  =  {V  -4-i)/v  —  ip  —  r\ 
et,  paice  (jue  /'  <Zp-)  on  a 

c'esl-à-dii-e  (pie  le  (pioiienl //,,^,  (!sl  inférieur  a  /;. 


(  473  ) 
On  a  évidemment 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  dans  la  suite 

qxi  q%t  ^3,   •••,  q^-x-,  ^p,  </p+i>  •■••,  qn, 

il  y  a  P  ou  qp  quotients  qui  sont  égaux  ou  supérieurs  kp. 

Par  la  même  raison,  il  y  aura  (] pj^\  quotients  égaux 
ou  supérieurs  à  p  -h  i .  Donc  le  nombre  des  quotients 
égaux  h  pesl  gp  —  qp^^ . 

Ainsi,  la  somme 

s.=  q\-^q\^q%-^...^  '7«-i  "+-  ql , 
contient 

q\  —  ^2  termes  égaux  à  i*, 

qt—q%  »  '^", 

q^  —  qw  »  3*, 


et  enfi  n 

qn—qn+\     ou     ^,i  termes  égaux  à  «''. 

Donc  on  a,  quel  que  soit  l'exposant  a, 

*  =  (<7i— '72)i*-+-('72— <73)2* 

-^  ('/a— '703"+.  ..^{qn-\—qn){n~  lY-^qn^'', 

d'où 

En  faisant  a  ==  •>.,  ou  a 

^ï  +  '7'2  + 7.3-^ •-•-'-  7/' 

=  ^1  -h  3  r/o  -I-  5  r/3  H-  ...  -h  (  '2  /i    -  1  )^/,M 

ce  qui  est  la  ridatioii  proposée. 


(  4-<i  ) 

Quesfîon   IïdA 

(  Toir  3*  série,  t.  II,  p.  rM'>]; 

Par  m.   Iî.  I  AUQUEMBKRGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 


/>e  nombre — est  La  somme  des 

cari  es  de  deux  nombres  entiers.  (Catalan.) 

Posons 

X  n'est  autre  chose  que  le  nombre  proposé  (*). 

En  multipliant  ces  deux  égal i  les  membre  à  membre, 
on  obtient  l'équation 

ou  encore 

équation  de  la  forme 

dont  les  solutions  en  nombres  entiers  sont  données  par 
les  formules 

où  a  et  b  représentent  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  proposé  est  donc  bien  la  somme  de  deux 
carrés. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  JMoret-Blanc. 

(')   Et  jK  csl  nu  nombre  entier  impair. 


(  ^77  ) 
Question  1463 

V 

(voir  3"  série,  t.  II,  p.  :!83); 

Par  m.  Joseph  CHAMBON  ('). 

Etant  donné  un  point  P  sur  une  ellipse  de  centre  O, 
on  mené  en  ce  point  une  tangente  et  la  normale  qui 
touche  au  point  Q  la  développée  de  l'ellipse,  et  l'on 
fait  passer  un  cercle  par  les  extrémités  R,  R'  du  dia- 
mètre conjugué  à  OP,  et  par  la  projectionS  du  centre  O 
sur  la  tangente  en  P,  puis  V on  prolonge  OS  juscpûà  sa 
rencontre  en  S' avec  le  cercle  ;  démontrer  que  0S'=  PQ. 

La  droite  PQ  est,  comme  on  sait,  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse  au  point  P.  Et,  en  nommant  a^  h  les 
demi-axes  de  Tellipse  et  h'  le  demi-diamètre  conjugué 
à  OP,  on  a 

ao 

(  voir,  dans  le  Traité  des  Sections  coniques  de  G.  Sal- 
MOJV,  les  expressions  des  rayons  de  courbure). 

D'autre  part,  OS  étant  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  de  l'ellipse  à  la  tangente  PS,  on  a 


Donc  le  produit 


b 


PQxOS  =  ^'x^4  =  //^ 

ah  l) 


Mais,  les  cordes  SS',  RR'  du  cercle  RSR'  se  coupaul  au 
point  O,  on  a 

OS'  X  OS  =  OR'  X  OR  =  0R2  =  b'K 


(')   l.()rs(|ii('  M .  Cliiniiltoii   nous  ;i  iidrcs.-»'  rciiuiiri"  cl    la  <(>liilii'ii  ih 
la  (iiicslioii    lACi!),  il  t'-tail   clrNc  an   Lvci-c  (N^   lîordc.nix. 


i 
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Les  égalités  PQ  X  OS  =  h'-'  et  (>S'x  OS  :=  U-  don- 
iieinOS'=PQ.  c.  Q.  F.  1). 

Note.  —  La   luèmc   (jucslion  a   ('te   résolue  par    MM.   MoreL-Blanc 
et  J.  HiMioy. 

Q  Lies!  ion  1106 

(voir  .3°  série,  t.  II,  p.   38',); 

Par   m.  Maurice  RACLOT, 

Élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 

ABGD  étant  un  trapèze,  on  joint  les  extrémités  A 
et  D  du  côté  oblique  AD  à  un  point  M  du  côté  BCi 
on  mène  une  parallèle  à  DM  par  le  point  B  et  une 
parallèle  à  AM  par  le  point  G.  Démontrer  [que  ces 
deux  droites  se  coupent  sur  AD. 

(D'OCAGNE.) 

Soient  O  et  O'  les  points  de  rencontre  du  côté  AD, 
et  des  parallèles  aux  droites  DM,  AM,  menées  des 
points  B  et  C. 

Je  prolonge  les  côtés  AD,  BC  du  trapèze  jusqu'à  leur 
rencontre  en  K . 

On  a,  en  vertu  des  parallèles  AM,  O'C,  l'égalité  de 

rapports 

KO'  _  J^ 

KÂ  ~  KM  ' 
d'où 

KA.KC 


KO'  = 


KM 


J)e  même,  le  parallélisme  des  droites  DM,  OB  donne 


KO  _   KB 

KD  ~   wyî' 

d'où 

KD.KB 
KO  = 


KM 
Mais,   les  hases  AB,   DC  du  trapèze5Al^)CD  étnnt    pa- 
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rallèles,  on  a 

KA  _  KB 

KD  ~  KG' 
d'où 

KA.KG  =  KD.KB,     et  par  suite     KO  =  KO'; 

c'est-à-dire  que  les  deux  points  O  et  O'  coïncident. 

Donc,  les  droites  menées  des  points   B  et  C,  paral- 
lèlement à  DM  et  AM,  se  coupent  sur  AD.        c.  q.  f.  n. 

Note.  —  La    même  question    a   été   résolue   par  WS\.   Homenj    et 
IMorct-IJianc. 


QUESTIONS. 


<  1473.   I.   Les  deux  droites  de  Simson  relatives  à  deux 
points  diamétralement  opposés  sont  rectangulaires. 

11.  Le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  droites  de 
Simson  relatives  à  deux  points  diamétralement  oppo- 
sés est  le  cercle  des  neuf  points.  (N.   Goffart). 

1474.  «,  ^t  y  étant  des  nombres  entiers,  chaque 
valeur  de  x  qui  vérifie  l'équation 

est  la  somme  de  trois  carrés.  Il  y  a  exception  poiir.r  =  i , 
et  pour  x=^'x[l\a-  -\-\).  ( E.  Catalan .  ) 

1475.  Résoudie,  c;n  nombres  entiers,  l'équation 

(E.  Catalan.) 
1470.  Trouver  les  sohitions  entières  de  l'équation 

(  LlONNF.T.  ) 


(  /iH"  ) 

1 177.  AI)C  csL  un  triangle  rc'ctaiîgl(î  en  A.  D'un  point 
quelconque  M  pris  sur  le  côté  AB,  on  abaisse  sur  la  hau- 
teur Ail  la  perpendiculaire  MP  ^  par  le  point  P,  on 
élève  à  la  droite  CP  la  perpendiculaire  PQ  qui  coupe  AB 
prolongé  au  point  Q. 

Démontrer  que  AQ  =  BM.  (D 'Ocagwe.) 

1  478.  Par  un  point  O  de  l'espace,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  trois  plans  diamétraux  conjugués  d'une 
quadrique  et  on  mène  le  plan  passant  par  les  pieds  de  ces 
trois  perpendiculaires.  Ce  plan  et  les  plans  analogues 
obtenus  en  faisant  varier  le  système  des  trois  plans  dia- 
métraux conjugués  passent  par  un  même  point  M. 
Trouver  le  lieu  du  point  M  lorsque,  le  point  O  restant 
fixe,  la  quadrique  tovn ne  autour  d'une  droite. 

(Pellet.) 

1479.  g  étant  une  racine  primitive  de  //',  la  fonction 

X  -^  X^     -^  X^    -h  .  .  .  -hX^  , 

où  tous  les  exposants  de  g  sont  des  nombres  pairs,  est 
divisible  par 

xf''  —  I 
xf''^''  —y  ' 

p  est  supposé  un  nombre  premier  autre  que  2,  et  v  plus 
grand  que  1 .  (Pellet.) 

1480.  La  somme  des  puissances  ^n  de  deux  nombres 
entiers,  inégaux,  est  une  somme  de  quatre  carrés,  dont 
deux  sont  égaux  entre  eux. 

Corollaire.  —  La  forme  x'*"  -^-j"*'^  contient  une  in- 
Huilé  de  nombies  premiers. 

(C  AT  AL  AIN'.  ) 


(  1'^'  ) 

SIR  LA  THÉOIUE  DES  TAIJTOCHROIVES  (')•, 

Par   m.  h.  RESAL. 


1 .  Théorie  générale.  —  On  dit  qu'une  courbe  fixe  est 
tautochrone  lorsqu'un  point  matériel  m^  soumis  h  l'action 
d'une  force  extérieure  variable  en  grandeur  et  en  direction 
suivant  une  loi  donnée,  qui  est  assujetti  à  décrire  cette 
courbe,  arrive  dans  le  même  temps  en  un  point  déter- 
miné Al,  (juel  que  soit  le  point  de  départ  Aq  ou  pour 
lequel  la  vitesse  est  nulle. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  la  masse 
du  mobile  égale  à  l'unité. 

Nous  ne  considérerons  (2)  que  le  cas  où  la  force  ex  térieuie 
dérive  d'un  potentiel  d'une  seule  variable  y,  potentiel 
que  nous  .représenterons  par 

-/(x)- 

Soient  y^j,  y ^  les  valeurs  de  y  en  Ao,  A,;  i^'  la  vitesse 
du  mobile  arrivé  en  un  point  A  correspondant  à  y  ;  v 
l'arc  AA,.  Nous  avons 

_  _  ^ 

et,  d'après  \c  principe  des  forces  vives, 

<^-^  =  ^- f/(  7.0^-/(7.  VI  : 


(')  Extrait  dn  Cours  de  Mécanique  de  l'/'cj/e  Polytecfuiique. 

(■-)  (î'rsl.  à  I\[.  Puiscux  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  l.  IX,  i8'|'j)  que  l'on  doit  h)  im-thodo  (|ui  sert  dr  lijisc  i\ 
la  théorie  que  nous  allons  exposer;  on  trouve  diins  le  Cours  de  Méca- 
nique Ar  Slurrn,  publié  en  i8()S  par  M.  rroulut,  lapplicalion  de  eetlc 
niétiiode.  mais  seulenieul  dans  le  ras  parlietilitr  dt^  la  pesanliMir. 
Jnn.iie   Mathcntnt . ,  ;î''srrip,  I.H.  (Nov(Mnl>re  i  SS^  )  v)  I 


(  4H<  ) 

Oïl  déduit  de  ces  deux  formules  la  suivante 

,              I  ds 

dt~ - 


/^  \fj\y.,)-f{x) 

Si  T  désigne  la  durée  du  trajet  Aq  A,,  nous  avons 


ds 
dy 


\^'^Jl,     \/jVlo)-A7J 


dl. 


on 


/ 


ds 


s/'^^i,    v//(xo)-y(7.) 

H  nous  l'aut  maintenant  exprimer  que  c(;tte  durée  est 
indép(;ndante  de  '/.  A  cet  elïet,  en  désignant  par  //  une 
constante  et  par  x  une  nouvelle  variable  que  nous  sub- 
stituerons à  y,  nous  poserons 

d'où 

(3)  /(x«)-/(y;)  =  /'--^' 

avec  les  conditions 

(4)  x-o      pour     yz^y^. 

(4')  x-=]i     pour     y^^-y,,' 

Lorsque,  en  général,  une  courbe  est  donnée  par  deux 
équations  entre  trois  variables,  deux  de  ces  variables 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  la  troisième,  et  il  en  est 
par  suite  de  même  de  l'élément  d'arc.  Nous  pourrons 
donc  poser 

(  ,'■)  )  ds  =  o{x)dx, 

et  la  formule  f  i),  eu  égard  à  la  relation  (3),  devient 


.  (  w>  ) 

Remplaçons  maintenant  x  par  une  nouvelJe  variable 
u  définie  par  la  relation 

(7)  ^  =  uh. 

En  remarquant  que  u  =  i  pour  x  =  h,  Téquation  (6) 
devient 

I      r^  (o(uh)^7idu         I       r^     /     7x   /-,         du 

(8)  z=-—    \      '       — =—    /      o{iih)^u/i 

Y'iJo         yi — if^  y'2.*^'o  yd — if)u 

Or,  comme  c'est  la  valeur  de  h  qui  définit  la  position 

d^ 
dh 


du  point  de  départ,  il  nous  reste  à  exprimer  que  ~  =  o^ 


ou  que 

fl      ,,     ,      /-  ,         I   o(uh)l         u  du 
..  „  '^^    y  uh       yuii 


y  uh  J   y  u{\  —  a) 


=  o. 


Mais,  si  Ton  attribueà  Aune valeursuffisamment petite, 
tous  les  éléments  de  cette  intégrale  seraient  de  même 
signe  et  leur  somme  ne  serait  pas  nulle.  Il  faut  donc  que 
chacun  d'eux  soit  nul  ou  que  l'on  ait 

»  (  uh  )yuh-^ ^=:r^  =  o 

^^     s/uh 


ou 


ou  encore 


do(.T)  I    d.r 


cp(.r)  -2    .r  * 

d'où,  en  intégrant  (ît  désignant  par  i]  une  constante, 

y.T 

La  (orninle  ( . )  )  devient  alois 

,  ,        , ,  d.r 

as  =  O(J')  dw  —  (^  —=:  . 


(  48/,  )  , 
Si  l'on  remarque  que  ,v  rr=  o  pourx  =  o  ou  poui'  y  :=  y  ^ 
on  trouve,  en  intégrant, 

A-  —  -2  G  si  X 
ou 

(9)  5  =  2Cv//(x)-/(xi> 

On  déduit  de  là 


(lo)  r/.ç  =  C 


v//(x)-/(Xi) 


ou 


Si  F;  désigne  la  composante  tangentielle  de  la^  forme 
extérieure,  on  a,  en  se  rappelant  que  ds  est  négatif, 

d'où,  en  vertu  de  la  formule  (i  i), 

Mais  on  sait  que 

du 

Nous  avons  donc  finalement  l'équation 


(12) 


df^  2  G  2 


qui  n'est  a^lre  cliose  que  celle  du  mouvement  du  pen- 
dule lorsque  l'amplitude  de  ses  oscillations  est  très 
petite.  Il  est  donc  inutile  de  remonter  à  l'équation  (8) 
pour  avoir  la  valeur  de  t,  qui  est  la  suivante  : 

L'équa  tion  (  i  o)  est  l'équation  générale  des  tautoclirones 
dans  le  cas  spécial    dont  nous  venons  de  nous  occuper. 


(  485  ) 
Mais  <^.s'  s'exprime  généralement  au  moyen  des  dillé- 
rentiellesde  trois  variables,  dont  l'une  sera  y  si  l'on  veut 
et  dont  nous  représenterons  par  ^  et  ^  les  deux  autres. 
Le  problème  est  donc  indéterminé,  puisqu'il  faut  pour  le 
résoudre  se  donner  une  relation  entre  les  trois  variables. 
On  voit  ainsi  que,  dans  le  cas  d'un  potentiel  d'une  seule 
variable,  il  y  aura  une  infinité  de  tautochrones  dont  une 
au  moins  sera  plane. 

î2.  Tautoclirone  dans  le  cas  de  la  pesanteur .  —  Soient 
z  la  hauteur  du  mobile  au-dessus  du  point  d'arrivée 5 
on  a 

-  =  7'    /(X)  =  -•?■-'    /(Xi)  =/Co)  =  o, 

et  la  formule  (  9  )  donne 

Si  la  courbe  est  comprise  dans  un  plan  vertical,  elle 
sera,  d'après  cette  équation,  une  cycloïde  dont  la  base 
est  horizontale.  En  enroulant  le  plan  de  la  cycloïde  sur  un 
cylindre  vertical  quelconque,  la  courbe  résultante  sera 
toujours  une  tautoclirone.  On  voit  ainsi  qu'il  n'y  a  qu'une 
seule  tautoclirone  plane,  mais  qu'il  y  a  une  infinité  de 
tautochrones  à  double  courbure. 

Si  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  un  plan  fixe, 
incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizon,  la  tautoclirone  sera 
encore  une  cycloïde 5  puisque,  dans  ce  cas,  il  est  soumis 
à  l'action  d'une  force,  gûwi^  dont  la  direction  est  con- 
stante . 

3.  Tautochrojie  plane  d  ans  le  cas  d' nue  force  (Lt  t  met  i^'c 
émanant  d'un  centre  fixe  et  proportionnelle  à  lu 
distance  à  ce  centre.  La  distance  /•  du  mobile  au  centre 
fixe  O  devra  être  substituée  à  la  variable  générale  y,  cl 
il  est  évident  que  la  fonction /'(/•)  sera  proporliomiclle  à  /-. 


(   1S6  ) 
L'équation  (9  )  peut  donc,  eu  désignant  par  K  une  con- 
stante, se  mettre  sous  la  Ibrnie 


{1-2  )  .V  =  K  /r2 


'i- 


De  cette  équation  on  déduit  la  suivante 

(,3)  '-^  =  k^^^^^ 

dont  le  premier  membre  représente  la  sous-normale  po- 
laire. 

Si  8  désigne  l'angle  formé  par  /•  avec  un  axe  fixe  Ox 
partant  de  l'origine  O,  on  a 


ds 
dr 


et  la  formule  précédente  donne 

en  prenant  le  signe  -h  ou  le  signe  —  selon  que  /*  croit 
ou  décroit.  Sans  nous  arrêter  à  discuter  cette  dernière 
formule,  nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer  que,  si 
1°  K-  <^  I ,  le  rayon  /•  est  limité  et  la  courbe  est  comprise 
entre  deux  cercles  de   centre  O  ayant  pour  rayons  /'i 

et  ^-j-'  2*  K- =  I ,  le  lieu  se  réduit  à  une  droite  et 

1  — -  A 

l'on  retrouve  ainsi  une  propriété  connue^  3°  K-  ^  i,  le 
rayon  vecteur  /•  croît  indéfiniment  et  0  devient  infini 
avec  lui  ;  la  courbe  est  alors  une  spirale  formée  de  deux 
branches  symétriques  qui  s'éloignent  indéfiniment  du 
centre  d'attraction.  Si  dans  cette  dernière  hypothèse  i\ 
est  nul,  on  a,  en  désignant  par  M  une  constante, 

0 


(  487  ) 
équation  d'une  spirale  logarithmique  dont  l'origine  est 
le  point  d'arrivée. 

Revenons  maintenant  à  l'interprétation  géométrique, 
que  nous  avons  donnée  plus  haut,  de  la  formule  (i3). 
Soient  A   [fig-   i)   un    point    quelconque  de  la    tauto- 


clirone^'  /•  son  rayon  vecteur  OA;  AI  la  normale  en  ce 
point;  01  la  sous-normale  polaire.  La  formule  précitée 
revient  à  la  suivante 


i^ 


K.OI  =  v/r2—  r-i 


Décrivons  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon 
quelconque  R',  une  circonférence  qui  vic.'ndra  couper  en 
C  la  direction  de  AI  et  désignons  par  ^J>  l'angle  ACO.  La 
formule  (i5)  se  transforme  dans  la  suivante  : 


(iG)  KK'sind;  =  s/f^  —  r], 

d'après  laquelle  on  voit  que  Ton  doit  avoir  -^=10  pour 

Supposons  que  le  lieu  des  points  A  soit  la  trajectoire 
d'un  point  déterminé  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sur 
la  circonférence  de  rayon  W  \  pour  la  position  A  du  point 
décrivant,  le  contact  auia  lieu  eu  C.  Soit/>  r:r  AC  le  rayon 


(  488  ) 
vccleur  de  la  courbe  loulaiile  rappoiLee  au  pùle  relati- 
vement fixe  A  ^  ou  a 

/•2  =  pi  _i-  R'2  _  -2  W'p  COS  ^, 

par  suite 

en  désignant  par/^i  la  valeur  de/?  correspondant  à  /■  =  /'i 
ou  à  'l  ■=:  o.  Nous  avons  ainsi 

r-  —  7-2  =  pi  — ^2 2R'(/»  cos<|/  — px). 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (i6)  et  résolvant 
par  rapport  à  cos<|,  on  trouve 


(17)     cos^; 


k2R' 


Admettons  qu'il  soit  possible  de  profiter  de  l'indétermi- 
nation de  R'  pour  annuler  le  second  terme  sous  le  radical; 
nous  aurons 

(18)  R'  =  g(i+v/r=ir2), 

ce  qui  exige  queK^i  ;  en  admettant  qu'il  en  soit  ainsi, 
la  formule  (17)  se  réduit  à  la  suivante 

Pour  que  l'on  ait  cos'i^  =  i  pour  p=:p^^  il  faut  que 
les  mêmes  signes  se  correspondent  dans  les  deux  équations 
(18)  et  (19),  et  alors  cette  dernière  devient 

1        P 

('20)  cos^'  =  --  • 

P\ 

On  voit  ainsi  que  A  se  trouve  sur  une  circonféreuce 
décrite  sur  Clî  =/?,  comme  diamètre.  Le  lieu  de  A  sera 
donc  l'une  ou  l'autre  des  deux  hypocycloïdes,  engendrées 
par  un  point  de  la  circonlerence  ci-dessus  roulant  sur  les 


(  489  ) 
circonférences  ayant  O  pour  centre  et  pour  rayons  les 
racines  de  l'équation  (i8).  La  première  de  ces  racines 
est  supérieure  à  p,,  la  seconde  lui  est  inférieure,  comme 
on  le  reconnaît  en  la  mettant  sous  la  forme 


Si  R  =  1 ,  on  a  R'  r=  yr,,  ^  les  deux  circonférences  fixes 
se  confondent  en  une  seule  et  il  est  visible  que  le  lieu 
du  point  A  se  réduit  à  la  droite  de  de  Lahire. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  K  est  supérieur  à 
l'unité  et  déterminons  R'  de  manière  à  rendre  minimum 
le  second  terme  sous  le  radical  de  l'équation  (17). 

Nous  trouvons  ainsi 

(21)  ■^'  =  P' 

(22)  cos6  = 

p\ 
La  dernière  de  ces  formules  peut  s'exprimer  ainsi 

(■23)  cos'J;  =  .-r  ±  X /i — x'^^ 

en  posant 

et  l'on  en  déduit 

<:/cos'|i  =  I  1  qz  -  ^ -  j  dx. 

Or,  à  partir  de.r  =  1 ,  dx  est  négatif;  cos6,qui  était  égal 
à  l'unité,  doit  décroître;  h;  signe  supérieur  du  radical 
dans  les  formules  (22)  et  (23)  doit  donc  ainsi  être  rejeté. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  ([ue  /;  cl,  par  suite,  la 
courbe  roulante  seraient  limitées,  tandis  que  nous  avons 
vu  plus  haut  que,  pour  K  ^  i ,  le  lieu  de  A  était  illimité, 
ce  qui  parait  paradoxal. 

Mais  nous  ferons  remarquer  que  le  mode  de  généra- 


(  19<>  ) 

lion  (lu  lieu  V'P"[/i^.  q  )  de  A,  par  le  roulement  d'une 
rourhe  sur  la  eireonlérence  O  de  rayon  11',  n'est  réali- 
sable que  pour  une  partie  limitée  de  ce  lieu.  On  voit  en 
elï'et  que  le  contact  de  roulement  C  est  déterminé  par 

Fie;.  2. 


Tintersection  de  la  circonférence  ci-dessus  avec  la  nor- 
male en  A  à  P'P".  Soient  A',  A'^  les  positions  de  A  pour 
lesquelles  les  normales  à  P'P^^  sont  tangentes  en  C,  C"  à 
la  circonférence.  Il  peut  arriver  que  les  normales  menées 
en  dehors  de  A' A'''  ne  rencontrent  plus  cette  circonfé- 
rence, et  alors  le  mode  de  description  admis  du  lieu  de  A 
ne  sera  plus  admissible  pour  A'P'  et  A'^P",  et  c'est  ce 
(ju'il  fallait  expliquer. 

4.  Taatochrone  plane  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive émanant  d'un  centre  fixe  et  proportionnelle  à 
la  distance  de  ce  centre.  —  Il  est  évident  {fig-  3)  qu'au 
lieu  des  formules  (12)  et  (i3),  (16),  nous  avons  les 
suivantes  : 

(  13  ) 
(26) 


.V 

r  dr 
ds 

=  Kv'/i-,- 

2 

r-. 

KR' 

«in-L  ---  v//'f  ■ 

ri 

(   19'   ) 


De  [)lu6,  on  voil  que 


alors  réquation  (  26)  donne 

p  ±  v//?2(i  -+-  K2)  —  (pl  -H  K'pi  —  K2  R'2)K2 


(27)    cosJ;  = 


k2R' 


En  égalant  à  zéro  le  second  terme  sous  le  radical,  on 
trouve 

en  supprimant  la  racine  négative  qui  n'a  aucune  signi- 

Fig.  3. 


lication,  et  la  formule  (2^)  donne,  en  se  rappelant  (juc 
l'on  doit  avoir  d»  =  o,  pour  /;  =  ^7, , 

costl'  =  —  • 
Pi 

On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  la  tautoclirone  sera 
une  épicycloïde  décrite  par  lui  point  de  la  circonrérence 
ayant />,  pourdiamèlre  roulant  sur  la  ciii-onfér-ence  li\e 
de  lavon    1^. 


1 


(  'i9'-  ) 
T).  /'(lutochrone  dans  un  Tnilieu  clonL  la  résistance  est 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  —  Si  nous  con- 
servons les  notations  du  n"  i,  et  si  nous  désignons  par 
A  le  coeflîcient  de  résistance  du  milieu,  le  principe  des 
forces  vives  donne 

Ldvi  =  —  d/(y)-v-Av^ds, 

en  se  rappelant  que  ds  est  négatif.  On  tire  de  là 

d.s  ds 

équation  linéaire  en  v-  dont  l'intégrale  est 

p2  =^  _  2  e2  A^- jf     e-2  A.  df{  y  )  =  ^,  ' 

,  <3-A"-^  ds 

dt  =  — 


d'où 


et 

(28) 


i/-ij'e-^'-^df{y) 

I     r  '-« 

n/2  Jy 


e-'^''  ds 


jNous  remarquerons  que  l'on  a 

Jlo  ^h  ^l. 


Posons 

(29 


e~^^  ds  =  o{cp)dx, 

X  étant  une  variable  que  nous  substituerons  à  y  -,  nous 
aurons  j:  =  o  pour  y=:yj  et  x  =.h  pour  y=  y,j. 
L'équation  (28)  devient 


I      /•     o{x)dx 
{ 3oj  -  —  —    '       '       


__     I       /'     o{x)dx 


(  ■'i<)?>  ) 

et  prend  ainsi  la  même  forme  que  lorsqu'il  n'existe  pas 
(le  milieu.  On  est  donc  conduit  à  poser,  en  désignant 
par  C  une  constante, 

(3i)  o{x)=-^ 

^  X 

ou 

,     ,         Qidx 

e"''*  as  =  — — -  . 

\/x 

Gomme  on  a  .ç  =  o  pour  y  =^y  ^  ou  pour  j?  =  o,  il  vient, 
en  intégrant, 

—  ~ie~'-^-'  —  i)  =  iC\/x. 

En  élevant  au  carré  et  remplaçante  par  sa  valeur  (29), 
on  trouve 

Si  nous  dillérentions,  nous  trouvons 

-!-,(-  i-^eM)ds  =  d/{/). 

En  intégrant  maintenant  et  remarquant  que  .s=  o 
pour  '/=  y,,  il  vient 

pour  l'équation  générale  des  tautoclirones. 

On  remarquera  que  t  a  la  même  valeur  que  dans  le 
vide,  en  vertu  de  la  formule  (16)  et  de  l'expression  (17) 
de  la  fonction  0(0:),  et  il  est  i'acile  de  démontrer  (jut;  la 
composante  tangentielle  de  la  force 


-/■(■/->^-'- 


est  proportionnelle  à  s. 


(  \^)\  ) 


uÉsoLi rioi\  \v\\M  mmm  wmwmmii', 

V\\\  M.  S.   RKALIS, 
Ingénieur  à  l'urin. 


Soit   proposé  de  résoudre,  en   nombres  entiers,   l'é- 
quation indéterminée 

x^  -T-  nxy  —  ny-  =  i , 

dans  laquelle  Ji  est  un  entier  donné. 

On   s'assure  facilement,  par  la  substitution  directe, 
(jue  si  une  solution  particulière  est  donnée  par  l'égalité 


/?  ai  —  n  j- 


on    arrivera    à    une    nouvelle    solution    au    moyen    des 

ibrmules 

^  ^  =  (  /i  -1-  I  )  a  —  /t  [j, 

i  j  =  (/2  -!-  2)a  —  (/i  -hi),3, 

en  admettant  que  ii  est  dillérent  de  —  i  et  de  —  'x. 

Cette  solution,  cependant,  n'en  produit  pas  d'autre, 
vu  que,  en  y  appliquant  les  mêmes  formules,  on  retombe 
sur  les  valeurs  x  =^  y.^  y  =-  [j.  Mais  la  nature  même  de 
l'équation  nous  conduit  à  assigner  une tioisième  solution 
distincte  de  la  première  et  associée  à  la  seconde,  après 
(juoi  la  continuation  du  procédé  donnera  naissance  à  une 
infinité  de  solutions  subséquentes. 

D'après  cela,  les  valeurs  initiales  a  =  i ,  [j  =  o  ayant 
amené  les  valeurs  x  ==  //  H-  i,  y  =  /i -^  >.,  résolvons 
l'équation  par  rapport  à  1  inconnue  .r,  après  y  avoir  fait 
)=:  //  -f-  r>, .  il  nous  viendra 

_       n ( n  -^  9.)    ^_  n- -f-  4 n  -:-  7, 


(   l9-'>   ) 
où  le  signe  supérieur  eorrespondà  la  solution  précédeuLe, 
tandis  que  le  signe  inférieur  nous  met  en  présence  de  la 
solution  associée 

ou,  en  changeant  les  signes  de  x  et  de  j  .,  ce  qui  n'altèr<î 
pas  le  résultat  de  la  substitution  dans  la  proposée, 

j    J   :=   —  (/i   -i-   2). 

De  celle-ci,  par  les  mêmes  formules,  dérive  une 
nouvelle  solution,  accompagnée  d'une  autre  qui  lui  est 
associée,  et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  —  Kcrivons  les  valeurs  successives  de  x 
comme  il  suit  : 

.r  2  =  I     -       n , 

.r;j  =  I  ~    3/1    -       /<■-, 

.r-,  =  I  ~    0  /i  -i-    5  ri^  _|_      /,  3 

.r.;  =  I  -!-  I o  Ai  -^  I  )  ;? -  -r-    y  n'^  —    li* , 

.r,;  =  I  -  -  \3  fi  -'-  3:") /i--  -  9,8  n'^  -—  9 //'*  -  -  //•', 


où  le  terme  indépendant  de  /^  est  partout  égal  à  1  uniU'. 
Nous  reconnaîtrons  aussitôt  que  les  coefficients  de  /i  sont 
donnés  par  la  suite  des  nombres  triangulaires;  ciuix  de 
71^  par  la  suite  des  nombres  iigurés  du  (juatrième  ordre; 
ceux  de  n-^  par  la  suite  des  nombres  iigurés  du  sixiènu' 
ordre,  etc.  On  est  conduit  à  <'onclure  de  là  cpie  lOn  doil 
avoir,  en  géiuTal, 

{a  —  i)a  (o  —  :>■)(«  —  i)a(a~]-i)    ^ 

J\,  rrr    I      • n   -'■ — -; fi^ 

•>.  '2.3.   I 


(  a   -  '\)(o  —  1).  .  Aff    '-  ■?.) 

•!t.:i.4.j.() 


//  * 


,«  I 


(  1-)"  ) 

le  coelficiciil  (le  ri^  ('laiU 

{a  —  kMa  —  k  -T-  \){a  —  k  -\~  •).) .  .  .{a  -\-  k  —  \) 
2 . 3 . 4 .  •  •  (  2  A"  —  1  ) .  9-  /c 

et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  elïet  ^  la  vérilication  est  facile,  et 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Quant  aux  valeurs  de  j  ,  on  observera  d'abord  que, 
par  la  méthode  même,  chaque  valeur  d'indice  impair  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  la  précède,  d'indice 
pair;  c'est-à-dire  que  l'on  a  constamment 

11  ne  sera  pas  diflicile  d'établir  ensuite  la  formule 
générale 


{a — i)a(a  '^\)  {a  —  i^ia  —  \).  .  .(a-^  -i) 

r 71  -\ 

{a  —  3)('a  —  2).  .  .(rt 


-^^  2.3  2.3.4.5 


2.3.4.5.6.7 


-^  n^ -\- . . . -\-  n 


a~l 


pour  toute  valeur  paire  de  l'indict;  a.  On  voit  ici  appa- 
raître, comme  coefficients  des  dilférentes  puissances  de 
72,  les  nombres  figurés  d'ordre  impair,  de  même  que  les 
nombres  d'ordre  pair  se  sont  présentés  dans  l'expression 
de  Xn'  Le  coefficient  de  /i^,  dans  y-f,-,  est 

{a  —  k)ia  —  k  ^  i){a  —  k  -^-  o.) . .  A  o  -\-  k) 

2.3.4. ..(2Â-f-l) 

Signalons  la  relation 

y  a  —  JKa-2  =  ^a-\  +  ^a, 

qui  a  lieu  [)oiir  toute  valeur  paire  de  «,  et  d'où  l'on 
déduit 

y„  =  CTi-^  X2-\-  CC^-i-.  .  .-h  Xa^i  -h  Xa- 

Cette  formule  nous  reproduit  (d'après  la  sommation 
connue  des  séries  relatives  aux  nombres  figurés)  l'ex- 
pression ci-dessus  de  j^„  en  fonction  de  n. 


(  ^97  ) 
Nous  ajouterons,   en   terminant,    que  j '('équation  qui 
vient  d'être  traitée  est  un  cas  particulier  d'une  classe 
d'équations  appartenant  à  la  forme 

asr^  -h  hxy  H-  cy^  =  A, 

et  dont  la  résolution  s'obtient  par  des  moyens  analogues, 
sans  avoir  recours  aux  méthodes  générales. 


m\  LES  PROPaiÉTÉS  SEGIEXTAIRES  Dll  TIUA1\GLE. 

SOLUTION     DU    PROBLÈME    GÉNÉRAL    :    MENER    PAR    LE    SOMMET    d'uN 

trl\ngle  une  droite  qui  divise  le  coté  opposé  en  segments 
proportionnels  aux  puissances  «"'"*'''  des  côtés  adjacents, 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 
Élève  Insfénieur  des  Ponts  et  Chaussées*. 


La  bissectrice  divise  dans  le  triangle  le  côté  opposé 
en  parties  proportionnelles  aux  côtés  adjacents^  la  ligne 
que  nous  avons  appelée  syinédiane  (^),  c'est-à-dire  la 
droite  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissec- 
trice, divise  le  côté  opposé,  ainsi  que  nous  l'avons 
démontré,  en  parties  proportionnelles  aux  carrés  des 
côtés  adjacents.  Nous  avons  été  ainsi  amené  à  nous  poser 
le  problème  énoncé  dans  le  sous-titre  de  cette  Note,  et  à 
essayer  de  \v.  résoudre  par  une  construction  géométrique 
direcLe. 

Nous  avons  tenu  d'ailleurs  à  ce  que  notre  solution  fut 
purement  géométrique  et  élémentaire.  Elle  est  tout 
entière  contenue  dans  le  théorème  général  que  voici  et 
(jLii.,  croyons-nous,  n'a  jamais  été  remarqué  : 

Théorème.  —  .Si   la  (hoife  AX,  issiir  Hit  sommet  A 

(')  Nouv.  Ann.,  3"  série,  t.  II,  p.  4^0. 

Ann.de  Mnthéinat.,  3*  série,  t.  II.  (Novembre  i883.)  ^î 


(   19»  ) 
(F lUi  trian^/c,  divise  le  côté  opposé  BC  dans  le  lapport 

;^  =  =7i'  sile point.  Xi  est  le  symétrique  du  point  X 
^^         AC 

p(ir    rapport   au    milieu  M    du  côté  BC,    enfin   si  la 

droite  AY  est  symétrique  de  la  droite  AXi  par  rapport 

à  la  bissectrice  AE  de  l'angle  BAC,   celte  droite  A  Y 

divise  le  côté  13C  (7a«5  le  rapport  ttt-,  = 


^^        AG 


Soient 


Xj  P  et  XiQ  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  X4 

sur  les  côtés  AB  et  AC  ^ 
YU  et  YV  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  Y  sur 

les  mêmes  côtés  ^ 
AH  la  hauteur  abaissée  du  sommet  A. 

Nous  avons 

XiP  _  Xj_B       XiQ  _  }mG 
AH   ~    AB  '      AH    ~    AC  ' 
Donc 

XiP  _   XiB.AG 
XTQ  ~   XiC.AB 

ou,  puisque  X,  B  ==  XC  et  X|  C  =  XB, 

XiP  _  XG.AG  _  A^ 

X;Q  -  XB.AB  -  ^^' 

La  droite  AY  étant  symétrique  de  AX|  par  rapport  à 
la  bissectrice  AE  de  l'angle  BAC,  on  a 


— ti+\ 
YU        X,Q        AB 

YV   xiP    xcr'' 

YU 

et  comme  -7-77 

AH 

YB     YV        YG 

=^  AB'AH^AC'^"^^-^^^^^'^' 

Yl 

YB.AC         ,.    .      YB.AG        AB 

Y\ 

YC.AB^      ''•'"      YC.AB-;^-* 

(  499  ) 
<îL,  par  suite, 

YB        AB 

vc  =  ^.^-  --^■■- 

Corollaire.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  faire 
dériver  géométriquement  la  droite  issue  du  sommet  A, 

AB'^ 
(jui  divise  le  côté  BC  dans  le  rapport  xTvi'  delà  bissec- 
trice ou  de  la  symédiane,   suivant  que  n  sera  impair  ou 
pair,  puisqu'il  permet  de  faire  croître  l'exposant  n  de 
deux  en  deux  unités. 

Remarque  I .  —  Le  théorème  peut  être  pris  à  l'inverse 
et  permet  alors  d'étendre  la  construction  au  cas  où  l'ex- 
posant n  est  négatif,  c'est-à-dire  où  les  segments  sont 
inversement  proportionnels  à  des  puissances  données  des 
côtés  adjacents. 

Remarque  II.  —  Il  résulte  de  la  démonstration  que, 
.  YB         AB 

^^         AG 

— «+i 
YU        AB 


on  voit  par  là  que  le  théorème  précédent  permet  aussi  de 
diviser  l'angle  BAC  en  deux  parties  dont  les  sinus  soient 
proportionnels  à  des  puissances  données  des  côtés  adja- 
cents. 

Remarque  III.  —  Il  est  bien  (^lair  que  les  trois  droites 
issues  respectivement  des  trois  sommets  et  divisant  les 
côtés  opposés  proportionnellement  à  la  même  puissance 
n  des  côtés  adjacents  concourent  au  même  point. 

Ce  point  est  tel  que  ses  distances  aux  trois  côtés  sont 
proportionmdles  aux  puissances  /? —  i  de  ces  côtés. 

Il  se  confond  avec  le  point  pour  lequel  la  somme  des 


(  500  ) 

puissances des  distances  aux  trois  côtés  du  triangle 

'  n  —  I  ^ 


est  nunimuni 


COÎ^COllRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  Ei\  1881, 

SECONDE   SESSION 

(  voir  3°  série,  t.  I,  p.  365)  ; 

SOLUTION  DE  M.  Alfred  GIIAMBEAU, 

Élève  du  Lycée  Condorcet. 


On  donne  une  parabole  j^=z  ipx^  rapportée  à  son 
axe  et  à  son  sommet,  et  un  point  P(a,  p)  dans  le  plan 
de  la  courbe  : 

1°  Démontrer  que  du  point  P  on  peut,  en  général, 
mener  trois  normales  à  la  parabole  ;  former  V  équation 
du  troisième  degré  qui  donne  les  ordomiées  des  pieds  A, 
B,  C  ^e  ces  normales  ; 

2°  Démontrer  que  chacune  des  deux  couj^bes 

xy  -^  {p  —  ^)y  —  p^  =  o, 

j'2-h  ix"^ —  ^y  —  ly-x  =  G, 

passe  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  P  et  trouver  l'é- 
quation générale  de  toutes  les  coniques  passant  par  ces 
quatre  points; 

3"  Chacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole 
donnée  aux  trois  points  fixes  A,  B,  C  et  en  un  qua- 
trième point  D^  trouver  les  coordonnées  du  point  D^ 

4"  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  ima- 
gine deux  droites  parallèles  aux  asymptotes  de  Vune 
quelconque  desconiques  précédentes  ;  on  mène  la  droite 
joignant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  droites 
avec  la  conique,  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 


(  -^OI  ) 

a^ec  la  parallèle  DD'  jnenée  à  V axe  de  la  parabole 
par  le  point  D^ 

Former  et  discuter  le  lieu  de  ce  point  de  rencontre. 

i"  L'équation  de  la  parabole  est 
(  1  )  y'^—ipx., 

celle  de  la  normale 

Y-j  =  -Z(X-^-)- 

La  normale  devant  passer  par  le  point  P(a,  |S),  on  a 
la  condition 

Les  points  d'incidence  sont  à  l'intersection  de  la  pa- 
rabole avec  l'hyperbole  équilatère  ayant  pour  équa- 
tion 

(2)  _  ^r +  (/?  — 3c)7— />P  =  o; 

il  y  a  ordinairement  trois  points  d'intersection,  et  par 
suite  trois  normales.  Si  l'hyperbole  est  tangente  à  la 
parabole,  il  n'y  a  plus  quedeux  solutions;  enfin,  d'après 
la  position  même  des  deux  coniques,  il  y  a  toujours  un 
point  réel  d'intersection. 

Cherchons  l'équation  aux  ordonnées  des  points  d'in- 
cidence :  éliminant  x  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on 
obtient 

(3)  y^ ^  %p{p  —  ^)y  —  ■ip^-'^  =  o, 

è 
équation  du  troisième  degré  qui  montre  qu'il  y   aura 

ordinairement  trois  solutions;  elle  a  d'ailleurs    toujours 

une  racine  réelle. 

Jja  condition  pour  que  celle  ('(ju.ilion  ail  une  racine 

double  est,  après  simplilication, 


(   5o:^   ) 
C'est  le  lieu  des  points  P  par  lesquels  on  peut  mener 
deux  normales  à  la  parabole,  c'est  la  déi^elop/)ée  de  la 
parabole i  cette  courbe  divise  le  plan  en  deux  régions  : 

dans  l'une  on  a 

'27/??2_8(a-/>)3>o 

et  l'on  ne  peut  mener  par  un  point  qu'une  normale  à  la 
parabole  j  dans  l'autre  on  a 

et  l'on  peut  mener  d'un  point  trois  normales  à  cette 
courbe. 

2°  L'équation 

(4)  y'^-\-ix'^ — PjK  —  icLx  =^  o 

représente  une  ellipse,  et  elle  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  car  de  l'équation  (i) 
on  tire 


p  = 

IX 


yl 


remplaçant /7  par  —  dans  l'équation  (2),  on  a 

jk(jK^-1-  2  372 —  ^y  —  2a:r)  =  o, 
équation  qui  donne  j^  =  o,  axe  des  x^  et 

résultant  de  la  combinaison  des  équations  (1)  et  (2). 
Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole 
équilatère,  c'est-à-dire  par  les  pieds  des  normales  me- 
7iées  du  point  P;  on  vérilie  de  même  facilement  que  le 
point  P  est  sur  c<îtte  ellipse. 

Il  suit  delà  que  l'équation  générale  des  coniques  pas- 
sant par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P  est 

(  5  )     xy  -\-  {p  —  T.  )y  —  p'^j  --"kiy'^  -+-  2 ^-  —  ^ i  —  2  a x )  =  r > . 


(  5o3  ) 
3®  Nous  savons  que  les  coniques  représenlëes  par 
l'équation  (5)  coupent  la  parabole  aux  points  A,  B,  C. 
Cherchons  les  coordonnées  du  quatrième  point  d'inter- 
section D  :  l'équation  aux  ordonnées  de  ce  point  s'obtient 
en  éliminant  x  entre  les  équations  (i)  et  (5),  ce  qui 
donne 

-+-  >^r[7^-+-  ^p{p  —  ^)y  —  2/?2^]  =  o 

ou 

et,  par  suite,  les  deux  équations 

y^^ip(p  —  (x)y  —  2p^^.=  o, 
correspondant  aux  trois  points  A,  B,  C,  et  \y  -]-  p  =  o 
ou  jr  =  —  4-  ?  ordonnée  du  point  D.  Son  abscisse,  tirée 
de  l'équation  (i),  est 

4"  L'équation  (  5  )  ordonnée  est 

(6)  Xy^-h^y  -h  7.\x^-h  {p  —  a  —  pX)j'  —  aXa:r  — /?^  =  o; 

l'équation  donnant  les  directions  asymptotiques  est 

(7)  ly^-\- .xy -\- T.'kx^  =  o. 

En  retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre, 
on  a 

(8)  (/?  — a  — j3X)jK  — 2Xa.?-— jo^  =  o. 

C'est  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  points  d'in- 
tersection d(;  la  conique  et  des  directions  asymptotiques. 
La  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  passant  par  le  point  D 
a  pour  équation 

(9)  7=-f- 


(  5  "4  ) 
Eliminons  À  entre  Jes  équations  (8)  et  (y),  nous  aurons 
l'équation  du  lieu  demandé 


9         '>P  * 


équation  d'une  parabole  ayant  même  axe  et  môme  som- 
met que  la  parabole  donnée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
Séquestre,  Maître-Répétiteur  au  Lycée  d'Angoulême. 


COACOIRS  D'AD»11SSI0!\  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMQLE  M  1882; 

SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  M.  A.  IIILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai  ('  ). 


Oïl  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et 
B.  Une  conique  quelconque  passant  par  ces  points  et 
tangente  aux  deux  cercles  rencontre  l'hjpeibole  équi- 
latère,  qui  a  ces  points  pour  sommets,  en  deux  autres 
points  C  e^  D  : 

i"  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  des 
centres  de  similitude  des  deux  cercles  donnés: 

2"  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démon- 
trer que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux 
circonférejices  E  eï  F  ; 

3°  Soit  ujie  conique  satisfaisant  à  la  question  et  ayant 
son  centre  sur  l'une  des  circonférences  E  ou  F  ;  démon- 
trer que  les  asymptotes  de  cette  conique  rencontrent 
cette  circonférence  en  deux  points  fixes  situés  sur  V axe 
radical  des  deux  circonférences  données. 

(')   Une  solution  £,'éométriquc  a  été  donnée  dans  le  numéro  d  août 

1882. 


(  5o5  ) 
Préliminaires.   —    Je    prends    pour    équations    des 
deux  cercles  donnés 

x'^—'xax-\-y'^—b^  =  o    ou     {x  —  ay  ^y'^  =  a^  -^  b"^  =  r"^, 
x^-^ia' x-\-y^—b'^  =  o    ou    (a7+ a')2 -h  J^  =  «'^  H- ^'^  =  r'2. 

La  conique  devant  passer  par  les  points  A  et  B  et  être 
tangente  à  chacun  des  deux  cercles,  son  équation  peut 
être  mise  sous  l'une  des  deux  formes  suivantes  : 

x^—iax  -\-y^ — b^ — \x[{x  —  a)cosa  -f-jsina — /•]  =  o, 
^2-1- 2 a' 37+ 72 _  è2_  X' x\{x  -^  a')  cosa'  +  jsina'—  r'\  —  o(}), 

OU,  en  développant, 

x'^{i  —  X  cosa)  — xy\  sina  -+-y'^ — x{ia  — \a  cosa  — X;-) — b^=o, 
x%i—l'co^0L')—xyVsm(x'-{-y^-^x('2a'—Va'cosaL'-^l'r')—b^-=o. 

Ces  deux  dernières  équations  représentent  une  même 
conique^  les  termes  en  j-  ont  le  même  coefficient,  les 
termes  indépendants  sont  égaux-,  donc  les  autres  coeffi- 
cients doivent  être  égaux. 

(i)  I  —  Xcosa  =  i  —  a' cosa', 

(•2)  X  sin  a  =  X'sina', 

(3)  X(a  cosa  -t-  r)  —  ia  =  '2a' -h  X'(  ;■' —  «'cosa'). 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  tanga'=  tanga,  ce 
qui  fait  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  a'  =  a. 

T  étant  le  point  de  contact  de  la  conique  avec  le  pre- 
mier cercle,  et  T'  avec  le  second, 

T'  est  homologue  de  T,  la  droite  T  T'  passe  par  le 
centre  de  similitude  externa  des  deux  cercles. 

On  a 

cosa'=:cosa     et     X'=X. 


(')  a  <'l  cl'  soiil  les  iiniilcs  (|ii«' loniuiil  iiNcc  l'axe  do  .r  les  liiNoiis 
mciu's  dos  ("(Milros  des  deux  ( crclcs  .1  leurs  poiiil^  île  eoiitael  T,  1' 
avoc  la  conique. 


(  r>o(i  ) 

Deuxième  cas  :  y!  ==:  a  -j-  t.. 

T  étant  le  j)oiiit  do  contact  avec  le  premier  cercle, 
et  T''  avec  le  second,  'ï"  est  diamétralement  opposé  àT^ 
La  droite  TT''  passe  par  le  centre  de  similitude  interne 
des  deux  cercles  donnés. 

On  a 

cosa'=:  —  cosa     et     X' =  — X. 

En  résumé,  }/  =  i±:  \  avec  cosa'=dz  cosa,  les  signes 
allant  ensemble. 

La  relation  (3)  devient 

\{a  cosa  -\-  r)  —  la 

=  ia'  ±  X(;-'zfi  a' cosa)  =^  ia' —  X a' cosa  ±  Xr', 
d'où 

i{a  -\-  a') 


1  = 


(a  -h  a')  cos a  H-  r  ip  /■' 


et,  parce  que  a  H-  a'  est  égal   à  la  distance  d  des  deux 
centres, 

A   =     -: ;  j 

a  cosa  H-  r  ip  /' 
/'  —  z''  correspond  au  premier  cas,  et  /'  -f-  /  '  au  deuxième. 

Détermination  du  genre  de  la  conique  représentée 
par  l'équation 

x'^{i  —  X  cosa)  —  xy\  sina  -t-jK^ 

—  x{ia  —  \a  cosa  —  Xr)  —  b^  =z  o. 
On  a 

X^sin^a  —  \{\  —  X  cosa) 

=  X2(i  — cos^a)  —  4(i  — X  cosa)  =  X^—  (2  — X  cosa)2, 

et,  en  remplaçant  \  V>ar -7 ;■>  il  vient 

^      ^  ^        a  cosa -i- r  zp /' 

{a  cos  a  -h  /'  zjz  r  )2 
Or.  les  deux  cercles  sr  coupant   ])ar  hypothèse,  on   a,  à 


(  5o:  ) 

la  fois, 

^/2  >  (  r  —  r'  )2     et     cl^  <  (  r  +  /''  Y- 

Donc,  dans  le  premier   cas,   l'équation  représente  des 
hyperboles  et,  dans  le  deuxième,  des  ellipses. 

1.   L'hyperbole  équilatère,  dont  les  sommets  sont  A 
et  B,  est  représentée  par 

En  retranchant  membre  à  membre  les  équations 

j^2  _  ^2  _  ^2  :^  O 

et 

^2 —  lax  -+-y^ —  b^ —  Xx[{x  —  a)  cosa  -\-y  sina  —  r]  =  o, 

et  supprimant  le  facteur  x,  on  a,  pour  l'équation  de  la 
corde  commune  CD,  différente  de  AB, 

■2{x  —  a)  —  X  [{x  —  a)  cosa  -h y  sina  —  /•]  =  o. 

Si  Ton  fait  j=  o,  on  a 

—  À  r 

X  —  a  =  r , 

').  —  A  cos  a 

et,  en  remi)la("ant  A  par  -^ ;?  il  vient 

i-      ^  A        a  cosa  H-  /•  qz  /• 

—  dr 

X  —  a  =  ,  • 


Premier  cas  :  X — <^/=  -,;  la  droite  CD  passe  par 

/•  —  /•  ^  ^ 

le  centre  de  similitude  externe  de  deux  cercles. 

Deuxième  cas  :  x  —  a  =^  ;  ;  CD  passe  par  le  eenlie 

de  similitude  inlerna. 

t2.   Lieu  des  centres  des   cuniijucs  rcp/ésenlees  juir 
l'éf/uaUon 

,72 — ■)  f(  :r -\- j- —  /)' —  X./|f.r—  a)vi^>'X-'    1   !«iM  •(        /•  |        f 


(  :»>H  ) 

Les  dérivées/^,  y ^!  du  prcMiiier  membre  de  celle  équation 
élant 

f^=  Q.{x  —  a)  —  ll{x  —  a )  cos a  -h  j  si n a  —  /•  |  —  X ^  cos a, 
fy.  =  ly  —  X  3"  si  n  a, 

les  coordonnées  d'un  cenlre  satisfont  aux  équations 

i{x  —  Cl)  —  \\{x  —  a)  cos  a  -h  jK  î^in  a  —  /•  |  —  \x  cos  a  =  o 

ou 

i{.r  ~  a)  —  \\{7.x  —  a)  cos 7  -^y  sina  —  r  ]  =--  o 
et 

ly  —  kx  sina  =  o. 

En  remplaçant  ).  par  -, ,?  ces   équations  de- 

^     *  ^       a  cos  a  -H  r  zfi  r  ^ 

viennent 

(x  —  a)  (c?  cos  a  H-  /-qz  /-')  —  «?[(2a:  —  a)  cos  a -i-j' sina  —  r]  =  o, 

jj^(<:Z  cos  a  -t-  /-  zp  r)  —  dx  sin  a  =  o, 
d'où 

dx  cosaH-c^Ksina  =  {x  —  a)(rzjz  r'  )  -h  dr 
et 

c^K  cos  a  —  dx  sina  =  — j/(r  Zfz  a'). 

Elevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à  membre,  on  a 

=  [(iT  — a)2-|-j2](,.  ::p,.')2_,_  -jtdr^r  z^  r'){x  —  a)-\-d'^r^. 

Le  lieu  des  centres  se  compose  donc  de  deux  cercles 
dont  on  peut  séparer  immédiatement  les  équations^  le 
premier  de  ces  deux  cercles,  correspondant  à  /•  —  /',  est 
le  lieu  des  centres  des  hyperboles,  et  le  second,  le  lieu 
des  centres  des  ellipses. 

Dans  l'équation  précédente,  les  coefficients  sont  trop 
compliqués  pour  qu'on  puisse  déterminer  rapidement  le 
centre  et  le  rayon  de  chacun  des  deux  cercles.  On  les 
détermine  facilement  au  moyen  des  considérations  sui- 
vantes. 

D'après  h-s  préliminaires,  les  tangentes  aux  points  T, 


(  ^og  ) 
T',  T^'  sont  parallèles  ^  donc  le  milieu  de  TT'  est  le  centre 
de  V hyperbole  TT'AB,  et  le  milieu  de  TT''  est  le  centre 
de  l'ellipse  TT^'AB. 

Or  les  coordonnées  des  points  T,  T',  T"  sont  respec- 
tivement 

£Ci=       a-hrcosct,     JKi  =       rsina, 

cr2  =  —  a'+r'cosa,    JK2  =       r'sina, 
^^3  =  —  a' — r'cosa,    j'3  =  —  r'sina. 

Donc  les  coordonnées  du  milieu  de  T'P  sont 

a  —  <x'  H-  (  7'  H-  r'  )  cos  a 


œ  = 


y 

Il  s'ensuit 


•2 

(/'  -+-  /•')  sin 


a  — a'\2        ^^_ 


^ ~ —      +7'  = 


La  circonférence  représentée  par  cette  dernière  équation 
est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboles. 
De  même,  les  coordonnées  du  milieu  de  TT''  sont 


(a  —  a')-i-(r  —  r'  )  cos  a 

X  = ^^ ■ 


r  = 


■À 

(r  —  /■')  sin  a 
•1 


d'oii 


ou 


a  — a' Y  ,        /r  —  r 


équation   d'une    circonférence,     lieu    géométrique    des 
centres  des  ellipses. 

3.   En  multipliant  par  :>.  Téquation  de  l'iiyperbolc  va- 
riable, elle  devient 

■?.,T'(i  —  X  COS  a) 

—  2.ryX  sin  a  -+-  ^r^—  v.rl  ■> /t  —  A(a  cos  a  -j-  /•  i|  —  -2//-'  ^  <>. 


{    '"o   ) 
de  la  lorinc 

et  l'équation  de  renscmble  des  deux  asymptotes  est  alors, 
comme  on  sait, 

•^  "^  AC  —  B^ 

Les  asymptotes  coupent  l'axe  des  j'  en  des  points  dont 
les  ordonnées  s'obtiennent  en  faisant  x  =  o^  dans  cette 
dernière  équation,  ce  qui  donne 


D2 

-1/2  —    .      _ 
^  B2 

Mais 


y2  — 

•^         B2  —  AC 


D2  —  [X(<7  cosa  -+-  r)  —  9. a]2 

ou.  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  —^ -., 

^     '  ^  a  cosa  -{-  r — r 

[  2 d( a  cos et -h  r)  1^  _  /i[dr — a{r  —  r')]- 

l^dcosoL^r — r'  J  (d cosol -{-/'—  r' y^ 

D'ailleurs,  on  a  déjà  calculé  la  valeur  de 


{dcoscc  -h  r—  r')2' 
donc 

D2         _  [dr~  a(r—  /•')]2 
B2  — AC  ~       ^2  —  (  ,-  _  r'  )2 

Cette  valeur  de  j-r- — r— 7  est  indépendante  des  variables 
li  2  —  A  C 

a,  a;   donc  les  asymptotes  des  hyperboles  coupent,  en 

deux  points  fixes,  l'axe  des  y,  qui  est  Taxe  radical  des 

deux  cercles  donnés. 

Pour  savoir  quels  sont  C(îs  deux  points  fixes,  il  suflit  de 

considérer  un  cas  particulier.  Supposons,  par  exemple, 

que  la  dioite  TT'  se  confonde    avec    une  des   tangentes 

(■oiiitnniics  aux  deux  cercles.   L'hyperbole  TT' A  i^  se  ré- 

diill  alois  ;iu\   (l<-ii\   droites  T'I'' et  AB;  par  conséc|ucnl , 


(  ^''>  ) 

]e  point  (le  rencontre  de  la  tangente  commune  TT'  et  de 
l'axe  radical  AB  est  un  des  deux  points  fixes.  L'autre 
est  le  point  de  rencontre  de  la  seconde  tangente  commune 
et  de  Taxe  radical. 

Note.  —  Des  solutions  de  la  même  question  nous  ont  été  adressées 
par  MM.  Moret-Blanc;  Ernest  Malo,  lieutenant  du  génie  à  Besan- 
çon; L.  Blanchard,  boursier  à  la  Faculté  de  Glermont-Ferrand;  Haure 
et  A.  Goulard,  élèves  à  l'Ecole  Normale  supérieure;  Bertagne,  élève 
du  lycée  de  Marseille. 


COXCOIRS  D'ADHISSION  A  L'ÉCOLK  UWWXU  O  1852 

(  voir  i"  série,  t.  XI,  p.  324  ); 

Par  m.  L.  KIEN, 

Elè\o  du  pensionnat  \otre-Dame-du-Sacré-Cœur. 


On  donne  une  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  para- 
bole et  deux  axes  fixes  qui  passent  par  un  foyer  et 
font  entre  eux  un  angle  de  grandeur  déterniijiée.  On 
fait  roule?'  sur  la  conique  une  tangente ,  et  par  les  points 
où  cette  droite  rencontre  dans  chacune  de  ses  positions 
les  axes  fixes  on  mène  deux  autres  tangentes  à  la 
courbe;  ces  deux  dernières  tangentes  se  coupent  en  un 
point  dont  on  demande  le  lieu  géoniétj'ique. 

Nous  prenons  le  foyer  F  considéré  [)our  origine.  Taxe 
focal  pour  axe  des.r  et  la  perpendiculaire  à  cet  axe  local, 
en  l\  pour  axe  des  7.  L'équation  de  la  conicpuî  est 

SoienI  )  — /;/.rr:7z(>  riMpialioii  de  I  a\e  li\e  lA.  cl 
)  — ///.r  =  (I  1  écpialioii  de  Taxe  li\e  I"  H. 


(  ■"•'•  ) 

L'cqualloii  de  la  tangente  mobile  Ali  est 

x(coi<s>  —  e) -i-y  sinzi  —  p  =  o     (  '  ). 

L'équation  générale  des  droites  qui  passent  par  A, 
intersection  de  FA  et  de  la  tangente  AH,  est  donc 

ir(coscp  —  e)  -\-y  sincû  —  p  -\-  X(  >-  —  inx^  =  o 
ou 

(A)  (coscp  —  e  —  ;?îX)a"  -f-jK(X  -H  sincp)  — p  =  0. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  cette  équation  repré- 
sente une  tangente  à  la  conique.  Pour  cela,  on  peut 
l'identifier  avec  l'équation  ^  (cos  d —  é)  -\-y  sincp' — p  zz=l  o 
d'une  tangente  quelconque,  puis  éliminer  o'  entre  les 
deux  équations  de  condition  obtenues  :  on  obtient  ainsi 
la  condition  cherchée,  qui  est 

X2(i  -1-  i-nP-)  4-  2(sincp  —  m  cosco)X  =  o. 

La  solution   A  =  o   correspond   à  AB  ;   on   la  rejette   et 

l'on  a 

.         2(/?icosçp  —  sincp) 
I  -h  111^ 

9 

En  transportant  dans  l'équation  (/r)  cette  valeur  de   A, 

on  obtient  l'équation  de  la  tangente  autre  que  AB,  issue 
de  A,  à  la  conique.  Cette  équation  est 

I   [(i  —  ?7i-)  coscp  —  e(i  -i-  m-)  -h  2. m  sinoj^ 
(  i)     ^ 

(       -+-  [im  coscp  —  (i  —  m^)  sincû]  jK  — /'(i  +  '^^^)  =  o- 

L'équation  de  la  tangente,  autre  que  AB,  issue  de  lî, 
intersection  de  FB  et  de  AB,  sera  de  même 

l   |(i  —  711'-)  coso  —  e(}  -h  /n'^)  -t-  im'  ii\no]cr 
(  2)    l 

-I- I '2//i' cosci  —  (1  —  m'2)  sincp]  j — p{i-^  m'^)  =  o. 


(')   'i  osl   l'angle  f|uc  le  i-ayon   vccLcur  mené  du  Covri'  au  poir)!   (I(^ 
coiilac  I  <l(    l.i   laii:r('iilc  AU  (ail  avec  l'axe  des  x. 


(  3.3  ) 

L'équation  du  lieu  résulte  de  l'éliniination  de  cp 
entre  les  équations  (i)  et  (  2). 

Si  l'on  ordonne  ces  équations  par  rapport  à  coscs  et  à 
sincp,  et  si  l'on  résout  ce  s  js  le  nie  d'équations  par  rap- 
port à  coscp  et  à  sincp,  on  trouve 

^^^  (e.T-+-p)\{i  —  mm')x-^{m'^7n)y]  ^ 

'  {x'^-{-y^){\^  mm') 

(ex  -{-  p)  \(m' -\-  7n)x  —  (i  —  m.jn' )  r  1 

sin  CD  = — —^ - — -  • 

{x'^ -^ y^)  {\ ->r  mm' ) 

Elevons  au  carré  chacune  de  ces  équations  et  addi- 
tionnons^ l'élimination  est  faite  et,  en  chassant  immé- 
diatement le  dénominateur  commun,  on  obtient 

(i-f-7??,m')-(a72-f-j2j2  =z[ex -^pY'^[{i  —  mm')x -Jf-  (m' h-  m)yY' 

-+-  [{m'-^  m)x  —  (  I  —  mm')yY\ 
OU  simplement 

(1+  m/7i')2(ir2  + j2)2 

=  (e^H-/?)2(,r2^-72-)[(i  _  fnm' )^ -\- {m' -\-  m)'^]. 

Supprimant  la  solution  évidemment  étrangère  x--\-)  -=10 
(jui  nous  donne  l'origine,  il  nous  vient 

(3)     (i-+-mm')2(.7-2-hj2)  =  (ex-^pY-ii^  m'^){\  ^  m"^) 

ou 

(3',      ..^^.._(i^^?!!iiL±_;^)  „.,+;,).= o, 

(i  -f-  mm  y  -* 

équation  d'une  conique  houiofocah*  à  la  conique  donnée, 
et  symétrique  par  ra[)port  à  l'axe  des  x. 

On   peut,   comme   cas   particuliers,    étudier  celui   où 

m' =  —  ///,  c'est-à-dire  celui  où  l'axe  focal  FX  est  bis- 
sectrice de  l'angle  des  droites  fixes  FA,  FB  données,  cl 
celui  où  l'angle  de  ces  droites  FA,  FB  est  droit. 

Ann.  d('  M  util  fhmti .,  .\^'  ^é.r\i'  ,  I.   II.  (  !\(>\  onihi'(>  iS8.'>.)  «3  > 


(  ■>l1  ) 

Dans  le  premier  cas,  —  m  =  ni' ^  réqualion  (3')  devient 

(H-m2)2 
•^         (  I  —  in^  y 

Elle  ne  présente,  d'ailleurs,  rien  de  partieulier. 

Dans  le  deuxième  eas,  on  a  i  -\-mnt'  =  o,  et  l'équa- 
tion (3)  devient 

OU  simplement 

{ex  -\- pY—  o, 

équation  qui  représente  une  droite  double. 
Cette  droite  a  pour  équation 

ex-\-p  =  o     ou     X— (elle  est  parallèle  à  FY). 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  c'est-à-dire  quand 
e  =  o,  l'équation  (3')  devient 

^       CT-f-m2)(n-m'2)    , 

^2-Hj2 '^ —     .^  r^=o, 

•^  (iH-  mm  Y 

équation  d'un   cercle   concentrique   au  premier,   et   si 
m  =  —  m\  cette  équation  devient  simplement 

('i-+-m2)2     ^ 

/r2  _u  r2 - —  r-  =  o 

^  ^y        (i-m2)2 

Le  rayon  du  cercle  est  égal  à 

I  -f-  m2 


I  —  m^ 


Entin,   si,  dans  ce  dernier  cas  de  e  =  o,  l'angle  des 
droites  FA,  V\^  ('»tait  droit,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 

I  -4-  /n/n'  =  o 

l'équation    (  e .jc  -{-/>)'  ^=  o    obtenue   précétlcmiMeiil    (!<- 


(  5i5  ) 
viendrait 

et  représenterait  une  droite  rejetée  à  l'infini 


CORHESPONDANCE. 


Extrait,   d  une   Lettre  rie  M.   d' Ocagne. 

La  question  proposée  dans  le  numéro  d'août  sous  le 
n"  1463  revient  à  démontrer  ceei  :  R  étant  le  rayon  de 
eourbure  au  point  P,  h  la  distance  du  centre  O  à  la  tan- 
gente en  ce  point,   d  le  demi-diamètre  conjugué  de  la 

direction  OP,  on  a 

^2=  R.A. 

Or,  cette  formule  n'est  autres  que  la  traduction  d  un 
théorème  di;  M.  Chasles,  auquel  j'ai  été  conduit  inci- 
demment dans  le  paragiaplie  11  de  ma  Note,  Applica- 
tions de  Géométrie  cinématique  plane  {^Nouvelles  An- 
nales, 1^  série,  t.  XIX,  p.  a64),  paragraplie  intitulé  : 
Sur  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse.  Au  surplus,  je 
vais  rappeler  ce  théorème  : 

Considérons,  sur  la  normale  à  l  ellipse  menée  par  le 
point  P,  le  centre  de  courbure  Q,  le  pied  U  de  la  per- 
pendiculai/e  abaissée  du  centre  O  et  les  points  A  et\^ 
tels  (pie  PA  =  Pl^  =  r/^  les  points  (^  et  \\  so/ft  conjugués 
harmonicpies  par  rapport  aux  points  A  et  H,  ou, 
puis{fiie  V  est  le  niilieu  de  AR, 

<A'       W.h. 
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BIULIOGRAPIIIË. 


Exercices  de  Géométrie,  comprenant  l'exposé  des  mé- 
thodes GÉOMÉTRIQUES  et  DEUX  MILLE  QUESTIONS  RÉSO- 
LUES; par  F.  I.  C.  (Tours,  A.  Maine  et  fils). 

Ces  Exercices  de  Géométrie  sont  le  complément  des  Elé- 
ments de  Géométrie  du  même  auteur;  ils  renferment  des 
théorèmes  à  démontrer,  des  lieux  géométriques  à  trouver  et 
des  problèmes  à  résoudre. 

L'Ouvrage  comprend  deux  Parties  bien  distinctes.  La  pre- 
mière traite  des  Méthodes,  la  deuxième  est  proprement  le 
Recueil  d^ exercices. 

«  Les  Méthodes  constituent  la  partie  la  plus  importante  de 
tout  l'Ouvrage,  comme  elles  en  sont  d'ailleurs  la  plus  origi- 
nale. Tout  professeur,  tout  élève  sérieux  devrait  posséder 
parfaitement  ce  complément  de  Géométrie  ;  car  l'exposition 
des  méthodes  fait  naître  et  développe  les  idées  générales;  elle 
permet  de  rattacher  des  milliers  d'exercices  variés  à  quelques 
types  principaux,  que  l'on  retient  sans  peine  et  que  l'on  ap- 
plique avec  facilité  (^).  » 

Afin  d'obliger  le  lecteur  à  s'assimiler  cette  première  Partie, 
l'auteur  l'avertit  que  les  questions  données  en  exemples  dans 
les  Méthodes  sont  prises  parmi  celles  proposées  aux  Elé- 
ments; «  par  ce  moyen,  dit-il,  on  trouve  non  seulement  la 
démonstration  ou  la  solution  cherchée,  mais  on  voit  à  quel 
genre  il  est  possible  de  la  rattacher,  et  quels  sont  les  Exer- 
cices que  l'on  pourrait  traiter  d'une  manière  analogue.   » 

Nous  n'hésitons  pas  à  le  dire,  cette  première  Partie  de  l'Ou- 
vrage est  vraiment  neuve  et  intéressante,  elle  suppose  que 
l'auteur  se  tient  au  couiant  de  tout  ce  qui  a  été  écrit  jusqu'à 
nos  jours  sur  la  Géométrie. 

Il  aurait  pu  écrire  de  lui  ce  que  dit  M.  H.  Sonnet  dans  la 
préface  de  la  deuxième  édition   de  ses  Premiers  éléments  de 

(')  Exercices  de  Géoniétric.  p.  ii. 
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Calcul  in/initésimal.  «  Il  a  fallu  faire  abnéia,atioii  d'amour- 
propre  pour  nous  réduire  au  rôle  très  secondaire  que  nous 
avons  accepté.  »  On  en  est,  d'ailleurs,  assuré  quand  on  lit, 
p.  220  :  «  Les  méthodes  données  précédemment  pour  étudier 
les  questions  relatives  à  la  Géométrie  de  position  suffisent 
amplement  pour  traiter  les  nombreux  exercices  qui  sont 
énoncés  dans  les  Éléments;  et  néanmoins  c'est  avec  un  vif 
sentiment  de  peine  que  nous  avons  dû  renoncer  à  exposer 
d'une  manière  élémentaire  les  principales  Méthodes  mo- 
dernes. » 

Nous  partageons  ce  sentiment  de  l'auteur,  et  nous  ne  voyons 
pas  pourquoi  il  ne  nous  donnerait  pas  un  Traité  élémentaire 
de  Géométrie  moderne;  ce  serait  un  Ouvrage  d'actualité,  car 
les  méthodes  nouvelles  tendent  à  entrer  dans  les  programmes 
officiels. 

Nous  nous  bornerons  à  donner  les  titres  des  sujets  traités 
dans  cette  première  Partie. 

Analyse  et  synthèse.  —  Lieux  géométriques  et  enveloppes. 
—  Emploi  des  figures  auxiliaires.  —  Transformation  des 
figures.  —  Discussion  et  extension.  —  Méthode  algébrique.  — 
iMaxima  et  minima. 

Nous  appellerons  toutefois  l'attention  du  lecteur  sur  celte 
dernière  méthode;  l'emploi  de  la  tangente  pour  la  résolution 
de  cette  sorte  de  questions  n'avait  pas  encore,  croyons-nous, 
été  appliqué   d'une  façon  aussi  méthodique  et  aussi  heureuse. 

La  seconde  Partie  comprend  les  Exercices  proprement  dits. 
Le  classement  des  questions  a  été  l'objet  d'un  soin  tout  |);irti- 
culier.  «  Plusieurs  questions  réputées  difficiles  ont  trouvé  place 
dans  ce  recueil,  parce  que  l'emploi  judicieux  des  Méthodes 
conduit  à  des  démonstrations  ou  à  des  solutions  lemarquables 
par  leur  sinij)li(ilé  (  '  ).  » 

L'auteur  ne  s'est  pas  borné  aux  questions  que  I'cmi  rencontre 
partout,    quiconque    lira    cet    Ouvrage    s'en    rcndta    aisément 

C()JllJ)t('. 

Nous  ne  résistons  pas  au  plaisir  de  reproduire  ce  passage  de 
l'avant-propos  : 

«  INous  avons  cité  les  grands  géomètres,  parce  que  leur 
illustre   nom   relève,   ennol)lil    en   quelque  sorte   les   (pieslitms 


(')  /\\vcrciccs  (le  Ccnnn'Irir.  p.  v 


(  ^""8  ) 

(juils  (»iil  traitées;  nous  ie<;aidoiis ,  «railhuirs,  comme  un 
devoir  de  reconnaissance  envers  ces  illiisires  mathématiciens 
de  rappeler  leur  souvenir  à  tous  ceux  qui  bénéficient  de  leurs 
travaux. 

»  Beaucoup  de  savants  moins  célèbres,  sans  nul  doute,  qu'Ar- 
chimède,  Pascal,  Descartes,  Nevston,  Desargues,  Poncelet, 
Ghasles,  etc.,  méritent  d'autant  plus  d'être  mentionnés  qu'ils 
trouvent  rarement  place  dans  les  dictionnaires  bibliogra- 
phiques; en  eflet,  la  plupart  de  ces  Ouvrages,  dus  à  des 
hommes  de  lettres,  ne  veulent  point  oublier  le  moindre  ro- 
mancier, le  moindre  utopiste  de  quelque  renom,  mais  ils  ne  se 
préoccupent  pas  au  môme  degré  de  ceux  qui  ont  voué  leur 
existence  aux  laborieuses  recherches  mathématiques. 

»  Enfin,  à  côté  des  plus  grands  noms,  se  trouvent  aussi  les 
noms,  parfois  très  modestes,  de  certains  auteurs  que  nous 
avons  néanmoins  consultés  avec  profit;  nous  n'avons  pas  hésité 
à  mettre  ces  hommes  estimables  dans  le  cortège  des  plus 
illustres  géomètres,  et  nous  pouvons  même  dire  que,  si  nous 
sommes  fiers  de  citer  les  plus  grands  mathématiciens,  nous 
sommes  encore  plus  heureux  de  rendre  justice  à  ceux  que  la 
gloire  ne  viendra  jamais  couronner.  » 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Index  biographique  et  un 
Index  bibliographique  destinés  à  faciliter  les  recherches  et 
à  rappeler  les  sources  où  l'auteur  a  puisé. 

H.  Faure, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie  on  retraite. 


PUBLICATIONS  UÉCENTES. 


1.  Revue  mejnslelle  d'x\strowomik  populaire,  dk 
Météorologie  et  de  Physique  du  globe,  donnant  le 
tableau  permanent  des  découvertes  et  des  progrès  réa- 
lisés dans  la  connaissance  de  l'Univers,  publiée  par  Ca- 
mille FlanunatioJi,  avec  le  concours  des  principaux  astro- 
nomes français  et  étrangers.  —  Abonnements  pour  un 
an  :  Paris  :  is*"^-,  IJé[)arteinenLs  :  [3'"^^  Etranger  ;  \\  {i.\ 
Prix  du  numéro  :   i'%2o.   —   La  Revue  parait  le  i"   de 
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cliaque   mois.    —  Paris,  Gauthier- Villars,    imprimeur- 
librairedel  Observatoire deParis,quaidesAuguslins,  55. 

Sommaire  du  jn°  8  (août  i883). 

Photographie  dir^ecte  de  la  nébuleuse  d'Orion  (i  figure). 
—  Les  grandes  marées  au  mont  Saint-Michel  ;  par  M.  C. 
Flammarion  { /i  figures).  —  Disparition  de  la  tache  rouge 
de  Jupiter;  par  M.  Riccô,  astronome  à  l'Observatoire  de 
Palerme  (i  figure).  —  Les  variations pér^iodiques  de  la  tem- 
pérature dans  le  cours  de  l'année  ;  par  M.  Roche,  professeui- 
au  lycée  de  Montpellier  (i  figure).  —  La  formation  du  système 
solaire,  d'après  Laplace;  par  M.  Philippe  Gérigny.  —  La 
réforme  du  calendrier  ;  par  M.  E.  Millosevich,  astronome  à 
l'Observatoire  de  Rome.  —  Académie  des  Sciences  :  Sur  les 
mouvements  du  sol  de  l'Observatoire  de  Neuchâtel;  par 
M.  Faye.  —  Nouvelles  de  la  Science.  Variétés  :  L'éclipsé  totale 
du  Soleil  du  6  mai  (i  figure).  Taches  solaires  visibles  à  l'œil 
nu.  Bolides  remarquables  (2  figures).  La  grande  comète  de 
1882.  Souvenir  du  passage  de  Vénus.  —  Observations  astro- 
nomiques (2  figures),  et  Etudes  séléno graphiques  {1  figures); 
par  M.  Gérigny. 

Sommaire  du   jn"  9  (septembre    i883). 

Le  tremblement  de  terre  d'Ischia;  par  M.  C.  Flammarion 
(3  figures).  —  L'Observatoire  du  Pic  du  Midi;  par  M.  le 
Contre-Amiral  Mouchez,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Paris 
(1  figure).  —  Taches  solaires  et  protubérances  ;  ^îkr  AI.  Tac- 
chini,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Rome.  —  Nouvelles 
mesures  des  anneaux  de  Saturne;  par  M.  C.  Détaille 
(4  figures).  —  Le  Vésuve  et  Ischia;  par  iM.  lî.-A.  Proctor.  — 
Académie  des  Sciences:  Perturbations  solaires  nouvellement 
observées;  par  M.  L.  Thollon  (i  figure).  —  Nouvelles  de  la 
5'cie/ice.  Variétés  :  La  Catastrophe  d'Ischia.  Eruptions  et  taches 
solaires.  Observatoire  de  Paris.  b]\|)b)si(>ns  solaires.  Exemple 
à  suivre.  Observations  astronomiques  (2  ligures)  et  F/i/dcs 
sélé/iogrrt/)/i/(/if('s  (  i  liguie);  par  M.  Gérigny. 

Sommaire  nu   w'    10  (octouuk    i883). 
(  'i//i(it.r/>/ic/i(>/nr/K's  ntéf(''or<>/o:,'iqif<'s  :  par  M.    (  .  Ilain- 
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/fi(irio/t.  {3  figures).  —  Les  inouçenic  ni  s  sidéraux  observés  au 
spectroscopc,  par  IM.  L.  Thollon,  astronome  à  l'Observatoire 
de  Nice  (3  figures).  —  V atmosphère  de  Vénus  (3  figures).  — 
Choix  dhin  premier  méridien;  par  M.  Charles  Lemaire 
Teste,  Observatoire  de  Rio-Janeiro.  —  Les  taches  du  Soleil, 
par  M.  le  colonel  Gazan.  —  Académie  des  Sciences.  Sur  la 
possibilité  d'accroître  dans  une  grande  proportion  la  précision 
des  observations  des  éclipses  de  Jupiter;  par  M.  A.  Cornu 
(i  figure).  —  Nouvelles  de  la  Science.  Variétés  :  Le  cata- 
clysme de  Java  (i  figure).  Nouvelle  comète  :  retour  de  celle 
de  1882.  Phases  de  Vénus  observées  à  l'œil  nu.  Almanach  as- 
tronomique Flammarion.  Taches  solaires  visibles  à  l'œil  nu.— 
Observations  astronomiques  (9  figures)  et  Etudes  séléno gra- 
phiques (i  figure),  par  M.  Gérigny. 

2.  La  Platinotypie.  Exposé  théorique  et  pratique 
d'un  procédé  photographique  aux  sels  de  platine,  permet- 
tant d'obtenir  rapidement  des  épreuves  inaltérables^ 
par  MiM.  Pizzighelli  et  Hiihl;  ouvrage  honoré  de  la 
médaille  d'or  Voigtlander  et  édité  par  les  soins  de  la  So- 
ciété photographique  de  Vienne.  Traduit  de  l'allemand 
par  M.  Henry  Gauthier-Villars .  In-8°,  avec  figures  et 
une  belle  platinotypie  hors  texte.  3  fr.  5o. 

Tirages  a  part. 

Sulle  Funzioni  interpolari,  di  G.  Peano,  assistente  di 
Calcolo  infinitésimale  presso  la  R.  Università  di  Torino. 

Sull'integrabilità  délie  Funzioni,  di  Q.  Peano.  (Estr. 
dagli  ^tU  délia  R.  jiccadeinia  délie Scienze  di  Torino.) 
Torino,  Ermanno  Loescher,  librario  délia  R.  Accademia 
délie  Scienze.  (i883.  ) 
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SOLITIONS  DE  OllESTIONS 
PROPOSÉES  DAi\S  LES  i\OlVELLES  A1V.\ALES 


Question  1462 

(  voir  3*  série,  t.  II,  p.  383)  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Dans  un  triangle  ABC  on  a  pris  le  point  G'  sur  AB 

G 
et  B'  sur  AC,  tels  que  V angle  C'CB  soit  égal  à  —  et  que 

T> 

Vangle^^Çx  soit  égala  —;  démontrer  que,  si 

ce  =  BB', 

le  triangle  ABC  est  isoscèle.  (Emile  Lemoine.) 

Dans  les  triangles  BB'C  et  CC'B,  on  a 

BB'  BG  G  G'  BG 

et 


sinG        sinBB'G  sinB        sinGG'B' 

d'où,  à  cause  de  BB'=  CC/, 

sinG  sinB 

SinBB'G  ^  ^'CCB ' 
ou  bien  encore 

^  ^                                   siiiG  sinB 

(0 


sin  (  Gh sm  (  B  H 

\  m/  \  m 

équation  à  laquelle  on  satisfait  en  posant  B  =  C  ;  ce 
qui  démontre  la  proposition,  attendu  que  la  solution 
B  =  C  est  unique. 

En  ell'et,  on  peut  remplacer  l'équation  (i)  par  une 
nouvelle  équation  (|u'on  obtient  en  ajoutant  cL  rc- 
Irancliant  terme  à  terme  les  rapports  et  transformant 
ensuite  les  sommes  et  les  diilcienccs  des  sinus  en  pro- 


(   ^'^'^   ) 

(liiils  ; 

on  a  ainsi 

lang  — 

-G 
1 

n-t-  c 

(•^) 

iiiii^ 

m  —  i 
lang 

B  - 

G                /«  +  (   B  +  G 
—        tanji; 

m  2  //z 


on  posant  B  ^  C^  et  Jii  '^  i . 

On  a  éviclcinnicnt 

B  —  G 


—  1 

'2 


d  ou 

H  —  G  ,^i  _  ,    B  —  G 

lang >  tang 


/il 


c'est-à-diic  que  le  prcniiei-  lueuibre  (J(;  l'équation  (2) 
est  ^  I . 

D'autre  part,  nuaud  — ■ — -'  = varie  entre  o  et 

m       T.                      B  H-  G    ^            /?!  -h  i   B  +  G        I  1 
7  ou  a  tanff <;  tan^ ,  et  le  second 

m  -\-  \   •!  ^      1         ^         ^      /n  2 

1  ^  4. .     li  -4-  G  .         1  r7l         TZ     ,      TZ 

nienibie  reste  <r  1 .  01  varie  de  —  a  -  ? 

2  ni  +  12        2 

m  -h  I   B  -f-  G 

tang 

in  1 

J3  -f-  G 
est  négatif,   tang — ^ — ^  positif,  et  le  second  membre  de 

l'équation  (  2)  est  négatif.  Donc  aucune  valeur  de  H —  C 
autre  que  zéro  ne  satisfait  à  l'équation  (2)-,  par  con- 
séquent B=C.  c.    Q.    F.    D. 

Note.  —  iM.  Moret-Blanc  a  donne  de  celle  proposition  une  dénions- 
Iration  géométrique. 

(hicsiioti    I  165 

(voir  ."/  série,  I.  II,  p.  ;î,s:5); 

Pau  m.  MORET-BLAING. 

I ><'  (Icu.x-  /xji/tl. s  situes  sur  l  axe  des  X  et  êcjaldisiiuits 
de  lOrii^ine,   01/  mené  des  tan^enles  à  lu  conique  re- 


(  ^'-'-3  ) 
piéscnice  par  L' è(i nation 

ax'*--^  hy''--\~  ihxy  —  ix  =  ç>\ 

proiwer  que  les  points  d'intersection  de  ces  tangentes 
sont  sur  la  conique 

by'^  -h  hxy  —  x  =.  o. 

(WOLSTEINHOLME.) 

L'équation  qiiaclrali(jUL;  ties  tangeiiles  menées  à  la  co- 
nique, (lu  [)<)ii)L  X  =z  a,  y  =  o,  est 

(a  a2  —  2  a)  (a^'^-h  by^-^  i  hxy  —  i  x)  —  [(a  a  —  i  ) ^  +  hay  —  a]^  =  o 

ou,  en  développant,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  a, 

{{h-—  ab)y^—  'xhy  -h  ija^^  i{by^-^  hxy  —-  x)'x  -i-  x"^  —  o, 
et,  pour  le  point  x  ^=r.  —  a,  j}=  o,  on  aura 
|(/i2—  ab)y'^—  'ihy  -i-  ija^—  i{by''-^  hxy —  x)y.  +  x-  =  o. 

Retranchant    cette   équation    de  la    précédente   pour 
éliminer  a,  il  vient 

by'^  -i-  hxy  —  x  =^  o, 

équation  du   lieu    des    j)oints   d'intersection    des    deux 
systèmes  de  tangentes 

Note.   —   La  même  question   a   élc  résolue  par   M.   Arnold    Droz. 
professeur  au  {gymnase  de  Porrrrilruy. 


Question    1  i()8 

(  voir  ;!*  seiii\  t.  H.   p.   'M\  )  ; 

ivvu  M.  Mou^:T-HL\^(:. 

Soient,  sur  le  cadran  d  une  iiionlrc  à  l  inslant  0, 
OA  la  direct  ion  de  la  petite  ai:^iul/(\  Ol)  celle  de  In 
i^ra/ule;  defer/Ni//er  0  de  faeon  (pie,  lorsque,  après  un 
cerl aiii  temps ,  la  petite  ai ti^uille  sera  venue  sur  la  di/cc- 


(  ■'■'1  ) 

tion  OB,  la  i^rdiidc  (dg^uilli^  soif-  prcciscDieni  diri^ce 
suivajit  OA.  Qif (files  soni  toutes  les  heures  comprises 
(huis  un  cj de  coinplel,  de  midi  à  minuit,  (fui  répondent 
à  lu  question  ?  (D'Ocagive.  ) 

Soient  h  le  nombre  d'heures  et  m  le  nombre  de  minutes 
dont  se  eompose  le  temps  0  ^  //  est  entier,  mais  m  peut 
être  fractionnaire. 

Je  compterai  les  distances  sur  la  circonférence  du 
cadran  à  partir  de  la  position  des  aiguilles  à  raidi,  que  je 
désigne  par  O',  en  prenant  pour  unité  l'une  des  soixante 
divisions  du  cadran. 

Cela  posé, 


d'où 


O'B  =  m,     O'A  =  5Ah , 

12 


AB  =  Wîn  —  ^h. 


Pendant  que  la  petite  aiguille  va  de  A  en  B,  la  grande 
parcourt  un  nombre  de  divisions  égal  à 

Il  în  —  6o  A, 
et,  si  elle  est  venue  en  A,  ce  nombre  est  aussi  égal  à 

Go  —  j^  m  +  5  Ji  ; 
donc 

\\  ni  —  6o  h  —  ()o  —  j4  />i  -r-  5  A, 

1 1 .  i3 


12 


m  =  6o  -h  65  A, 


"20 


780A       ^  5         /^        65 


m  = 


=  5+4:7+5+-;     A 


i\3  ip       V  ï43 

En  donnant  à  h  successivement  les  valeurs  o,  i ,  ;>.,  3, 
4,  .  .  .,  10,  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  /??, 
ce  qui  fera  connaître  les  valeurs  de  G,  qui  forment  une 
progression  arithmétique  dont  la  raison  est 

,  h  cm  _6  S 
'     ->.      I  4  S  • 


On  trouve  ainsi 


(  5^5  ) 


Il    III 

^2  =     i.io.  lira» 


6.3    = 

2. 

i5. 

13  3 
143' 

0-,  = 

3. 

21  . 

9  7 
14  3  7 

0.  =■- 

/ 
4- 

.26. 

12  2 

143' 

Oo    = 

5. 

32. 

4  4 
143' 

0;    = 

6, 

.3;. 

1  0  9 
143' 

e,s  = 

7' 

,43. 

3  1 
1  43' 

Oo  = 

8, 

.48. 

9  6 
14  3' 

Oio  = 

9 

.  j  f . 

18 
14  3' 

0,1  = 

TO 

.59. 

8  3 
■  14  3' 

après  quoi  on  retrouverait  la  première  position. 

Note.  —  La    même   question   a   été  résolue  par  un    Anonyme,   en 
Danemark. 


Question  \  472    ' 

(voir  T  série,  t.  II,  p  432); 

Par  m.  Emile  LEMOLNE. 

Soient  O  Le  centre  du  cercle  circonscjdt  à  un  triangle 
ABC  et  i  le  point  d'intersection  des  trois  hauteurs  du 
triangle  ;  piouver  : 

i"  Que  la  distance  de  O  à  l'un  quelcom/ue  des  côtés 
est  la  nioilié  de  la  distance  de  i  au  sommet  opposé  à  ce 
côté  ;  et  de  là 

2°  Que  Oi  est  la  résultante  des  trois  forces  égales 
OA,  OB,  OC  (').  (Sylvesteu,  V.  II.  S.) 

Première  partie.  —  Soient  A,,  lî|,  C|  les  milieux 
des  côtés  I^G,  AC,  AB. 


(')  l-ii  prrinirrc^  |»iirlic  de  e(>lte  pro|t()sil  i(»n  t>st.  (Ic|)iiis  loniitciiips, 
connue;  la  seconde  partie,  ipii  i(>sMlt(>  sinipItMnent  delà  prcniicrc. 
na\ail  pas  été  remarquée.  y^'-:. 


(  5 -.6  ) 

Les   li'iaiii^lcs   0A,I3,,   i W)   sont   s(;niblables  comme 

ayant  les  cotés  parallèles.  Mais 

AB  =  '2AiBi, 
donc 

i\  ='20Ai. 

C.     Q.     F.     D. 

Deuxième  partie.  —  Soit  A'  le  symétrique  de  G,  par 

rapport  à  BC;  OA'  est  ia  résultante  de  OB,  OC,  puisque 

le  quadrilatère  OBCA'  est  un  losange. 

Cela  posé 

OA'  =  20Ai=  îA; 

donc  le  quadrilatère  A'OAi  est  un  parallélogramme,  et, 
par  conséquent,  Oi  est  la  résultante  de  OA'  et  de  OA, 
c'est-à-dire  de  OB,  OC,  OA.  c.   q.   f.   d. 

On  peut  remarquer  qu'on  a  le  tliéorèm'e  suivant, 
beaucoup  plus  général  : 

Soient  O  un  point  quelconque  du  plan  iVun  triangle 
ABC  et  Al,  F)|,  C,  les  milieux  des  côlés  BC,  AC,  AB 
du  triangle.  Si  par  les  sommets  A,  B,  (^  on  mène,  res- 
pectiveme/it,  des  parallèles  à  0A<,  Ol),,  OC,,  ces  trois 
droites  se  rencontrent  en  un  point  i,  et  Oi  est  la  résul- 
tante des  droites  OA,  OB,  OC  (  *  ). 

Note.  —  La  question  1472  a  été  résolue  par  MM.  J.  Rénoy;  GofTart; 
Moret-Blanc;  d'Ocagne,  élève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées;  Ro- 
mero,  à  Madrid;  A.  Droz,  à  Chaux-de-Fonds;  Victor  de  Strékalof,  à 
Saint-Pétersbourg:  L.  B.,  à  Angers. 

(')  Ce  serait  encore  vrai  si  le  point  0  n'appartenait  pas  au  plan 
du  triangle  ABC,  car,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point  dans  l'es- 
pace, les  droites  menées  de  A,  B,  C  parallèlement  à  OA,,  OB,,  OC, 
se  rencontrent  en  un  point  i',  la  droite  Oi  passe  par  le  centre  M  des 
moyennes  distances  des  trois  points  A,  B,  C  ;  et,  de  plus,  0/  =  OM  x  3. 

H  s'ensuit  que  0/  est  résultante  de  OA,  OB,  OC  d'après  cette  pro- 
position générale,  (|ue  la  résultante  d'un  nombre  quclcon((ue,  /?,  de 
forces  OA,  ()V,.  OC,  OD,  ...  passe  par  le  cenire  des  moyennes  dis- 
lanrc*.  AI.  dc>  points    \.   IJ.  C.  D,   .  .  .  ol  est  égale  à  OM  X  //.         (<i.) 


(  ->7  ) 

'7 
Qucslion    WI^ 

(voir  :i'  série,  t.  II,  p.  4^  f  ; 

Par    un    ANONYME. 

ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A.  D'un  point 
quelconque  M  pris  sur  le  côté  AB  on  abaisse  sur  la 
hauteur  AH  la  perpendiculaire  MP5  par  le  point  P 
on  élève  à  la  droite  CP  /a  perpendiculaire  PQ  qui 
coupe  AB  prolongé  au  point  Q. 

Démontrer  que  AQ  =  BM. 

(d'Ocagne.) 

Les  angles  GPQ,  CAQ  étaiil  droits,  le  quadrilatère 
CPAQ  est  inscriptible  (^)  :  donc  l'angle 

AGQ  =  APQ. 

Mais  l'angle  APQ,  étant  évidemment  le  complément 

de  CPH,  est  égal  à  PCH.  Donc  ACg»  =  PCH.  Par  consé- 
quent, les  triangles  rectangles  ACQ,  PCH  sont  sem- 
blables^ et  l'on  a 

AQ  _  AG  _  AB 

PH  ""  CM  ~   AH' 
d'où 

AQ  =  AB  X  ^  =  AB  X  !^  =  BM. 
AH  A  B 

G.  (^).  F.  r». 
Note.  —  Mrnic  solulion  do  ÏNI.  rioCCarl. 

(')    [jC  lectinir  rst  pi-ic  de  r;iii"(^  la   lii;nrc. 


(  -^-'^  ) 


t)l)ESTIOI\S. 


1  181 .    Résoudre  les  équations 

(l)  X'*  ^3  y/  ,  5   _^      I  .^.2  J    =    O, 

(  2  )  .r*  —  x'^  V  3    —  loc^--^-  'XX  s/l)  —  I  =  o. 

Interpréter  leurs  racines.  (Goffart.  ) 

1482.  OA  et  OB  étant  deux  droites  fixes  quelconques, 
on  considère  une  ellipse  variable,  tangente  à  OA  au 
point  O,  ayant  une  courl)ure  constante  en  ce  point  et 
dont  un  fover  reste  constamment  sur  OB.  Démontrer 
que  le  grand  axe  de  cette  ellipse  passe  par  un  point 
fixe.  (D'OcAGJNE.) 

1483.  Soient  \  le  volume  d'un  tétraèdre  et  ¥4  le  vo- 
lume du  tétraèdre  qu'on  obtient  en  menant  par  un  point 
quelconque  des  droites  égales  et  parallèles  aux  plus 
courtes  distanci's  a,  ê,  y  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
donné;  on  a 

(  Genty.) 

Note.  —  La  question  l'iOl  a  cLé  rcsoluo  par  M.  Moret-Blanc;  cl  la 
question  14G6,  par  MM.  Dioz  et  de  Strékalof. 


UIXTIFICATIOI 

Mrnie  tome,  pa^^c  479?  lifinc  8  en  remontant  :  «  il  y  a  exception 
pour  a:  =  I,  et  pour  x  =  2  ( ']  n  H-i)  »,  lisez  :  il  y  a  exception  pour 
X  =  I ,  et  pour  X  =  ^\/i  -\-  i. 


(  5^9  ) 
SllR  OliELQllES  «ÉYELOPPEMEIVTS  DE  Mnx  ET  DE  COS^zx; 

Par  m.  E.  CATALAN  ('). 

Les  valeurs  de  s'innjc  et  de  cos/z.r,  ordonnées  suivant 
Jes  puissances  de  sinx  ou  de  coso:,  sont  connues  depuis 
longtemps.  Elles  ont  été  démontrées  par  Lagrange  et 
Caucliy,puis  par  MM.  Baelir,  Villarceau  et  Ronkar  (2). 
Mais  personne,  je  le  crois,  n'a  remarqué  la  notable  sim- 
plification que  subissent  les  formules,  quand  on  y  intro- 
duit 2  sino:,  2cosx  au  lieu  de  sinx,  coso:.  Afin  d'épar- 
gner aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  l'ennui  de 
consulter  divers  Ouvrages  peu  répandus,  je  reproduis, 
en  la  modifiant  un  peu,  la  remarquable  méthode  em- 
ployée par  M.  Yvon  Villarceau  (^). 

I.   —  Développements   de  sin/zx. 

1.  Le  calcul  direct  de  sinax,  sin4^,  sinGj-,  ..., 
conduit  à  supposer 

II 
(i)  ( — 0"        sin /i:r  —  cos.r  >   A/('2sinjr)"-' 

(«  pair,  /impair). 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  trouve 


('^)     ' 


f  —  >  -(/i^  t-f- 1)  A,(•2si^.r)«- 


/-l-l 


(')  Cette  Noie  ne  fait  pas  donl.le  einpic»!  avce  celle  qui  a  paru  ilans 
la  Nouvelle  Correspondance  niathenuitii/ue,  l.  VI,  p.  100. 
(^)  Lac.  ci/.,  p.  101  «>L  i-2\. 
(^)  Comptes  rendus,  l.  lAWIl. 

Ann.de    Metthèmnt.,  \\^  série,  l.  II.  (Deeenihre  i8S;>.)  3.| 


(3) 


(  :,.5u  ) 

puis,  (Il  prcnaiil  de  nouveau  les  dérivées, 

—  ( — i)"        n- i^ln n X  =  cos ce  y  ^{n  —  i){/i  —  i  —  i)  A/('2  sin^r)"-''  2 

I  —  cos^  7  (/i  —  i -+-  i)-  Ai('i.s\ncr)"'-'\ 

La  coinbiiiaisoïi   des  égalités   (1),    (3)   donne,    après 
suppression  du  faeteur  eosx, 


(4) 


1   0=  >  (2/i— t-i-i)(t  — i)A/('2sin57)«-' 
(      +7  .{(/i  —  i)(;i  —  t  —  1)  A,(2  sinx)"-'- 


Dans  le  second  membre,  le  eoenicienl  de  (2  sinjr;)""' 

est 

(2/*  —  i  -h  i)(t  —  i)  A/-{-  4(/i  —  i  -r-  i){n  —  t  H-  1)  A/_2' 

Dans  le  premier  membre,  ce  coefficient  est  nul  ;  donc 

A,  =  -  {n-i-^->Mn^i^,) 

l   I    \      /  «   —    l    ^ 

Il 


On  reconnaît  aisément  que  ki^:^  *  (')•  ^^^^'  suite. 


n  —  9. 


J-1.3  — 

1 

7 

A5  = 

.,-'"- 

3)(n  —  i) 

l  .2 

A7- 

in  — 

\  )(  n—  -I  )  (  /i  - 

-fi) 

1.2.3 

(')  En  effet,  de  la  foiiuulc  tle  Moivrc,  on  tire 

si  n  n  a;        n  .,       .  n  (n  —  i)  (n  —  u  ) 

=  —  cos"""'j;  sin:r —  -— —rr- 

cos^  I  1.2.J 

ou 

n    , 
sni//,r        /i  .    ,     .''>"^- 
—  ^(i  —  sin-^)"       sin^ 

COSJ7  I 

nin—t  )(«  —  '  )  (         •   5    ^  )    •    -, 

^^ — ■  \i  —  sin^^    /  sin^a:  4-. . .. 

1.2.3 

Or,  dans  le  second  membre,  le  cocflicionL  de  sin"~' a;  est,  en  valeur 
absolue, 

C       -4-  C       -f-  C       -4-         =  ''"-' 


(  ^"i-^'"  ) 

c;r,  en  général, 

(  6 )  .  \i=  [—1)   '^    C^^    i  ^\   il- 

2      '      2 

r^a  première  des  formules  cherchées  est  donc 

[ji  pair,  i  impair). 

i2.    Pour  former  la    seconde,  il  suffit  de  remplacer  .r 
par  -  —  X.  On  obtient  ainsi 


2 


(n  pair,  i  impair)  (  '  ). 

II.    —   Développemewts   de   COS/iX. 
3.   Si  l'on  pose 

n  -   1 

(7)  ( — i)    ^     cos;^î.a7  =  cos^  ^  B/(2  sin^)"-' 


(/i  pair,  i  impair),  il  est  clair,  sans  nouveaux  (  aïeuls, 
que  la  relation  entre  B^  et  B/_o  sera,  sauf  le  change- 
ment de  lettre,  la  formule  (5),  savoir 


(«-^)(^) 


(  '  )   1°  Si  /?  --  ^  a,  le  ('luuii;cnient  in(Ii(|ué  iloniic 

-'  - 1  '  —  \ 

(—1)"'       sinwa;  =  —  sin4  !■«•(  -  —  ^)  "~  — •'^'"  {—"i')  =  siii//x. 

2°  Si  /?  :-:  4  |x  +  'i  : 

(— 1)-       siii/?.7.-    -  sin  (.|  ;j.-h3  )(  -       .r)"sin(-      n,r) —  ^\an.i\ 


(  5;5.  ) 

Et  comme  H,  =  i  =  A, , 

£-1 

(9)  B,=  Â,.=  (-i)   2    ^„_LtI   '_i- 

Le  développement  demandé  est  donc 

ri  —  [  i  —  l 

(G)    (_0"^^^^^=y(-0~G      /-^i   ;_,(stsin^)'-' 
^     ^  cosoc        J^  n — —>-:r 

(  n  impair,  i  impair). 

4.  Le  chanefement  de  x  en  -  —  x  donne  ensuite 

(72  impair,  i  impair). 

5.  Lorsque  7i  est  pair,  cos 7ix  est  une  fonction  paire 
de  cos:r.  On  trouve,  par  un  calcul  semblable  aux  précé- 
dents, 

A- 

(E)       cosnx=y  (— t)^  ^C      k  A  (2  cos 37 )«->'-■ 

j^  in-k     »--,T2 

[n  pair,  A  pair). 

in.     Al'PLlCATlOWS. 

6.  Si  1  on  suppose,  successivement,  /z  r=  4:  5?  ^^  7?  on 
obtient  les  valeurs  connues  (*  ) 

sin/4a7  .  i      ■       \ 

(2  sino-j^  —  3.(2  sin:r), 


cosa? 

sin  \x 
sina" 

cos  5^7 
cos  37 


=  (2  cos 37)3  —  '2(2  cos 37), 

=  (2  sin37)'^  —  'M'i  sin3:')2  -1-  i, 


(')   Nouvelle  Correspondance  niatliéinatiquey  t.  \\,  p.  ici  et  io'|. 
On   a  imprimé,  fautivement.  17  cos- 37,  au  lieu  tic  lacos-j-. 
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— : =  (2  COS^  )* —  3  ('2  COSXy-^  I  , 

SUiX' 

siiiGir;        ,      .       ..        ,  /      •       x,       ■}  /      •       \ 
=  [2  sm ce)"  —  4(2  sina")3  -r-  3(2  sina:), 

=  (2  cos:r)^ — ■  :\{2.  cosx )^ -~-  3(i  cosa:'), 

=  (2  sina?)^  —  5(2  sina;)^  -i-  (3(2  sin^)^  —  i , 

=  (2  cosa;)*^  —  5(2  cosa")'^-f-  6(2C0S:r)''^  —  i , 


sin6a7 

siri.r 

cos7.r 

COSiF 

sinya? 


sin:z.- 

COS4-27  =    8  cos*a7  —    8cos2;r-T-i, 
cos6^  =:  32  cos^o^  —  48  cos'^^r  -i-  18  cos^^  —  i . 

IV.    —   Remarques. 
7.  La  formule  (D),  développée,  devient 

— ; =  il  C0S5")"-*  —  G,,_<)  1(2  cos^r)''^"^ 

-+-  G,j_3,2(2COSa7)«-5—  G„_4,3(2COs:r)«-'^-^ 


Quand  on  opère  d'une  manière  un  peu  différente  de 
celle  qui  vient  d'être  indiquée,  on  trouve  (  *  ) 

s^— — •  sin/ia:        ,      .       ^      ,        71^      .       .      ,        7L(n  —  3),       .       ,     . 

(—1)    2     —. =  (2  sin;r)"-i (2  sina7)'i~"3  _: (2  sinjr)"-^ 

^  sin:r  i  1.2 

n(n  —  4)('i  —  5)  ,      .      -      ., 

!^ ^. (2  sin^)"-7  -4-  _  . . 

1.2.3 

Par  conséquent,  on  a  cette   identité,  dans  laquelle;  // 
est  impair  : 

\    ,  X      .       n  —  •).  ,  .      .,      (/?— 3)u?  —  4) 

(2C0SX)'^-* (2  COS^)"--^-t ^ (2  COSX^"--^ — ... 

l  1  1.2 

(F)    (        =(— i)    '       (2Sin.r)«-i (2Sinj')''-3-i ^ (2sinj~)"-^ 

•^1  L  '  1.2^ 

/  •  n{n  —  \Mn  —5)  , 

—  (^2  ';in.2')"-'  —  .  . 


1.2.  ) 


(')  I.oc.  cil. 


(  ^M  ) 

8.  Dans  la  mc;mc  relation  (D),  faisons  tendre  x  vers 
zéro  :  la  limite  du  premier  membre  est  zz.  De  Là  cette 
sommation,  assez  remarquable  (  ^)  : 

(  G  )       2«-l  —  2«-3  C„_2,,  -f-  2«-5  G,,_3,2  -  ^n-l  G„_4  3  +  ...=  /*. 

1),  Si  tous  les  termes  sont  pris  positivement,  le  résul- 
tat est  beaucoup  plus  compliqué  :  je  trouve 

l     A  -4  ^«—2,1^^'*  '-^«— 3,2     i^  •  •  • 

(H)  ^(,  +  v/^)--_(i_/^)^^ 

10.  Dans    l'égalité  (F),  le  dernier  terme  du  premier 

/?  — 1 
membre  est  ( — i)   "    (2cosjr)'*. 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  a:  =  ^?  on  a 

n  1  '±.6 

11.  Supposons  que  n  soit  un  nombre  premier.  Alors, 
en  vertu  du  théorème  de  Fermât,  le  premier  membre  est 
un  nombre  entier.  De  plus,  comme  on  le  reconnaît  sans 
peine  (-),  tous  les  coefficients,  dans  le  second  membre, 
sojit  des  nombres  entiers.  La  relation  (I)  donne  donc, 
pour  ainsi  dire,  une  décomposition ,  en  parties  entières j 

du  nombre  entier 

11 


12.   Pour  trouver  une  propriété  plus  générale,  il  suf- 

3' 


lit  de  recourir  à  la  relation  (E),  en  y  faisant  x 


(')   Elle  n'exige  jias  que  n  soit  impair. 

(^)  Je  crois    me    i;i|)pelfr  ([ne  M.  Stcrn  a  diniiK'  des  formules  ana 
loques  à  celle-ci. 
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Elle  se  réduit  à 

/, 

3  ^'  '111  —  k      «-2' 2 

ou  encore,  à  (  M 

/?  — 3       (/i  — 4)(;^  — •>)       (n  —  5)(n  —  6)(/t  — 7) 

•2  2.3  '2.3.4 


I  —  2  COS  — 


(K)         <  rnz 


?i 


Si,  par  exemple,  /z=:  8,  on  a 
5       4-^       3.2.1 


2        2.3        2.3.4 


=  I 


HÉSOLllTIO^  D'lli\E  ÉQIATIO^  IXDÉTEUM!!\ÉE  PAU  FORMILES 

DIKECTES-, 


Par  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


1.  Proposons-nous  de  résoudre,  en  nombres  entiers, 
l'équation  indéterminée 

dans  laquelle  n  est  un  entier  ^  o,  ou  <^ —  .\. 

Cette  équation  est  de  celles  où  il  suflit  de  connaître 
une  seule  solution,  pour  en  déduire  aussitôt  une  autre, 

(')  l*ar  exemple,  en  appliquant  ce  llicorènie  : 

Si  a,  b  sont  premiers  entre  eux,  la  fraction 

\  .2.^. .  .{(i  \  b  —  ï) 
I .  j .  3 . .  .  a  X  1 . 3 .  ii . . .  ^ 

se  réduit  à  un  nombre  entier  {Mélanines  mathcfnati<iucs.  |).   n;)). 


(  536  ) 

et  par  suilc,  tic  proclie  en  proche,  une  inliiiiLe  d'autres. 
Les  formules  à  employer  à  cet  eOet  sont  même,  dans 
notre  cas,  beaucoup  plus  simples  que  celles  qui  se  rap- 
portent à  l'équation  de  Pell,  et  aux  équations  quadra- 
tiques analogues,  traitées  dans  les  Ouvrages  classiques. 
Soit,  en  ellét, 

la  solution  connue.  On  reconnaîtra  immédiatement,  par 
la  substitution  directe,  que  l'on  arrive  à  une  seconde 
solution  par  l'emploi  des  formules 

où  l'on  prendra  a  et  [ii  positifs,  pour  être  assuré  d'avoir 

D'après  cela,  la  solution  initiale 

insignifiante  en  apparence,  suffît  pour  amener  le  résul- 
tat 

( /i  +  4  )  ( /i -i- I  )  2  -  n  (  TZ  +  3  )  2  =  4 , 

suivi  d'une  infinité  d'autres  identités  résolvant  l'équa- 
tion. 

x\yant  ainsi  calculé  les  premières  solutions,  écrivons, 
par  ordre,  les  valeurs  successives  des  indéterminées, 
comme  il  suit  : 


^6  = 


3  /i  H-  /i'^, 

6;i  -h  5/i'^H-  n^. 


ion 


l5/z2-h  7/i'5H-  /i'*. 


I  5  /t  -;-  3 5  ri'  h-  'iH  n^  -\-  \)  /i'' 


H' 
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yi=i, 

J2  =  3  -H  n, 

j3  =  5  -~  5/1  -r-  n^, 

JK4  =  7  -+-  i4Ai-t-7/i2_^  n\ 

ys  =  c)  — 'ion -\- 'lyn^-i- ç)fi^-{- II"*,    ' 

jKe  =  1 1  -r-  ^S  /i  -H  77  n-  -H  44  >^^  -r-  1 1  ^*  -^ 

-/iS 

La  loi  que  suivent  les  valeurs  de  x  est  facile  à  aper- 
cevoir. On  voit  effectivement  que,  le  terme  indépendant 
de  X  étant  partout  égal  à  l'unité,  les  coefficients  de  /z,  à 
partir  de  .ro,  représentent  la  suite  des  nombres  triangu- 
laires; les  coefficients  de  n^,  à  partir  de  x^,  sont  donnés 
par  la  suite  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre, 
les  coefficients  de  /z^,  à  partir  de  X4,  sont  donnés  par  la 
suite  des  nombres  figurés  du  sixième  ordre,  ....  D'après 
cela,  la  valeur  générale  de  x  se  trouvera  exprimée  par 

(a  —  \)a  (a  —  2)(a  —  i)a(a-+- 1) 

^a  =  1  -i —  n  -H  ' o '^ 

2  2.3.4 

(a  —  3)  (a  —  2.)  (a  —  i)  «  (a  -f- 1  )  (a  -i-  ^.'l     , 
2.3.4.^.0 

le  coefficient  de  n^^~^  étant 

A-(/i  -f  1  )(  A-  -1-  2). .  .{'1/1  —  k  —  \)  ^ 
2.3.4  ..  .(2 /i  —  ^•/^■)  ' 

c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  après  avoir  assigné 
l'expression  dv.ja- 

Pour  obtenir jV/,  nous  ferons  //  = —  (//'-f-  i),  l)ar  où 
la  proposée  se  c bauge  en 

(,t'_H4)ri-/*'./-2=  î,        , 

équation  de    même  forme,   à   l'écliaiige  près  des  blUe.s 
Jc,  )   entre  elles.  Les  valeurs  de  r  seront  donc,  étant  ad- 


(   :ViS    ) 
mis  le  (lévc'loppemciil  ci-tlcssiis  d(;  j\,, 

1  .  v>.       , 

■À 


•A  '2.O.   I 

/?    -f-     ; 

•±  y.  .0.1 

jt  jî.S.î     '"  2.3. 1. 5.  ^> 


).  I  ,  '2.O.  I  .  )       ,,  ,„ 

r4=  I  H //h ; n  2+  //3^ 

•2  y. .0.  j 

1.5  ,       3.4.5.6     ,,       •2.3.1.5.().7     ,.^ 


(  rt  —  I ) «     ,       {a  —  •i)(a  —  \)a{a  -\-  \)    , ,, 

7a  =  I  -i-  ■ /i   -^  ^ ^ :— n  2 

•1  2.3.4 

(a-3)(«-2)...(a  +  2)  _^„'«-, 


2. 3. 4. 5. G 


/i  -*  -i- . . .  -f-  7i 


ou  l'on  fera  partout  ;/'=  — ^  (4  +  ^i)-  Ou  retrouve  par  là 
les  val(mrs  de  j^  écrites  plus  Ijaut,  à  cela  près  que  les 
expressions j'^rt  d'indice  pair  se  présentent  ici  sous  forme 
négative,  ce  qui  n'altère  pas  le  résultat  de  la  substitu- 
tion dans  la  proposée. 

Les  expressions  générales  de  Xa  ^^^  Ja,  qui  viennent 
d'être  écrites,  satisfont  aux  relations  fondamentales 

y  a  =  i  [{fl  +  4)  ^a-1  -^{fl-f-  2)ja_i], 

d'où  résulte  que,  si  les  valeurs  positives  x\i_i, ya-\  véri- 
fientla  proposée, les  valeurs  .r^^x^-o^rt^J^-i  la  vé- 
rifient aussi.  La  loi  que  suivent  les  valeurs  successives 
de  X  et  j  ,  énoncée  ci-dessus  par  induction,  se  trouve 
donc  démontrée. 

On  peut  aussi  observer  que  l*on  a 

Ja — ya-l  =  ^a~l-^  ^'aj 

d'où  l'on  déduit 

Xa=  2(^-1 -f-  Cr.2 -{-  X:i-'r-.  .  .-\-  Xa-])-^-  X^  ; 
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cette  formule,  d'après  la  sommation  connue  des  séries 
relatives  aux  nombres   figurés,  s'accorde  avec  l'expres- 
sion générale  de  j  «  ci -dessus. 

2.  Nous  signalerons  encore,  comme  conséquence  très 
remarquable  des  relations  fondamentales  inscrites,  la 
loi  de  récurrence 

qui  subsiste  entre  trois  valeurs  consécutives  de  chacune 
des  indéterminées  x,  j  ,  à  partir  de  a  =  '5.  Il  s'en  déduit 
une  nouvelle  preuve  de  l'exactitude  des  développements 
ci-dessus  de  Xa  gI  ja- 

Il  s'en  déduit,  en  outre,  ce  qui  n'est  pas  moins  im- 
portant, une  nouvelle  forme  de  développement  pour  ces 
mêmes  quantités. 

Faisons,  à  cet  effet,  n  =  ni — 2,  par  où  l'équation 
proposée  prend  la  forme 

(  m  -\-  -i)  cr^  —  (  m  —  i  )y^  =  4 , 

m  étant  un  entier  ^2  ou  <^  —  2.  Les  indéterminées 
étant  soumises  à  la  loi  indiquée,  il  y  a  lieu  de  leur  ap- 
pliquer la  théorie  bien  connue  des  séries  récurrentes; 
de  la  sorte,  les  valeurs  successives  de  x  et  y  seront 
représentées,  respectivement,  par  les  coefficients  des 
puissances  croissantes  de  la  variable  ^,  dans  les  déve- 
loppements  des  deux  fractions  rationnelles    compiises 

dans  l'expression  

'■  1  — n 


ni  z  -\-  z- 
On  aura  donc 


1  —  mz  -\-  z^ 

i  —  fn.z-\~z^       ^        .  . 
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Il's  termes  .r,  cl  jj  ('Laiit  égaux  à  l'unité.  Jl  su(lii-a  ('vi- 
dcnuueïit  de  considérer  l'un  de  ces  développements,  vu 
que  l'autre  s'y  ramène  par  le  changement  simultané  des 
signes  de  m  et  de  ;:;,  et  que  par  suite  les  valeurs  abso- 
lues des  coefficients  Xn^^^Jn  se  déduisent  l'une  de  l'autre, 
en  changeant  ni  en  — m  (ce  (jui  se  voit  d'ailleurs  svu' 
Téquation  même). 

On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  aux  valeurs  de  .r, 

:r2  =  —  1  -t-  ;?z , 

^3  =  —  I  — m  H-  /?72  , 

37^=1  —  •ini  —  ni'^ -}-  ni^ , 

a^s  =  I  -h  Si  m  —  3  m-  —  //i-^  -\-  m'* , 

a"6  =  —  I  -+-  3  wi  -h  3  ni^  —  \  rn^  —  m'*  -r-  m^ , 


valeurs  qui   s'accordent  avec   les  expressions  obtenues 
précédemment. 

D'après  la  théorie  rappelée,  pour  exprimer  le  coeffi- 
cient général  Xa-)  on  décomposera  d'abord  la  fraction 
génératrice  en  deux  fractions  simples,  après  quoi  le 
terme  général  du  développement  de  la  même  fraction 
s'obtiendra  en  ajoutant  ensemble  les  termes  généraux 
des  fractions  partielles  développées.  Aous  parviendrons, 
en  procédant  ainsi,  d'abord  à  la  formule  de  décompo- 
sition 

I  —  z  I       /  A  -I-  [        B  H- 1 


I  —  /nz  -h  z'^        r?i  -+-  '1  \X  —  z        B  — 

puis   à    l'expression   cherchée    du  coefficient   de    z""', 

savoir 

(A  -i-i)A«-i-^(B-hi)B«-» 

Xa  =  ■ ) 

A  et  H  étant  les  deux  racines  de  l'équation 

z'^ —  niz  -\-  i  =  o. 


(  ""<■  ) 

Il  esl  bon  d'ajouter  que  l'on  a,  dans  ce  qui  précède, 
la  résolution  complète  de  l'équation  considérée  5  en 
sorte  que,  entre  deux  solutions  consécutives,  données 
par  nos  formules,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun  système 
de  valeurs  intermédiaires  de  x  et  7  satisfaisantes.  Bor- 
nons-nous à  dire,  ici,  que  ce  fait  important  peut  s'é- 
tablir par  des  considérations  analogues  à  celles  dont 
s'est  servi  Lagrauge  à  l'égard  de  l'équation  de  Pell,  dans 
le  paragraphe  Vil,  n°  7o,  des  Additions  à  V analyse 
indéterminée  d'Euler. 

3.  Remarque.  —  Faisant,  dans  l'équation  proposée, 
X  =•  2  //  -f-  I ,  }=  2  i^  -f-  I ,  on  a  la  transformée 

{n  -^  \){iû  ^  u)  =  n{v'^  -^  v), 

dont  la  résolution,  implicite  dans  ce  qui  précède,  sert  à 
déterminer  une  infinité  de  couples  de  nombres  triangu- 
laires ayant  entre  eux  le  rapport  de  n  h  n-\-/{.  Ce 
rapport,  comme  on  voit,  se  réduit  à  celui  de  p  i\  p  -\-  \  ^ 
si  ti  z=  4yt?,  et  à  celui  de  /^  à  /^  -+-  2,  si  w  =  2p. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  trouver  tous  les 
nombres  triangulaires  qui  sont  triples  d'autres  nombres 
de  même  espèce.  Nous  ferons  /z  =  2,  et  la  question  sera 
l'ésolue  par  l'équation 

S{lÛ-+-  II)   =   p2+   ç^ 

dont  les  solutions  correspondent  à  celles  de  l'équation 

pour//  ^=  — — ,  u  =:  — ; I,es  valcnis  (l(>  ,v  ri  y  ciant, 

à  partir  de  x,  et  )  s, 

r  =  3,     II,     41,      i5)  ).     •)-! 

y  =  5,    H),    71,    ■>.(;"),    <)Sç, 


(   5i 


(  (Iles  (le  li  cl  V  seront 


V  =  2,     9,     35,      i3.>.,      ÎDi,      .... 

Les  valeurs  de  et  engendreront  ensuite 

les  deux  séries 

1,      i5,     '210,     ^Q'iG,       40755,      ..., 
3,     45,     fijo,     8778,      122265,      .,., 

dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  triangulaires, 
chaque  terme  de  la  seconde  étant  triple  de  celui  qui  lui 
correspond  dans  la  première. 


ÉTittE  m\  Il  mvimm  o'ii\  nwi  pesait  5 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


L'étude  du  mouvement  apparent  d'un  point  matériel 
libre,  soumis  à  la  seule  ifilluence  de  la  pesanteur,  est 
une  des  plus  simples  qu'on  puisse  se  proposeï'  comme 
application  des  tliéories  du  mouvement  relatif^  c'est 
peut-être  une  laison  pour  discuter  avec  attention  cer- 
taines parties  du  problème.  J'examinerai  d'abord  un 
sim|)le  point  de  détail  :  dans  un  Mémoire  inséré  au 
Journal  de  Lioavllle  pour  1862,  l5our  disait  que,  si  l'on 
rei^ardt;  l'attraction  terrestre  comme  constante  en  gran- 
deur et  en  direction,  un  point  pesant  nous  semble  se 
mouvoir  sur  une  parabole  qui  tourne  uniformément  au- 
tour d'un  certain  axe;  dans  les  Nouvelles  ylnnales  pour 
1872,  M.  Kesal  conteste  ce  résultat;  or  on  pourra  voir 
<]ue  les  formules  incnies  du  savant  auteur  de  la  Méca- 
nuiue  i^éiiérale  con(bii.scnl  préciséincnl  Ix  la  proposition 
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énoncé(î  par  Hour.  D'ailleurs,  c'est  ordinairement  la 
résultante  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  force  centri- 
fuge, c'est-à-dire  la  pesanteur,  qu'on  traite  comme  une 
force  constante;  j'essaye  de  donner  une  interprétation 
géométricpie  simple  aux  équations  du  mouvement  qui 
résultent  de  cette  hypothèse.  Le  développement  en  série 
des  coordonnées  d'un  point  qu'on  laisse  tomher  sans 
vitesse  initiale  ne  donne  pas  de  valeur  sensible  pour  la 
déviation  vers  le  sud  que  semblent  indiquer  les  expé- 
riences de  Reich,  expériences  classiques,  mais  dont 
M.  Gilbert  a  signalé  les  discordances;  cherchant  ce  que 
serait  la  déviation  si  l'attraction  du  globe  pouvait  être 
assimilée  à  celle  d'un  ellipsoïde  homogène,  je  trouve 
une  valeur  encore  peu  sensible,  quoique  supérieure  à 
celle  qui  répond  à  une  direction  constante  pour  la  pesan- 
teur. En  regardant  toujours  la  Terre  connue  un  ellip- 
soïde homogène,  on  trouve  des  équations  compliquées 
pour  le  mouvement  d'un  point  lancé  à  l'extérieur;  mais 
il  nous  sera  facile  d'en  obtenir  des  intégrales  sufiisam- 
ment  approchées  pour  toutes  les  vérifications  expéri- 
mentales qu'on  pourrait  essayer. 
Soient  : 

(.)   \v  centre  de  la   reirc, 

A  un  point  de  l'hémisphère  boréal  dont  la  latitude  est 

o,  et  d'où  partiia  le  mobile  que  nous  considérons; 
Ox  la  projection  de  OA  sur  l'équateur; 
Oz  la  partie  de  l'axe  du  monde  dirigées  vers  le  nord; 
Oj   la  perpendiculaire  à  zOx  dirigée  vers  l'ouest; 
AX,  AY,  AZ  trois  axes  menés  par  le  point  A  et  dirigés, 

le  premier  suivant  la  partie  sud  de  la  méiidienne,  le 

second  suivant  la  ligne  est-ou(;st,  le  troisième  suivant 

la  verticales  ascendante; 
(.)  la  ^  liesse  de  rotation  de  la    rcn-e. 


(  ^i4  ) 

Nous  supposerons  la  niasse  du  mobile  égale  à  l'unité. 
Ouanl  à  la  disposition  de  nos  axes  eoordonnés,  moins 
rationnelle  que  celle  de  l'Astronomie,  c'est  celle  qu'on 
adopte  ordinairement  en  Mécanique. 

Plaçons-nous  d'aboid  au  point  de  vue  de  Bour,  et 
regardons  l'attraction  terrestre  comme  toujours  paral- 
lèle à  la  verticale  du  point  A^  nous  regarderons  aussi 
l'intensité  de  cette  force  comme  constante,  et  nous  la 
représenterons  par  g^  en  sorte  que  ses  composantes  sui- 
vant Ox,  Oj,  Oz  seront 

—  ^coscp,  o,  — ^sincp; 

au  contraire,  pour  la  force  d'inertie  d'entraînement,  ou 
force  centrifuge,  et  pour  la  force  centrifuge  composée, 
nous  prendrons  les  composantes  exactes  données  par  le 
théorème  de  Coriolis,  et  nous  aurons  pour  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  pesant  rapporté  aux 
axes  Oxjz 


(•) 


M.  Hesal  [Nouvelles  Annales,  1872,  p.  436)  met  les 
intégrales  de  ces  équations  sous  la  forme 

.X  =  —  cos C3  -f-  A  cos ( lu  t  -\-  y.)  -t- ^  t  cos ( w ^  -f-  3 ), 

y  =  A  sin(to^  -h  a)  +  B^  sin((JL)^  -f-  jB), 
z  =  —  ^^t'^  sin  o  H-  G  ^  +  D. 

Maintenant  rapportons  les  positions  du  mobile  à  trois 
axes  entrainés  dans  le  mouvement  de  la  Terre  et  en 
même  temps  mobiles  par  rapport  à  l'observateur  :   par 


d^a: 

dy 
dt 

d'^y           „                 dx 

d-^z 

dt^   =      ^^""■?- 

(  345  ) 
un  poiiiL  (J,,    pris  sur  (Jx   a   une   distance  - — ^   du 

point  O,  passeront  deux  des  axes  0,x,,  0,yi,  situés 
dans  l'équateur  et  faisant  respectivement  avec  0^x  les 

angles  wi  +  ^,  tôt  -\-  '^  -+-  ^;  \c  troisième  axe,  O,  z^^  sera 

parallèle  à  O:^.  Les  coordonnées  du  mobile  par  rapport 
à  O,  Xi  ji  Zf   seront 

Xi  =  Ix—  - — ^  )  cos(w^  -h  '^)  -\-y  sin{Mt  -\-  \i) 
=  A  cos([3  —  a)  +  B^, 

ji  =—  ( ^  —  - — ~-  )  s\n(Mt  -h  '^)  -\-y  cos(Mt  -\-  ^) 

=  A  sin(,3  —  a), 
^1  =  ^  =  —  i  ^^2  sin  cp -h  G  ^  H- D  ; 

c'est-à-dire  que  le  mobile  se  déplace,  par  rapport  aux 
nouveaux  axes,  suivant  une  parabole  dont  l'axe  est 
parallèle  à  la  ligne  des  pôles  5  comme  d'ailleurs  ces  axes 
tournent  autour  de  Oi  z^  avec  une  vitesse  égale,  mais  de 
sens  contraire  à  celle  de  la  Terre,  le  corps  pesant  nous 
semblera  se  mouvoir  sur  une  parabole  tournant  autour 
d'une  droite  parallèle  à  son  axe  de  symétrie.  C'est  la 
proposition  énoncée  par  Bour. 

Si,  grâce  à  la  petitesse  des  déplacements  du  mobile 
comparés  aux  dimensions  de  la  Terre,  on  peut  négliger 
les  variations  de  l'intensité  et  de  la  direction  de  Tattrac- 
tion  terrestre,  il  est  naturel  d'admettre  la  même  approxi- 
mation pour  la  force  centrifuge  et  de  remplacer  les  doux 
forces  par  leur  résultante,  la  pesanteur,  (|u'on  regardera 
comme  constante  et  toujours  parallèle  à  ZA.  Les  équa- 
tions du  mouvement  ne  dillèrent  des  équations  (1)  (jue 
par  la  suppression  des  termes  io- x  et  w-7  ;  g  y  reprend 
d'ailleurs  sa  signification  ordinaire.  Les  intégrales  ont 
uiHî    forni(^    bien    dillérente   de   celle    que    nous    avons 

.-in/i.  dt'   M<ahi-m..  .;•' s(>rio,  t.  11.  (  nccomhro   iSS.i.)  'i5 


(  5(<i  ) 

trouvée  dans  riiypollièsc  de  l5our;  rien  n'est  plus  iacile 
que  de  les  trouver  et  de  les  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

/  x  =  A  cos(2(iit  -h  ex.)  -\-B, 

(2)  \  y  =  Asin(2bit -h  a)-h  C— ^-^  /, 

^      ^  j^  ^  '  2(1)  ' 

(  i;  =  —  ^  ^^2  sin  ^  _^  E  ^  -f-  F. 

Si  l'on  faisait  abstraction  des  termes  en  sin(2CL)f -f-  a) 
et  cos(2(0if -f-  a),  on  aurait  une  trajectoire  parabolique; 
d'ailleurs  ces  ternies  eux-mêmes  correspondraient  à  un 
mouvement  circulaire;  on  voit  donc  qu'un  point  pesant, 
lancé  à  la  surface  de  la  Terre,  semble  décrire  uniformé- 
ment un  cercle  parallèle  à  l'équateur  et  dont  le  centre 
parcourt  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  du 
monde.  On  peut  aussi  dire  que  le  point  se  meut  sur 
une  parabole  animée  d'un  mouvement  de  translation 
circulaire  autour  d'une  parallèle  à  l'axe  du  monde, 
résultat  essentiellement  différent  de  celui  de  Bour.  On 
voit  immédiatement  que  la  projection  du  mobile  sur 
l'équateur  décrit  une  cycloïde  ou  une  troclioïde. 

La  surface  engendrée  par  un  cercle  qui  se  transporte 
parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son  centre 
décrive  une  parabole  ayant  son  axe  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle  est  une  surface  du  quatrième  degré;  on 
en  aperçoit  aisément  la  forme  :  il  y  a,  pour  ainsi  dire, 
deux  nappes  qui  se  coupent  suivant  un  arc  parabolique, 
et  se  raccordent  suivant  le  cercle  dont  le  centre  est  au 
sommet  de  la  parabole  directrice;  le  long  de  ce  cercle, 
le  plan  d'une  des  sections  principales  passe  toujours  par 
l'axe  de  la  parabole  directrice  et  la  courbure  correspon- 
dante varie  suivant  une  loi  très  simple. 

Si  l'on  donne  les  coordonnées  Xq  et  z^  du  point  A  et 
les  composantes  <7,  Z>,  c  de  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
on  pourra    déterminer  les  constantes  qui  entrent   dans 


(  -^4:  ) 

les  intégrales  (2),  et  l'on  trouvera 

a      .                  ibisi  -\-  fr  cos'^  , 
a:  =  Xq-^. sin2  0j^ '-  ( i  —  cosiiût  ), 

2C0  4to2 

(3)  <  260J  H-  ^  COSCp      .  I—  COS2  0J^  ;?-coso 

^    ^  ^  y  =  — ^^ 1  sintico^  -H  a ~ ■■  t, 

4  ^  2  0)  2  CD 


^  =  ^Q  -h  c^  —  7  ^((2  sin  cp. 

Pour  que  la  projeetion  du  mobile  sur  l'équateur 
décrive  une  cycloïde  proprement  dite,  il  faut  qu'on  ait 

(a^-\-  b-)ijc>  -i-  bg  coscp  =  o. 

On  trouverait  les  coordonnées  du  mobile  relativement 
aux  axes  AX,  AY,  AZ,  qui  sont  les  plus  commodes  pour 
l'observation,  en  remarquant  qu'on  a 

X  =  (^  -  -  a^o)  sincp  — ■  (^  —  Zq)  coscp, 

Y  =7, 
Z  =  (iT  —  Xq)  coscp  -H  (.5  —  ^0)  sincû, 

et  en  remplaçant  x,  j',  z  par  leurs  valeurs  (3)^  il  sera 
convenable  d'exprimer  <7  et  c  en  fonction  des  compo- 
santes de  la  vitesse  initiale  suivant  AX  et  AZ. 

Considérons  le  cas  où  a,  Z>,  c  sont  nuls,  c'est  à-dire 
où  le  mobile  tombe  sans  vitesse  initiale  :  les  équa- 
tions (3)  deviennent 

fr  COSC5 
X  --  x^  —  ~ (1  —  cos  2  (O  /  ), 

/T^'oscp 
r  =  —  ^—. — -—  i'^^^t  —  SI  II  'X  co  /  ), 

I       ..    ■ 

z  =  Zo g-t^siny; 

1 

la  projection  sur  l'équaleur  décrit  une  cycloïde  dont  la 
base  est  parallèle  à  Oj  -^  le  ])oint  de  dépait  est  le  point  de 
rebroussement,  et  le  cercle  générateur  a  pour  ravon 

P"  cos  CD 


,*^ 


4  OJ' 


(  "-l^  ) 

On  a  cnsiiiUî 

-.         I         .                  /    ,        •  —  ros'2(o^ 
A  =  -  .?•  sin  i  coso  I  /- ], 

_,  ^COSO, 

Y  =  ~  l'ÀMt  —  sin  2  Mt), 

I  ^     .     „  „        I C0S2  0J^ 

Z  = ^r2  sin "  o  —  ^  cos^  o 

On  peut  développer  ces  expressions  suivant  les  puis- 
sances de  (xi  et  retrouver  les  résultats  que  donne  ordinai- 
rement l'intégration  par  approximations  successives. 
Si  l'on  veut  pousser  l'approximation  un  peu  loin,  la  mé- 
thode précédente  aura  un  avantage  réel.  On  trouve 


1 


X  = 


-  ^Lù'^t'*  sino  ooso  (  I 0)2^2 _^ to'^Z*— .  .  .  ), 

6^  '  '  \         i5  io5  /' 


1  /             I                           2 
Y  =—  -^co^3  cosc:>  I  I—  -  (02i2_| ^^\  t^—  . 

3  '  \         J  io5 

z   =  —  -  ^^2  _  1  o.  (j^2  ^4  C0S2  Q  {   I  —    ^0)2  ^2_,_  ,  . 

2  6  '  \  1 5 

Considérons  une  hauteur  de  chute  h.,  on  a  sensihle- 
ment 


t  = 
puis 


\/--i- 


77  sin2Cûi,       Y  =  —  -  to  coso  i  /  


Les  expériences  de  Reich,  pour 

h  =  loS"",  54,     cp=  5o°52', 

indiquaient  une  déviation  vers  l'est  égale  en  moyenne 

à  o"',  0284,  ^'t  une  déviation  vers  le  sud  égale  à  o"^,  0437  : 

l(îs  formules  précédentes  donnent  pour   ces   déviations  _ 

o"\o275  et  o"^,ooooo4",  la  première  s'accorde  très  hien  I 

avec  l'expérience,  mais  la  seconde  est  en  complot  désac-  \ 

cord. 
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Il  y  a  lieu  de  cliereher  quelle  valeur  on  trouverait 
pour  la  déviation  australe  en  assimilant  l'attraction  ter- 
restre à  celle  d'un  ellipsoïde  homogène  et  de  révolution. 
Considérons  un  point  pesant  qui  tombe. dans  un  puits, 
c'est-à-dire  à  l'intérieur  de  la  masse  attirante  :  les  com- 
posantes de  l'attraction,  proportionnelles,  on  le  sait,  aux 
coordonnées  du  point  attiré,  peuvent  se  représenter 
par  — X^o:,  — ^^"JT?  —  [f-^z  eX  les  équations  du  mouve- 
ment deviennent 

d^z  2 

dt^  ' 

On  cherche,  pour  les  deux  premières,  des  intégrales 
de  la  forme  x  =  c/^^j  =  se^^-^  les  valeurs  de  r  sont  ima- 
ginaires,-mais  très  simples-,  la  troisième  équation  s'in- 
tègre immédiatement,  et  l'on  peut  mettre  les  intégrales 
générales  du  problème  sous  la  forme 

X  =  t\.  cos [( X  +  w )  if  -f-  a ]  -H  B  cos  [( X  —  M)t-\-  ^ ] , 
y  =  A  sin[(X  -H  to)i  -+-  a]  —  B  sin  [(X  —  to)t  -\r  Pj, 
z  =  Gcos(;jL^  -h  y)- 

Le  mouvement  défini  par  ces  équations,  sous  leur 
forme  générale,  est  compliqué^  mais  nous  nous  borne- 
rons au  cas  où  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ce  qui  permet 
de  déterminer  les  arbitraires.  On  trouve  alors 

JC  =  ^  [( X  -i-  (0  )  COS  (X  —  to  )  i  -T-  (  X  —  to  )  cos  ( X  -h  co )  /  ]. 
y  =:  — Y  [(X  —  (o)  sin(X  -t-  io)t  —  {\  —  (o)sin(A  —  o))/], 
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Pour  éliidici',  ptîiulant  les  premières  secondes  de  la 
cliule,  le  niouvenient  détiiii  par  ces  équations,  je  déve- 
loppe X — ^'^  J'i  ^'  —  ^0  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  if,  en  me  bornant  aux  premiers  termes  des 
séries,  qu'on  met  aisément  sous  la  forme  suivante  : 

X  iTo  —  —    Xii\    t^ -— ^*  -T-  .  .  .      , 

'X  \  12  / 

y jT — ^o(w?M-...), 

I         /         I  ■" 

Remarquons  que  ()^- —  to-)^o  ^'t  p'-^^o  sont  les  compo- 
santes, parallèles  à  Ox  et  à  O::,  du  poids  du  mobile  à  son 
départ^  donc 

(X2—  (o2);ro=  ^coscp,     [x^Zq  =  ^  sincp, 
et  les  équations  précédentes  deviennent 


I        .              r           /i?'cus'-y          lo-  \    „ 
X  —  ^To  = f^P-  COSO     I  — H ;c-    \t^- 

2  '  L      \  i: 


COSCp  Lu' 

L  _| 

2  3-0  3 


y  = —  - g-(iit^  coscp  -h. . 
3 


I  .       /  ^  sincD  „       \ 

9.  '   \  12^0  / 


La  valeur  de  j^  nous  donne  la  même  déviation  orien- 
tale que  tout  à  l'heure^  pour  avoir  le  mouvement  sui- 
vant la  verticale  et  la  déviation  australe,  nous  déduirons 
X  et  Z  de  x  —  Xq  et  de  ^  —  Zq  par  la  transformation  déjà 
ejnplovée-,  il  viendra 

X  =  •  -  /Ç'^^  sin  o  cos  o    co2  -f-  5_ î   _  2_^ ï 

I       „        I       ,/    ^       ^  COSTCO       gs\n^o\ 

2  O  \  Xq  Ml)  j 

Soient  a  et  ^  les  demi-axes  de  l'ellipse  méridienne. 
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e  son  excentricité,  p  la  distance  du  centre  de  la  Terre  au 
plan  tangent  en  A;  cp  étant  l'angle  de  la  normale  à  l'el- 
lipse avec  son  axe  focal,  on  a 

Icoscp        sino        p         />   _       pe^ 

D'ailleurs  ^  diffère  peu  de  ->  et  la  théorie  de  l'équi- 
libre d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rota- 

tion  donne  sensiblement  - —  =  -  to^  •  enfin,  si  la  hauteur 

7.  h 
de  chute  est  A,  on  pourra  dans  X  remplacer  t-  par  —  » 

o 

et  l'on  aura  pour  valeur  approchée  de  la  déviation  aus- 
trale 

X  =  -  sm2Q. 

8      ^ 

Cette  valeur  n'est  que  les  |  de  celle  que  donnait  la  théorie 
précédente  et  est  encore  plus  en  désaccord  avec  la  dévia- 
tion annoncée  par  Reicli.  Mais  il  y  a  une  remarque  très 
importante  à  faire  :  à  mesure  qu'on  pénètre  dans  la 
Terre  en  suivant  la  verticale  du  point  A,  la  direction  de 
la  pesanteur  varie;  un  fil  à  plomb,  attaché  en  A,  prend 
la  direction  de  la  pesanteur  à  son  extrémité  inférieure 
et  s'écarte,  vers  le  nord,  de  la  verticale  AZ,  ce  qui  aug- 
mente la  déviation  apparente  du  corps  qu'on  laisse 
tomber.  Il  s'agit  de  calculer  la  quantité  u  dont  l'extré- 
mité d'un  lîl  à  plomb  de  longueur /^  s'éloigne  au  nord  de 
la  verticale  AZ.  Les  coordonnées  de  1  extrémité  du  lil 
par  rapport  à  AXYZ  sont 

Xj  = — u,     Yj  =  o,     Zj  —  — A, 
et,  par  conséquent,  les  coordonnées  relatives   à   Oxrz 
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SOIll 

T^  =  cr^) — //,  coscp  —  f^sincp,    j^,  =  o,    ^1  =  ^0 — A  sincp  +  t^  coscp  ; 
les  composant(;s  de  la  pesanteur  en  ce  point  sont 

Pour  que  le  lil  soit  en  équilibre,  il  faut  que  la  pre- 
mière et  la  troisième  de  ces  composantes  soient  propor- 
tionnelles à  Xq —  Xi  et  à  Zq  —  ^1  ^  donc 

(.ro —  h  coso  —  u  sin  cp)  coscp        (  :;o —  ^  sincp  -+-  u  coscp)  sinco 
iro(A  coscp -I- ii  sincs)  Zo^lnïno  —  i«cosco)         ' 

chassons  les  dénominateurs,  divisons  par  XqZq  et  ayons 
égard  à  la  relation  (4),  nous  trouverons 

--  sinacp  —  2(1+      Q      cos  i'^  \u  —  -7—  u^  sinscp  =  o. 


Cette  équation  a  deux  racines,  l'une  très  grande,  l'autre 
très  petite;  c'est  celle-ci  qui  nous  convient;  elle  a  pour 
valeur  approchée 


I  »A2e2    . 


ou,  en  remplaçant,  comme  on  1  a  deja  tait,  ^  par  -  et  — 
5  to2 

2    y 


5  to2 
par  - 

2 

5    (02/l2 


U  =  -  sinacp. 

4     g 


Telle  est  la  quantité  dont  le  fil  à  plomb  dévie  au  nord  de 
la  verticale  du  point  A;  la  déviation  apparente  du  corps 
qu'on  a  laissé  tomber  devrait  donc  être  égale  à 


,  .,  II     (02/a2      . 

U  -\-  \  = ■  sin  2C5  ; 

8       fir 


c'est  plus  de  quatre  fois  la  valeur  trouvée  en  regardant 
comme  constante  la  direction  de  la  pesanteur,  mais,  dans 
les  conditions  où  Reicli   a  (ait  ses  expériences,  cela  ne 
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donnerait  encore  que  o"^,  000017  de  déviation  australe, 
et  l'on  peut  s'assurer  que  la  résistance  de  l'air  au  mou- 
vement du  corps  qui  tombe  modifie  très  peu  ce  résultat. 
On  est  encore  bien  loin  de  la  déviation  annoncée  par 
Reicli,  et  il  faut  en  conclure  ou  que  cette  déviation  tenait 
à  des  circonstances  locales,  ou,  ce  qui  est  plus  probable, 
que  les  expériences  n'étaient  pas  suffisamment  exactes, 
et  que  les  physiciens  auraient  intérêt  à  les  reprendre 
dans  des  puits  profonds,  comme  les  y  invite  M.  Gilbert. 
Venons  enfin  au  mouvement  d'un  point  pesant  lancé 
dans  l'atmosphère;  il  est  facile  d'en  écrire  les  équa- 
tions différentielles  sous  forme  explicite,  puisqu'on  sait 
exprimer  en  quantités  finies  les  composantes  de  l'attrac- 
tion d'un  ellipsoïde  planétaire  sur  un  point  extérieur; 
mais  ces  équations  ne  sont  plus  linéaires,  et  leur  inté- 
gration est  difficile.  On  trouverait  des  intégrales  appro- 
chées en  développant  en  séries  les  composantes  de  l'at- 
traction ;  mais,  si  l'on  veut  se  borner  à  une  première 
approximation,  il  est  bien  plus  simple  d'évaluer  directe- 
ment la  partie  principale  des  variations  que  le  déplace- 
ment du  mobile  fait  éprouver  aux  composantes  de  la 
pesanteur.  Considérons  les  coordonnées  X,  \,  Z,  et  ap- 
pelons R  le  rayon  moyen  de  la  Terre;  si  l'on  commet  une 
erreur  sensible  en  regardant  la  pesanteur  comme  dirigée 
vers  le  centre  du  globe  et  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  à  ce  centre,  l'erreur  devient  négli- 
geable quand  on  adopte  cette  hypothèse  pour  calculer 
les  variations  de  la  pesanteur;  les  composantes  parallèles 
à  AX  et  à  AY,  nulles  en  A,  seiont,  pour  une  position 

différente,  —  ~-  >  —  ^r^-;  la  composante  parallèle  à  AZ 


sera  approximativement 


on  - 
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les  cqualions  du  njouvcment  deviennent  alors 
â?2X  X  .        d\ 


Y  /  dZ         .       d\\ 

■n  -I-  2  00    C0SC9  -, — h  sin  c»  —r-    -, 
\\  \        '  dt  '   dt  J 


d^Y  Y  /  dZ 


d'^Z  igrj  d\ 

-^^-^+-j^Z-.cucoscp_. 

Intégrons  pai-  approximations  successives  :  si  nous 
négligeons  d'abord  les  termes  en  ^^  et  en  ^»  nous  aurons 

\  =  Xt,     Y=:B^,     Z  =  G^  — 1^^2. 
Une  seconde  approximation  nous  donnera 

X  =  A^  — Bœ?2sino—  i  ^  t\ 
'        6     H 

Y  =  B^H-  (A  sincp  -t-  G  coscp)a)^2_  -  (  2to  cos<p  -+-  ô"  )  ^') 

Z  =  Ct-  i^^2_Bwr2coscp-f-^  ^^3_  jL  ^%4. 
1°  ^       3     K  12   R 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  pousser  l'approximation  plus  loin^ 
les  expressions  précédentes  suffisent  pour  faire  apprécier 
l'influence  de  la  rotation  diurne  et  des  variations  de  la 
pesanteur;  pour  des  vérifications  expérimentales,  il 
faudrait  avoir  égard  à  la  résistance  de  l'air  qui  joue  un 
grand  rôle,  mais  dont  la  considération  nous  éloignerait 
de  l'objet  de  cet  article. 


IVOllYEAlX   DÉ\l-LOrPE^IE\TS    SUIS  lU  WÉTIIODE 

irÉLl)ll\Ai[0\  (1); 

Pau    m.    L.    SALTEL. 


Cette  méthode,  et  c'est  là  son  caractère  principal,  per- 


C)  Voir  t.  XX,  2*  «érie  des  Nouvelle.^  Annales, 
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met  d'éliminer  successivement  (  ^  ),  par  la  simple  résolu- 
tion de  l'équation 

ax^-\-  b  =  o,  (i) 

k  —  I  inconnues  entre  k  équations.  Elle  repose,  rappe- 
lons-le, sur  deux  points  principaux  :  le  premier  est  rela- 
tif aux  solutions  étrangères  qui  s'introduisent  nécessai- 
rement par  la  substitution,  dans  une  ou  plusieurs  des 
autres  équations,  de  la  valeur 

a 

déduite  de  (  i  )  ;  le  second  indique  le  moyen  de  supprimer, 
dans  la  suite  des  calculs,  ces  non-solutions. 

Nous  regrettons  de  ne  pas  avoir  mentionné,  dans  notre 
première  Communication,  les  remarques  et  applications 
suivantes,  qui  jettent  un  jour  nouveau  sur  ce  procédé,  qui 
est  incontestablement  le  plus  simple  en  théorie  (-)  et  le 
plus  rapide  en  pratique  aussitôt  que  le  nombre  des  équa- 
tions devient  supérieur  à  deux  (3). 

I.   —  Remarques. 

Remarque  I.  —  Soient  deux  équations 

A{x,y,z,t)  =  o,  (i) 

B(;r,  7,^,0  =  0,  (2) 


(')  On  pcul  lire,  clans  le  Traité  d'Algèbre  supérieure  do  M.  Scr- 
rcl,  que  le  procédé  par  éliminations  successives  i.'ln'\l  jusqu'ici  sculc- 
mcnL  applicable  aux  équations  du  premier  degré. 

(*)  On  pourrait  bien  objecler  que  parfois  la  délerniinalion  du  degnî 
dcmulliplicilédcs  solutions  étrangères  est  délicate,  mais,  somme  toute, 
ce  nombre  n'est  i)as  indispensable;  il  sulTit  de  supprime!'  ces  non- 
solutions  préalablement  connues  le  plus  grand  nombre  de  fois  possible. 

C)  Il  est  même  souvent  le  plus  rapide  dans  le  cas  de  deux  équa- 
tions incomplètes,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ces  équations  ne  sont 
pas  les  pins  générales  de  leur  espère. 
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supposées  algébriques  cl  entières  par  rapport  à  jr;,  y,  z, 
t.  Si  toutes  les  solutions  de  (i)  conviennent  à  (2),  cette 
équation  (  2  )  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

B{x,y,z,t).C{a:,y,z,t)  =  o,  (3) 

1  expression 

C(a',y,z,t)  (4) 

représentant  un  polynôme  algébrique  entier  en  x^y^  z,  t. 
Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  d'observer  que,  toutes 
les  solutions  de  (1)  vérifiant  (2),  il  en  résulte,  en  con- 
sidérant j',  ^,  t  comme  des  coefficients  ayant  des  valeurs 
arbitraires,  que  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i)  à 
une  seule  inconnue  jc  vérifient  l'équation  (2)  également 
aune  seule  inconnue^  donc,  d'après  un  théorème  élé- 
mentaire, l'équation  (2)  peut  bien  s'écrire  sous  la 
forme  (3  ). 

Remarque  II,  —  Nous  avons  déjà  fait  observer  que 
si,  dans  les  deux  équations 


(S) 


Ai(^,7)a"^-i- A2(^,7)a"i-i-+-...+ A,„+i(^,7)  ==0,  (i) 
Bi(â7,7)a«  -+-B2(^,7)a«-i  -h.  . .+ B„4-,(:r,7)   =0,(2) 

on  a  identiquement 

Ai(^,7)  =  Bi(;r,7),  (3) 

la  substitution  de 

B,a/^-l-^...-4-B,,+^ 
a«  = (4) 

n'introduit  pas  de  solution  étrangère,  pourvu  que  l'on 
ait  soin,  avant  de  chasser  les  dénominateurs,  de  laisser 
le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier  terme  par 
Bj  [x,j)  ;  on  peut  ajouter  quelque  chose  de  plus  :  en  pro- 
cédant de  la  sorte,  on  supprime  la  solution 

Ai(^,7)  =  o,  (5) 

résultant  de  a  infini  ;  ajoutons  encore  que,  si  l'on  a  iden- 
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tique  ment 

A„t+i(.2',7)  =  B,i+i(.2^,7),  (G) 

le  système  (S)  étant  vérifié  par 

(^  =  o,  (7) 

l  A,n+i{^,y)  =  o,  (8) 

on  pourra  supprimer  la  courbe  représentée  par  (8),  en 

posant 

I 

a  =   -; 

a 

et  prenant  a'  pour  nouveau  paramètre  variable. 

Remarque  III.  —  Soient 

,    .  \  H^,y^^,t).v^B{x,y,z,t)  =  o,  (i) 

(a)  < 

(  G(^,7,  .;,  t,v)  =  o  (2) 

deux  équations  contenant  cinq  inconnues  x,j)  ,  z^  t^  ^(')- 
Le  système 

■     {  A{x,y,z,t).v'^Ji{x,y,z,t)  =  o,  (3) 

(  \){x,y,z,  0  =  o,  (4) 


(P) 


obtenu  en  substituant,  dans  (2),  à  la  place  de  v^,  la  va- 
leur 

A(.r,j',  ^,0 

déduite  de  (i),  n'est  pas  entièrement  équivalente  à  (a), 
attendu  que  ce  dernier  système  est  vérifié,  quelle  ([ue 
soit  la  valeur  attribuée  à  r  par  toutes  les  solutions  en  .r, 
y,  r,  t  coniQiunes  à 

(  A(.r,7,  ^,0  =  0,  (G) 

^^^^  I  B(^,7,^,0  =  o,  (7) 


(')  C'est  uniqucinent  pour  mieux  préciser  ([iie  nous  prenons  ciiuf 
inconnues;  il  est  bien  enicndn  ([uc  la  rcMi;u-(|iic  en  (|iic>lit)ii  t^-i  iii- 
(IrpcMidanle  de  ce  nombre. 
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tandis  que  lo  système  (a  )  donne,  par  l'équation  (2  ),  pour 
chacune  de  ces  solutions  particulières,  un  nombre  déter- 
miné de  valeurs  de  t^,  nombre  égal  à  la  plus  haute 
puissance  de  cette  inconnue  dans  cette  équation  (2). 

Ainsi  :  (p)  Gst  équivalent  à  (a)  pour  toutes  les  solu- 
tions relatives  aux  quatre  inconnues  oc^j^  z^  ï,  mais  il 
n'est  équivalcjit  à  (a),  relativement  aux  cinq  inconnues 
x^  j^  z,  if,  ç^,  que  pour  les  solutions  ne  jésultant  pas  des 
racines  coniiîiunes  à  (6),  (y). 

Généralisation.  —  D'une  manière  plus  générale,  si 
l'on  a  le  système  de  deux  équations 


(S) 


Ui(^,7,  ^,  ^,  (^)  =  o,  (8) 

^i{^^y,^,t,v)  =  o,  (9) 


et  qu'on  lui  substitue  le  système 

\\^{x,y,z,t).v-\-\i{x,y,z,t)  =  o,  (10) 

(e)  ] 

obtenu  en  éliminant  entre  ces  deux  équations,  par  un 
procédé  quelconque  (^),  l'inconnue  p',  ce  système  est 
bien  équivalent  à  (  8  )  pour  toutes  les  valeurs  relatives  aux 
quatre  inconnues  x^j^  z,  t  ;  mais,  comme  l'équation  (11) 
est  nécessairement  (^)  vérifiée  par  les  solutions  com- 
munes à 

,      ,  (    Vi(a7,y,^,  0  =  0,  (12) 

i  V2(:r,7,  .5,  0  =  o,  (i3) 

iln'est  équivalent  à  (8),  relativement  aux  cinq  inconnues 

a:,  r,  2r,  f,  r,   que  pour  les  solutions  ne  vérifiant  pas 


(')  Il  est  bien  entendu,  redisons-le  une  fois  pour  toutes,  que,  si  l'on 
a  suivi,  pour  faire  cette  élimination,  notre  méthode,  appliquée  au 
cas  de  deux  équations,  nous  supposons  les  fonctions  V,,  Vj,  W  dé- 
barrassées des  facteurs  étrangers. 

(^)  C'est  notre  méthode  qui  nous  a  conduit  à  l'observation  de  cet 
important  lésultat. 
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(i2),  (i3).  On  verra  plus  loin  l'importance  de  cette  re- 
marque. 

II.   —  Première  application. 

Problème.  —  Trouver  les  solutions  en  x^  y,  z  com- 
munes à  un  système  de  la  forme 

r  Vi(^,j).^-4- V2(^,7)  =  o,  (i) 

(A)  I  \],{T,y,z)  =  o,  i'i) 
(  U2(^,7,  ^)  =  o,  (3) 

les  fonctions  V,,  V2,  U, ,  [J2  étant  algébriques  et  en- 
tières. 

Solution.  —  Pour  plus  de  clarté,  nous  supposerons 
les  fonctions  Ui,  U2  d'ordres  mi,  ju^  par  rapport  à  z. 

Cela  dit,  observons  d'abord  qu'il  n'est  pas  exact  de 
dire  que  le  système 

(  Vi(a7,7).^4-V2(3',>')  =  o,  (4) 

(B)  |Wi(:r,j)  =  o,  (5) 
{v^,{x,y)  =  o,  (6) 

obtenu  en  substituant,  dans  (2),  (3),  à  la  place  de  z.^  la 
valeur 

déduite  de  (i),  soit  équivalent  au  système  (A)^  ce  der- 
nier système  est,  en  eil'et,  vérifié  par  les  solutions  en  x, 
j  communes  à 

^^  (V,(^,7)  =  o,  (8) 

~  '  (  \-i{x,y)  =  0,  (9) 

tandis  que  le  système  (A)  n'admcl  i^nhiéralemcnt  pas  ces 
solutions.  Le  système  (B)  se  compose  donc  du  système 
(A),  plus  du  système  (C)  compté  un  certain  nombre  de 
fois.  Gomment  déterminer  ce  dernier  (l('i;i(''  de  ninhl- 
plicilé;'   C/csl    là    niu'  (jncsiion  (pii    nons   ;i   scniMc  assez. 


(E) 


(  :,&>  ) 

longtemps  fort  difficiK}.  Il  suffit  cependant  d'observer 
que  les  courbes  représentées  par  (5),  ((i  )  admettent  res- 
pectivement les  points  communs  aux  courbes  représentées 
par  (8),  (9)  pour  points  multiples  d'ordres  7/i, ,  //i2{');  par 
conséquent,  les  solutions  étrangères  représentées  par  (C) 
doivent  être  chacune  comptées  lUi  m^  fois  (  -  )  -,  donc,  si  les 

équations 

(   M,{x).y-^M,{x)  =  o,  (10) 

(    M3(^)-o,  (II) 

(  N,(^).7H-N2(^)  =  o,  (12) 

(  N3(^)  =  o  (i3) 

sont  celles  que  l'on  obtient  en  éliminant  j)^  entre  (5),  (6) 
et  (8),  (9),  le  polynôme  M3  (js) devra  être  divisible  par  le 
polynôme  N3  (x) élevé  à  la  puissance  /Zj/Zo.  En  représen- 
tant par  P(^)  le  quotient,  le  système  proposé  (A)  sera 
équw aient  à 

(  Vi(â;,j).z -f- ¥2(^,7)  =  o,  (i4) 

(A')  ]u,{œ).y+^U{x)  =  o,  (i5) 

(  P(^)  =  o.  ([6) 

IJI.  —  Deuxième  application. 

PiiOBLÎiAiE.  —  Trouver  les  solutiojis  en  x,j,  z  com- 
munes (LUX  tj'ois  équations 

1  Ui(^,7,-)  =  o,  (i) 

(A)  ]\._{^,y,z)  =  o,  (2) 

(  ¥3(^,7, -)  =  o,  (3) 

supposées  algébriques  et  entières. 

(')  Ces  cquaLions  (5),  (6)  peuvent,  en  effet,  être  considérées  comme 
représentant  les  équations  des  courbes  définies  par  (i),  {2)  et  (i),  (3), 
où  l'on  considère  z  comme  un  paramétre  variable. 

(^)  En  supposant  que  les  points  multiples  en  question  n'aient  pas 
de  tangentes  communes,  ce  qui  a  lien  si  les  équations  (i),  (2),  (3)  sont 
indépendantes  entre  elles,  on  voit  qu'à  chacune  des  solutions  com- 
ujunes  à  (H),  (9)  roi-rcspondent  respcctivcirient.  d'après  (5),  (G), 
m.  m.^  valeurs  de  c. 
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Solution.  —  Eliminons,  })ar  notre  méthode  ou  ])ar 
l'une  quelconque  des  méthodes  connues,  z  entre  les  équa- 
tions (i),  (2),  et  soit 

(     Vi(^,7).^-;-V2(.r,j)=rO,  (4) 

(  Jt)  )  < 

(  Wi^r.r)  =  0  (5) 

le  résultat  obtenu. 

Substituons  au  système  (A)  le  système 

(  Vi(.7',j).^-i- V2(.r,7)  =  o,  (6) 

(G)  }vs\(,x,r)  =  o,  (7) 

(  V3(.r,j)  =  o,  (8) 

obtenu  en  remplaçant  les  équations  (i),  (:>•)  par  (4),  (5). 
Ayant  déjà  montré,  dans  notre  première  Communica- 
tion, que  les  points  communs  aux  courbes  définies  par 

.J3X  (  Vi(^,j)  =  o,  (9) 

(  \2(.T,y)=o  (10) 

représentent,  en  général,  des  points  doubles  ou  siiujdes 
de  la  courbe  représentée  par  (7)  (  '  ),  on  voit  que  (C)  se 
compose  de  (A)  plus  du  système  étranger 

I  V,(ir,7)  =  0,  (11) 

(K)  }\^(x,y)  =  o,  (12) 

(  V3(.r,7)  =  o.  (i3) 

Celte  observation  faite,  substituons  dans  (8),  à  la  phice 
de  z^  la  valeur  donnée  par  (6),  on  aura  \c,  système 

Î\i{a',y).z  -h  \oia?,r)  =  o,  (if) 

W,(.r,j)  =  o,  ,,5^ 

qui  se  composera  du  système  proposé  (A),  plus  des  so- 
lutions communes  à  (D)  couiptées  avec  un  certain  degré 


(')   Nous  r«'vi(Muli'on>^  snr  rc  point  (hiiis  mit'  Noir  spccialr. 
^titi.cle  Mitdiciniic.,  j'soiio,  l.  H.  'J)ocoiiil)ic  iSSj.)  ^^^^ 
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de  lïiultiplicilé.  Il  est  Jjicii  ciUendu  que  l'on  déteriniiicra 
(;e  dernier  degré  de  mulliplicilé  en  se  rappelant  que  tous 
les  points  définis  par  (D)  ont  le  même  degré  de  multipli- 
eité  dans  la  eourbe  représentée  par  (i6),  et  que  les  uns 
sont  doubles,  et  les  autres  peuvent  être  simples  dans  la 
eourbe  déiinie  par  ( 1 5 ). 

Nota.  —  Bien  qu'ayant  supposé  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  (i),(2),  (3)  n'avaient  pas  de  ligne  commune, 
notre  méthode,  et  c'est  la  seule  douée  de  ce  privilège, 
permet  de  trouver,  comme  nous  allons  le  constater  dans 
l'application  suivante,  tous  les  points  communs  situés  en 
dehors  de  cette  ligne  commune. 

IV.   —  Troisième  application. 

Problème.  —  Trouver  les  solutions  en  JO^y^  z^  t  com- 
munes à  un  système  de  la  forme 

/  Vi(^,7,^).^ +  ¥2(^,7,^)^0,  (i) 

1  \}i{x,r,z,  t)  =  o,  (2) 

'   U2(:r,7,^,0  =  o,  (3) 


l   U3(^,7,  ^,  0  =  o,  (4) 

supposées  algébriques  et  entières. 
Le  système 

I  y^{x,y,z).t-^y^{x,y,z)  =  o,  (5) 

1  Wi(^,7,x5)==o,  (6) 

I  W2(^,7, -)  =-  o,  (7) 

(  W3(a:,7,z)  =  o,  (8) 

obtenu  en  substituant,  dans  (2),  (3), (4),  •>  la  place  de  f, 

la  valeur 

y^ix^  y,  z)  ,    . 

déduite  de  (i),  n'est  pas  équivalent  au  système  (A)^  ce 
dernier  système  est,  en  ed'et,  vérifié  par  les  solutions  de 
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a:,  j',  z  communes  à 

Vi(^,7,-)  =  o,  (lo) 


(G) 

(  ¥2(^,7, ^)  =  o;  (II) 

on  peut  même  ajouter,  si  l'on  considère  x^y^  z  comme 
coordonnées  courantes,  et  si  Ton  suppose  que  /Zi,  /Z2,  «3 
soient  les  plus  h  auts  exposants  de  t  dans  (2),  (3), (4),  que 
la  courbe  gauclie  définie  par  (C)  est  respectivement  mul- 
tiple d'ordre  n^ ,  «2^  ^H  pour  les  surfaces  représentées  par 
(6),  (7),  (8).  L'élimination  de  deux  des  inconnues  entre 
(6),  (^),  (8)  doit  donc  conduire  à  l'identité  o  --  o.  Voici 
comment  nous  levons  cette  indétermination  (*  ). 

Substituons  seulement  la  valeur  (9)  dans  les  équa- 
tions (2),  (3),  et  considérons  le  système 

(  Vi(a7,  j,  z)A-\-  V2(ir,j,  z)  =  o,  (12) 

(D)  I  Wi(;r,7,^)  =  o,  (r3) 
(  W2(^,7,  5)  =  o,  (14  ) 

qui  se  composera  évidemment  du  système 

(E)  I  Ui(;r,j,^,  0  =  0,  (16) 
(  U2(^,r,-,  0  =  o,  (,j) 

plus  du  système  défini  par  (C). 

Substituons  au  système  (D)  le  système 

/  Vi(.r,7,  ;3).^-f- ¥2(^,7,^)  =  0,  (18) 

(D')  I  Mi(.r,7).^-f-M2(.T,7)  =  o,  (,c)) 

l  M3(.r,7)  =  o,  (yo) 

obtenu  eu  éliminant,  par  un  procédé  quelconque,  z  entre 
(i3),  (14)7  ^t  représentons  par 

Ni(^,7)--  +  N2(^,7)  =  o,  (21) 


(C) 


C)  Noms  avions  dt'-jà  iiulitiur,  dans  le  MiMiJoiro  :  Sitr  un  paradoxe 
niafhc'rna/if/fic,  l'idrc  drliinincr  un  nu  plusitnirs  |)aranirtr('S  ci\  vue 
{\c  faii'C  naître  d(>s  factruis. 
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\c  système  résultant  de  réliiuiiiatioii  de  ::  entre  \vs  écjua- 
tions  (G). 

Toutes  les  solutions  de  (22)  vériiiant  (C')et  étant 
partant  comprises  dans  (D'),  le  premier  membre  de  (20) 
est  nécessairement  divisible  un  certain  nombre  de  fois 
par  le  premier  membre  de  (22);  représentons  par 
R(a*,  j  )  ie  quotient,  le  système 

/  Vi(3-,7,x;).^-^  ¥2(^,7,^)  =  0,  (23) 

(E')  I  Mi(cc,y).z-i-M,{x,y)=o,  (M) 

(  R(:r,7)  =  o  (-25) 

se  composera  du  système  (E)  plus  du  système 

('  Vj(a-,7,^)  =  0,  (26) 

(F)  '\,(a:,y,z)  =  o,  (27) 

[  R(x,y)  =  0,  (28) 

attendu  que  (G)  vériiiant  (i3),  (i4)  vérifie  aussi  (24)^ 
qui  n'est  autre  que  (19) i  donc  le  système 

!Vi(^,7,-).^  + V2(^,.r,^)  =  o,  (29) 

iMi(^,7)-^  -+-  M2(^,7)  =  o,  (3o) 

R(^,7)  =  o,  (3i) 

U3(^,7'^'0=O  (32) 

se  composera  du  système  proposé  (A)  plus  du  système 

étranger 

Vi(^,7,-)  =  o,  (33) 

^2(^,7,^)  —  o,  (34) 

l\{x,y)  =  o,  (33) 

\],{T,j',z,t)  =  o.  (36) 


(F) 


Ges  deux  derniers  systèmes  admettant  tous  les  deux 
un  nombre  fini  de  solutions  communes  en  JO,  y^  z,  t  et 
la  résolution  du  système  (F')  étant  comprise  dans  les 
applications  précédentes,  on  voit  que  toute  la  question 
est  réduite  à  résoudre  (E''). 

Pour  cela,  substituojis  dans  (32)  à  la  place  de  /  la  va- 
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leur  déduite  de  (^9),  on  aura  le  système 

[  Vi(^,7,^).i-i-V2(^,7,^)  =  o,  (37) 

'   R(^,7)  =  o,  (39) 


qui  se  composera  de  (E^')  plus  du  système  (F)^  ces  deux 
derniers  systèmes  admettant  encore  un  nombre  fini  de 
solutions  communes  en  x,  j}^,  ^,  t,  et,  leur  résolution  étant 
comprise  dans  les  applications  précédentes,  le  problème 
proposé  est  définitivement  résolu. 

V. QuATRliiME  APPLICAïlOlN. 

Problème.  —  Trow^er  les  solutions  en  x,  j  ,  z^  t  com- 
munes aux  é(/ucitions 

l  ^i(^,y,^,f)  =  o,  (i) 

)  l^>îia:,y,z,t)  =  o,  (2) 

(A)  < 

j  U3(.r,jK,^,0  =  o»  (3) 

l  U4(^,j,i;,0  =  o,  (4) 

supposées  algébriques  et  entières. 

Solution.  —  Substituons  à  ce  système  le  système 

l\\{x,y,z).t^Y^_{x,y,z)-^o,  (5) 

^3^  \vf{x,y,z)  =  o,  (0) 

J  ^3(3^,7,^,0  =  o,  i;"» 

(  U,(^,7,^,  0  =  0,  (8) 

obtenu  en  éliminant  t  cjitre  les  équations  (i),  (->).  L'é- 
quation (6)  a  toutes  les  solutions  connnunes  à 

.ç.                  (  Vi(-r,7,5)  =  o,  (9) 

1  V2(^,7,^)  =  o;  (10) 
le  système  (H)  se  compose  de  (A),  plus  du  système 

i   Vi(.r,,r,-)  =  o,  (11) 

,r^^                       1   V2(^,7,^)  =  0,  (12) 

U3(.r,7,^,  0  =  0,  (i3) 

i;4(.r,7,^, /-^-o.  (i4) 


(  ;-,(i(i  ) 

Ayant  déjà  appris  à  résoudre  les  systèmes  (B)  et  (D),  le 
prohlènie  est  résolu. 
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Cours  de  Mathématiques  spéciales  :  i*""  Partie,  Al- 
gèbre, par  M.  G.  de  Lojigchajnps,  professeur  de  Mathé- 
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Le  Cours  de  Mathématiques  spéciales  que  l'auteur  publie  au- 
jourd'hui est,  sauf  de  légères  modifications,  celui  qu'il  a  professé 
au  lycée  Gharlcmagne,  dans  ces  dernières  années.  Il  l'a  rédigé  en 
se  conformant  au  dernier  programme  d'admission  à  l'École  Po- 
lytechnique. 

Ce  Cours  comprend  trois  Volumes  :  le  premier  est  consacré  à 
l'Algèbre,  les  deux  autres  à  la  Géométrie  analytique  à  deux  et 
trois  dimensions;  chacun  de  ces  Ouvrages  est  divisé  en  Leçons, 
à  la  suite  desquelles  l'auteur  a  placé  des  exercices  qui  s'y  rat- 
tachent immédiatement. 

Le  plus  souvent  l'auteur  a  donné,  pour  ces  exercices,  un  ren- 
seignement sur  la  solution  qu'on  peut  leur  appliquer  et  il  a  in- 
diqué le  résultat  auquel  on  doit  aboutir.  Les  élèves,  auxquels 
ce  Cours  est  plus  particulièrement  destiné,  n'ayant  qu'un  temps 
restreint  à  consacrer  à  la  recherche  des  problèmes,  l'auteur  a 
pensé  leur  être  utile  en  leur  montrant,  par  les  exercices  qu'il 
leur  propose,  en  môme  temps  qu'une  marche  à  suivre  pour  les 
résoudre,  le  résultat  qu'ils  doivent  trouver. 


lŒCTIFICATIOlVS. 


La  question  1468,  proposée,  p.  38/|,  par  INI.  d'Ocagnc,  l'avait  été 
antérieurement  par  M.  Laisant  dans  le  Jour-nal  de  Mathématiques 
élémentaires,  i.  VI,  p.  168. 

Page  82,  ligne  4>  ««  Hc^'  de  coniques,  lisez  cubiques. 
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